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Newtoo  eebioM  aas  den  Kepplar'scheii  Gaittseii  dar 
PlaiielraWiregaeg,  dasa  die  Schwere,  ni!t  welcher  Terachladefte 
llaaaao  an  einem  and  dawclb«  Centralkdrper  etreben,  im  nmge* 
fcekftee  VerhiltaiMe  ihrer  ^pvirirtoo  Abatiode  ran  GiaviUtlaea- 
caalfoi  alaha.  Danht  ma  aich  alaa  am  daa  GravitatlaBaaaatnun 
alt  Miabigeo  Halbaiaaaani  Kogelfliehaa  beachriabeas  ao  bMbt 
die  Sehwate  Itlr  jedae  aef  daar  diaaer  KogeltlcbeB  liegendae 
natariellen  Punkt  dieselbe,  und  Kndert  sich  nur  von  einer  Kugel- 
flache ar-ur  andern;  eine  Li^ijatjuliall ,  v^cIche  eine  natur£.'esetzlirhe 
Abh  I  I  j  1  ikeit  der  Schwer©  von  der  AusbreituriLT  <!-  >  i^aumen  urn  das 
Cravitaitfinseetitniin  anzeitrt.  Di<'>e  rein-geornetristlie  Redinwilirlt 
der  Schwere,  welche  iNe«  ton  in  der  defin.  VIII.  seiner  Friac. 
phii.  oatur.  mit  den  Worten:  »»vim  acceleratricero  ad  loeum  aar* 
perif  (tiect  referre)  tanqnnm  alBcaciam  qaaBdam  da  ccatra  par 
lacm  aiagnia  ie  cireaitu  diffuaam  ad  marenda  corpora*«  qaaa  fe 
ip4#  aaef«  aadaatal.  tbailt  dar  Scbwera  Etgaaaebaflae  drit,  die 
ilae  beaeadere  Batracbtaag  Tardlenaiip  ladam  aie  aaMatlialb  adf 
db  Berecbtigung  dar  atenlatlaebaa  Thearie  der  Koiper  elo  anar* 
imlalea  Liebt  werian« 

'  Um  aber  dar  Batiacbtaag  dar  geaaiatriaebea  Eigaaacbaftaa 
dat  Sabwaie  die  aeiblge  Scbirfe  an  febea,  arachabit  ee*aaredh 
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ainzänihreii;  ior  )daa0  lititer  d«r  SReSkwe'recaptdtlt  •ines  Raurothel* 
Im  die  Qaaotlttt  der  Schwere  oder  die  Smnme  aller  SollidtaliiH 
nee  veretendeo  wird,  welche  demaeiben  vemiuge  elaer  darauf 
bezogeoen  CeDlralmaace  lohomnit«  eobald  derselbe  tod»  wägbarer 
Materie  iflckenloe  erRlllt  Ist  Der  fiegrlff  der  Schwereeapadtlt 
eines  RaumtbeUes  geht  daher  sofort  in  den  B^rtff  der  in  diesem 
Raumtheile  wirklich  thntiuen  Schwere  über,  weuu  derseibe  mit 
schwerer  Materie  wirklich  erlüiit  gedacht  ivird. 

Die  Continuität  der  mathematischen  Theorie  brlogt  es  ilbri* 
geas  mit  sieb»  dass  man  oleht  bloss  die  Scbwerecapadtit  ron 
BaemtbeileB,  aoodem  aacb  von  FlSehea«  Llnleo  «ad  Paokten  sa 
berMniehtigen  hat«  wie  ja  auch  die  Statik  ihre  Theorie  nlebt 
aaf  schwere  Körper  bescbrilikt,  soadern  dieselbe  aaeh  aal  acbwere 
Flächen,  Linien  und  Punkte  erstreckt. 

üm  die  croraiiacitat  eines  Raumthetts  oder  \  olnnions 

der  Reclniini^  /.u  untere ericii ,  kann  man  die  »Suiihih'  der  in  allen 
Punkten  möglichen  Sollicitatioiieii  der  Schwere  mit  der  (Quantität 
einer  Flßssigkeit  vergleichen ,  deren  Dichtigkeit  sich  von  Punkt  zu 
Fnnkt  nach  demseibeo  Gesetae  iadert«  wie  die  lateosit&l  der 
•SsUicilatloneB  der  Schwere. 

Ist  also  k  die  iSchvverecapacität  eines  Punktes,  weiche  nach 
get^benen  Bedingungen  verafid^  rlich  und  als  daa  Element  der 
Scbn-erernpacität  des  ganzen  VOlnmens  gedacht  werden  soll  ;  ist 
ferTier  K  die  !^P53i!rhfe  Schwere«  apaeität  des  gaosea  Voiumcos 
und  s  das  Voiumeo  selbst«  so  hat  nisn 

Bedenkt  mnn  nnn,  dass  die  Schwerecapacitat  aller  Punkte,  weiche 
auf  derselben  Kugeltläcbe  liegen,  für  alle  gleich  sein  aoU»  so  bis» 
tat  sich  zur  Integration  von  (1)  ein  System  von  Polaicoordinatea 
dar»  deren  Pol  uAt  dem  Gravitatioasceotnim  aiwaaunennült.  ist 
dsber  ^  der  IVIakel,  welcbeo  der  radins  Tsdor  r  mit  der  Aas 
4at  niid  iß  der  Wiakel;  welebeb  die  dnrch  deo  radfam  .Tsycttfr 
md  die  An  der  «  gel^e  Bbeoe  mit  der  Bbeae  der  AW  .4er 
m  esd  f  msekt»  so  bat  maa  bebanntllcb 

Nimmt  man  aao  mit  Newton  an,  dass  die  Teritoderllebbeit  Ton 
kp  ee  weit  sie  aleb  auf  efai  mid  dasselbe  ChavilslisiMeentram  be- 

MkU  dorch  die  Relation 


Digitized  Google 


wonn  g  ^i«  SchwerecapacItSt  eines  Punktes  in  der  Einheit  der 
blfbrnaog  vom  Gnivitatiooccentruin  iat,  voil«UuMUg  gegebeu  Mi» 
M  wird 

Soll  beisiiialgfreise  die  Sch werecapacitSt  einer  Kugel 
TO«  Radius  r,  dereh  Mittolpankt  mit  dem  Gravitationsceiitruii» 
susammenfllllt,  geronden  werden»  so  ergiebt  sieb  ans  (3)»  fvett 
Jdt  v«n  dm  Winkeln  ^  and  ^  vBabbAngig  Ist, 

Diese«  Integral  von  0  =  0  bis  O  =  tt  und  dann  von  i^  =  0  bis 
^  =  2if  erafa'eckt,  giebt  dauu  ai^  6chvvere€apacität  der  Kugel: 

Ki=Lift^.  (4) 

Die  ScInrereeapacitSt  einer  Kngel»  deren  Mittelpunkt  da« 
GraTitaÜonneentrum  darstellt»  steht  also  In  geraden  einfachen 
VerWtolane  Uwee  Radine  eder  der  Knbikwnnel  Ihren  Inhalten. 


Me  Sehwetecnpicitlt  einen  Vdnnenn  v«  deeaen  Ansdehnnng 
In  d«r  Blehtnng  der*  GmttntInn  In  Terhaitnlnee  an  nelnem  nitt* 
leren  Abstände  r  vom  Gravitatlenseentram  fllr  nnbetricbtitch  gel- 
ten darf,  HO  dass  die  Schwere  innerhalb  dieaei«  Volumens  fBr 
c»n8taDt  gsDODinieu  »irü»  Ul  lium  Volumen  v  eiofaoh  proportional. 

Onni  nnler  dienen  Bedingnngen  Int  Jls^conetant,  ntsonvn(l}: 


4. 

Die  Gesühw indiL'keUen  c,  c',  welche  zwei  SchwerecapücUiiti'Ti 
(oder  die  iitaeu  (  iit sprechenden  wirklichen  K>r  Ii  w  orcf|Tir\ntit.^t©iiJl 
ity  ^  ron  Goasfanti  r  Int^  M^itat  den  Massen  m,  m\  deren  ahtcH. 

lute  Dichtigkeiten  d.  d'  und  deren  Volnmina  9»  e*  nind»  nitthnl» 


k  k' 
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Bi  Terh&lt  sich  nämlich  die  Summe  der  io  einer  Md^enk 
Mase«  mSgUebeo  SellldtetioBm  der  Sehirer«  bei  inaerfceUi  dee 
¥e|iinieDS  coMtuiter  Intoveitit  der  Scbwer»  wie  das  Prodoct  der 
eeoeliatett  Sdiwereeepacllit  eines  Punktes  in  das  YelmM  der 
Hasse  ({« die  anf  die  Massen  m,  m'  wirkenden  SehwerkriUle 
dnd  also  üt»  nnd  k't'»  Es  verhalten  sich  aber  die  von  zwei  Kräf- 
ten in  gleichen  Zeiten  erzeugten  Geschwindigkeiten  zweier  Mas- 
sen gerade  wie  die  Krältt;  uuti  uaigeicebt  t  \^  ie  die  beuegten  Mas- 
sen (Euler,  [Vlecban.  Petersb.  1755.  tom.  1.  (>ro^.  14  coroli. 2. 
8.  55.).  Daher  ist 

eder»  insofern  mssMi,  m'^v'ä'  ist, 

k  k 

e:s'  =  j:j,. 


Znsets  1.  Ans  erglebt  sich  als  Verbftitnissglelebnng  der 
Sebw^Bieeapacititeii  irod  daker  der  Sebwerakiifle  seibsl: 

daher  bei  gleicher  absoluter  Oicbtigiieit  der  bevregten  Massen: 

Also  iHir  dann»  wenn  zi«*el  von  der  Schwere  bewegte  Massen 
gleiche  absolute  Dichtigkeiten  haben,  verhalten  sieb  die  treiben- 
den  Schwerkrille  wie  die  In  gleichen  Zelten  erssngten  Cescbwin« 
digkeiten. 

Zü.«?f\t/.  2.  Das  Coroilar.  r>  zui  lex.  III.  in  Newton'*  Princ. 
phil.  natnr.  »?ilt  ilx)  nur  bei  ^trieben  absi  lut(  ii  1  >i<  litiulvciteu  der 
bewegten  Massen ;  dazu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken ; 

Newton  nntersckied  bekanntlicb  die  Schwere  nacb  drei  6e- 
slebtsponkten  der  theoretiselMn  Betrachtung  In  die  gravitas  abso« 

luta,  motrix  und  acceleratrlz.   Mit  der  gravitas  absoluta  bezeichnet 

er  die  Intensitiit  der  Schwere,  sofern  sie  von  der  Masse  des 
Central ivorpers  bedingt  ist ;  mll  der  ^l  avitas  ]i»olii^da<  mechanische 
Moment  der  durch  die  Schu vrv  bewegten  Ä lasse  oder  auch  das 
liewicht  derselben;  mit  der  gravitas  aceeleratrix  den  (^tiofienteii 
SM  *der.  von  der  Scbwere  bewegten  Masse  In  das  mecbautsdie 
Msinent  derselben«  oder  in  die  gravitas  motrix. 

Derogemäss  schliesst  Newton  bei, der  Betraditnng  dier  gra- 
vitas •  acceleratrix  sowohl  die  Rücksicht  auf  die  Masse  des  Gra- 
vitatkinscsntnuns«  als  des  von  der  Schwere  bewegten  Körpers 
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Hatrii  4«  gimvitM  accelmtriz,  wm  ar  lo  der  imttr  f.  1. 
8Mto  MKb  attsiIrtcliHeh  so  «rkennen  giebt 


Em  scheint  daher  die  Theerie  der  fikbweiecepaeltit  mit  der 
lleirteB'eclieii  Lehre  von  der  grevitae  «cceleratriz  gana  aaeanp 
i&Uett«  aad  In  der  That  wArde  ea  ae  aeia,  weno  Newtea 
liuatiehe  Bediaglheit  der  Sebwetet  wie  eie  daa  Geeela 

is  ^  aaaeigt,  wirbllcb  lom  EntwiekelaagaprlDelp  der  via  aeae» 

leratrix  gemacht  hlitte.  All'in  Newton  hat  »ich  darauf  beschränkt, 
eliif  iltjn  Ij  l[i<liM  (ii)n  ce"<»nh<*ne  Thalsache,  nfinilifh  die  Gleich* 
btiii  *it:r  in  iileicheii  I  all/rltoji  rr/t'Ugten  Gpsnhwiiid ii^keitcn  scfnvu- 
rer  Maasen,  die  «ich  iu  gleiGbeni  Abutaude  von  einem  und  dem- 
•elbea  Gravitatloiiacentrum  befindeD,  sim  wesentlichen  Merkmaie 
gravitns  ncceleratrix  m  mncbeo  aad  mittelst  dieses  Merk* 
allein  die  Rechnung  einzaiicbten ;  ae  aetilerla  der  defln.  VI. 
Priac.  pbIL  aatar«  feat $  „Via  eealripetae  qaaatitaa  aceeleratrix est 
ipalaa  «Maaara  velecitati  preperlienalie,  qeani  data  tempere  gcne» 
laL"  INeee  emplrieehe  Regel  gilt  aber  aar  fttr  elaen  beaeaderem 
Fall  dea  aaa  den  rianlieben  Eigenaebanen  der  Schwere  ÜleaaeB'» 
den  allgemeinern  Gesetses,  welches  In  {.  4.  enter  (4)  dargeatdlt 
ist,  nämlich  nur  dann,  wenn  die  blassen  gleiche  absolute  Dichtig> 
keilen  haben,  wie  sir  Ii  nnti  r  (9)  ersieht,  so  daS8  die  Schwere- 
rapacUKt  eine  ef^n^  illgemeuiere  Bedeutung  bat«  als  die  via 
aootierairiz  fiewtou's» 

Die  BesehrSnkuni»  aber»  in  welcher  Newton  die  Theorie  der 
fravitas  acceleraUii  aufgefas^t  hat,  iuussto  die  principielU;  l.iit- 
«ickelun^:  derselben  >^eseiitiich  hindern,  und  i>i  2»päU«ihiu  die 
\  eranlafl^nn^r  zu  mancherlei  Unklarheitt^tt  ^enurdcn.  iSicbon  die 
ersten  Kommentatoren  New  ton 's,  Lesucur  und  Jacquier, 
fsrwiecbten  den  rein  -  geomet? ii^chen  Charakter  der  gravitas  acce- 
Imtois,  and  iaaalen  eie  aia  die  Einheit  der  via  netrix  (Prise. 
pbIL  Ml.  perpet  comment  illuatr.  Lesnenr  et  tlaeiiniev. 
tarn.  1  net.      wenn  wehl  dieanalytiBcbeDaralellnng»  vernllgedefen 

Harmmnn  InaalnarPherenemle  (Amaterdam  I716u  §»14$, 
&  tf»)  die  baaeblenalgenda  Kraft  aaa  der  bewegenden  herlellal 

Oadeni  er  in  dt  as  ^  die  Maeae  m  der  Einheit  gleieb  aetat)^  Ver- 

anJassung  gegeben  haben  mag;  ebenso  defmircn  Kästner  (  Au* 
l^ugsgrunde  der  hohem  M  ec  Ii  .i  n  i  L  ,  ernfpr  Abs^lmitt, 
cap.  3.  §.  49.) ,  Poi*«^nn  (Traiie  d«  c <  a  n  i  t| u e ,  tom.  II. 
üf  r.  UL  f.         und  nebrere  Andere.  Aber  auch  die 
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.Matfaenatiker ,  die  der  KewtoB'aciien  AuHassuiig  der  gravltaa 
aeMimtrix  treuer  blieben,  wie  Leonhard  Eyler»  der  nur  6%n 
Namen  lodeito  (M««lianica,  tom.  1.  §.263.),  d'Alembert,  der 
das  Element  der  Creachwindigkeit  aa  dia  Stalle  dar  Gkmtkmim- 
digkait  aalbat  aetste  (Dyoamlqna,  part.  L  (•22.),  famar  La* 
grange,  Laplaca  v.  A.  haben  gegen  dia  gaaiaetrladken  Elgaa« 
aähaileo  dar  Sehware  gefehlt«  iadam  ale  ▼oraaaaatatan ,  daaa  die 
letzten  Elemente  der  Kurper  von  verschiedener  Dichtigkeit  sein 
könjiU'ii,  was  bei  der  Abhängigkeit  des  (iesetzci*  (9)  in  s^.  L  von 
dem  unter  (8)  dargestellten  durchaus  unstattbafl  ist  und  auch  der 
aupdru'lJichen  ATuiahnie  PVewton  a»  (Princ.  |)h.  nat.  Hb.  llt. 
praji.  coroll.  J.j  widerstreitet.  So  schreibt  Leonhard  Euler 
In  dar  Mechan.  tom.  I.  cap.  %  §,  139.  schoL:  ««Puncta  vera  ea 
inter  aa  aaqualia  censeri  debent»  non  quae  aeque  sunt  parva,  aad 
in  qiiae  cadem  potantia  aeqoalaa  axerit  effactva",  und  Laplaca 
ia  der  Mdeaniqua  cal«  pari.  I.  IWr«  I.  ehap«  3.  (.  13.  aagt  gani 
Ihallch:  »Ca  qoe  noaa  vanana  de  dire  aappaae  qaa  laa  aofpii 
aaat  can^aada  da  painta  matdriala  aamhlahlaa»  Blala  II  'aal 
posaibia,  qu*il  y  alt  daa  dlffareacaa  aaaantlallaa  antra  lenra  nald- 
cules  integrantea«  Ueareaaement  on  peut  sans  craindre  aaeami 
erreur  en  faire  uftage»  pourvu  que  par  points  matericls  semblables 
on  entende  des  point>;  «lul  >e  choquant  avec  des  vitesses  Egales 
et  coniraires  se  font  rouiuelieiuent  T^quilibre,  que  aoit  Icur  nature.** 

Uabardlaa  hat  die  hier  hervortretende  theoretische  Gleich- 
stellaag  van  materiellen  Punkten  und  dan  MaaaeDthoilrhen  der 
Kffrpar  ohaa  Zweifel  varafiglteh  mit  dazu  beigetragan«  dia  Einaicht 
In  die  Blldang  dar  Maaaea  aua  Ihren  Elementen  au  ▼ardunkein. 
Dia  natariallan  Pankte  haben,  ala  Diffarantlala  dar  Maaaea  he- 
traahtet,  venaSga  der  matbamatiachen  Canllnattit  Ihre  gute  theo- 
retische Bedeutung;  ala  fahren  aber  vom  ein(achaa  Element  aan 
Ganzen  nicht  durch  Aggregirung  der  Elemente,  aoodern  dnrch 
eine  genetische,  lückenlose  Construetion ;  in  der  Form  des  Calcüls, 
also  TTtclit  (liiii  li  AcMltiuii  der  Elenirnl r ,  somiorn  d iirch  Integraüoti, 

nur  biUllitber  N  '  i^e  als  Nu nmiiriinii  Ixv.o'u  liiiet  werden  kann. 
Die  Physik  aber,  soneit  sie  dio  V eränderungen  in  dergestalt  der 
Maaaen  begreiflich  machen  will,  kann  ihr  Geschäft  mittelst  mit- 
eprechender  Anordnung  der  IVIassentheilchan  aanffibraa  and  bedarf 
tiiahl  einer  algaothömllchea  Conatmction,  vermUga  deraa  TheUe 
einer  Maaae  aua  einem  dar  Materie  ungleichartigen  Etwaa  ao  er« 
sengt  werden  mVaatan«  wie  aaa  einem  bewegtea  Puakta  ela  be- 
granatar  geanetriaGher  KOrpar  her?ergeban  kann.  Sie  kann  aiah 
daher,  wenn  nie  niaht  ahne  alle  Varanlaaanng  iranaaendant  wm^ 
den  wIH,  daa  Begriffen  etaea  nialarlallen  Pnnhiea  nnr  ala- einer 
wiaaanichaftHchen  Hiltavoratellnng  badttanen,  die  Im  Gebiite  ge» 
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wti^  gilgtfgBt  OpmHmiM  ihr  ganndM  bebe«  wnA  Ibr»  reale 
Biil»l«ii§.  Iwt;  itl  aber  weder  genlMbiftt,  noeb  tevieliMl,  deai- 
aäkm  etoen  physleeb-reelee  eder  empirfeebee  Werlb  belnlegeB. 
Um  kam  ^  Pbfilber  niebt  leel  geaag  faa  Aage  babiilea»  weee 
AT  4ea  arft  Lei  ballt  eo  all  wiederboHea  Aaefirfleben  daar  ee- 
ftaanalen  dynaniacheo  Naturphilosophie  begeiniet,  welche  die  aaf 
ladactiveni  Grunde  ruhemle,  hicher  und  rastlos  fortschreitende 
Phvi^ik  in  die  Schicksale  der  immer  ooch  atmteodeii  Pbüo#opheu- 
Mkukoa  au  verüecbten  veraacbt. 


Nach  Ne^vtfjft's  viellach  hest.tti^^tcn  und  erweiterten  Unter- 
sachtiugeii  der  [ilaiictnrTRchen  und  der  Peiulelhewesjnnt^  sind  die 
Faügescbwlndigkeitco  alier  Körper  im  leeren  Räume  nach  gleichen 
Fattzelten  aad  la  gleichen  Entfernungen  von  einem  nnd  demselben 
UrafÜalieiiacentrQai  gleich  gross;  desgleichen  verbaltea  ^tfh  die 
Üaeeaa  aller  Körper  wie  Ihre  Gcvficbte.  M'rlae.  pb.  nat*  üb.  11. 
frapiiSl  a.llb.lll.preii.6.*-  Beasel:  UaterauchiingeB  Aber 
die  Liege  dea  Seeaadeapeadele  la  dea  Scbrlflea  der 
Berllaer  Akadenle  der  Wlaeeaaebaftea  ffir  18W«) 

hiut  gleiche  Entiernun^en  von  ciij'  in  und  demselbru  (iraTi^* 
tiaaaceotrani  folgt  alao  rermOge  der  eben  augetührtea  Diawloa* 

k  k' 

seliau  IndocUoaen  auö      4.  No.  (6):  €;e'  =  ^*^,  daaa  c=c\ 

sein  nru.<<i8,  eine  iieiiiiiL^jn'.: ,  die  daduri  h  oilnflt  ila»«»  entwe- 

der k=^k  Bodangleicb  il  =  d'  genommen  nird,  oder  daaa  allgemaia 

ist.  Im  let/tern  halle  uufd««  bei  /ilacher  DIchtigiieit  einer  lücken- 
laaen  Masse  auch  ihre  S^hwereeapacität  die  nfacbe  von  der  Schwere* 
capaeifit  eines  KSrpera  von  gleicbem  Volumen,  aber  von  einfacher 
abaaleter  Dicbtigkeit  sein.  Da  nun  bei  «facber  ülcbligbeil  der 
fftrt*^  in  einem  und  demselben  Volumea  auch  nmal  mebr  Masse 
lili  ale  bei  der  eiaCaehea  Dicbtigkeit,  aad  dae  Gewlebt  den  Pre- 
der  baeebleaalgeadea  Kraft  eder  der  Scbweteoapadittt  la 
glekh  lel>  ee  würden  elcb  die  Gewichte  aelcher  Maa- 
eethaHea  wie  mkiiAmk,  eder  wie  Isa*.  elae.akht  wie  die 
aeibat,  was  der  sweMea  der  oben  angeführlea  IndaetlTee 
RagalB  N  e  w  lo  u  a  wldeispricbt«  i 
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£«  ist  aUo  die  Aonatiaie  etaer  epecif ieeliea 
Sckif  eraeapLfteit&t»  der  gemäss  die  Gravitation  TWchiedeti^ 
tiger  Maasen  gegen  eine  nud  dieselbe  CeotralnMMe  Feiaahiedeii« 
iBlenaititmprada  haben  aollte.  Dicht  saliaatg.  da  dia  afaialf» 
Farn  einer  apeeUleeheii  GravIUtioa»  welche  daa  müglichat  allva* 
mehia  Geaeti  in  {.  4.  Na.  (6)  ala  denkbar  emchainen  liaat»  wIn 
ebaa  iwwfeeen  wurde,  der  Erfahrung  widerspricht. 

Es  ist  also  iüt  alte  Massen,  so  weit  die  Newton'^^t  hen  und 
spätem  iDdactloaen  reichen»  k-=kf,  und  daher  ans  (10)  auch' 
ä=sdf,  also  erwiesen,  daas  die  abaolnten  Dlchtlglcaitan 
aller  Maaana  von  einerlei  Grfiaae  aind. 


llll  dienern  niatheniatiaeh  -indncti?en  Beweine  der  gMchnn. 
abiointeö  Dichtigkeit  aller  Körper  ist  die  Thatsache  der  empiri- 
schen Ungleichheit  der  spccitischeii  Gewichte  verschiedener  Mas- 
sen nur  mittelst  dor  Annahme  zu  vereinigen,  dass  die  Materie  die 
Korfier  iinler  der«Mi  geometrisch  -  hegrenzteiii  \  olumen  nirht  lücken- 
los ciliillt,  dass  sie  vielmehr  aus  einem  A^gregatr^  mimmter 
materieller  Thelie  bestehe,  welche  in  allen  Körpern  einerlei  Uicb- 
tlgkett  hahen,  dass  bei  allen  llurpem  absolntea  und  relativea 
apecifiachea  Gewicht  nnterachleden  werden  mnna. 

Es  sei  nendich  die  allgemeine  gleiche  absolute  Dichtigkeit 
aller  Materie  d,  so  ist  die  IMasse  m  eines  Körpers  vom  Vulumen 
tJ  bei  Ifick«  Iii  >ser  Erfüllung  m  =  v(I.  Ein  anderer  Kiii  per,  der  das- 
selbe G(M\i(  }it  hat  oder  eine  gleich  grosse  Massf  ///  unter  dem 
Volumen  v'  enthält,  bat  dieselbe  absolute  Dichtigkeit  d»  und  ea 
wäre  daher 

weon  beide  Maasen  ihr  Volumen  lOckenloa  erf&llten. 

Wegen  der  Thataaehe  der  Yetnchiedenheit  der  empiriacben 
spedftschen  Dichtigkeiten  oder  Gewichte  der  KOrper  wfard  aber 

e^^e^  alao 

(p±Jv)d=zvd  (11) 

nein»  wmmm  j^Jt.dssQ  folgt«  Da  nnn  dp.d  die  Maaae  eder 
daa  Gewleht  der  den  Rnnnthell  ^a  erfüllenden  Bfnterle  dnmtellt» 
no  mnen  dienen  Volnmen,  von  dem  die  achelnbnre  Verachledan- 

hett  des  specifischen  Gewichtes  oder  der  Dichtigkeit  der  Mntmie 

abb&agt»  vou  Müterie  leer  gedacht  werden.  * 
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Oto  Maiuit»  TMMMhe.;  dtas  f*  unter  dem  fiidhisse  der 
WliMi  #bM  EmI«  waebMi,  digogto  M  Entibiuiig  dmelbep 
■Icit  okM  Bttde  afcoelimii  kana,  mtsebeldet  dafilr»  du«  ia  (11) 
mm  d«r  Werth  9+J9,  oiebt  |iber  o— ^tlv  branchlMir  Ut,  weil  di« 
äbaeMe  IMcbtIgkeil  eine«  KUrpere  nur  da  gesneht  «r erden  ktmm, 
wo  sich  ein  yeiünderliches  Volumen  bei  conütanter  Mass^  einer 
festen  Grenze  uiuie  Ende  nähert.  Das  Vuluuien  n  eines  Kuriers 
ijnil  der  leere  Raum  desaelben  \^rr(U>n  also  um  sf»  crrnsger,  je 
geringer  das  enij»iri»che  speciBsche  (icwicht  dtssi  lix  ii  Da- 
durch ist  denn  bewiese«,  da^s  alle  Körper,  so  lani^e  sie  bei  con- 
•tuter  AUeae  ihr  Volomen  verringern  können»  aU  Aggregat« 
getrenoter  ThailOp  welche  letzteren  ihre  Voluiuin«  Ittekenloa 
•KUIe»9  MuaaebeD  alnd«  «ad  h«l  allen  aolcheii  Kdipam  ahaolB« 
las  «aA  apeaUbchaa  Gewicht  aa  aataraehahleB  lalt 


,  Das  absolute  specifische  Gewicht  einen  K??rper«,  oder  dir 
Dirhtiirkeit  der  ihre  Volumina  fm  Lrulos  erfulIetuitMi  iMassenthcile 
dt;A>('li)rn  ,  Tii'jss  da«  crrH.«>(e  In  Uiuinte  relative  specifische  Gt-w  ii  ht 
oocb  iibiTtn-fffii ,  vveuji  (Irrx'llic  hoi  rdhstanti'f  Mawüiö  seit»  Volu- 
men verringern  Itann.  Metzt  man  jedoch  die  grOsste  bekannte 
rrlatire  Dichtigkeit  der  absoluteo  Dichtigkeit  aller  Materie  nahe 
gleich,  so  kaaa  aiaa  daa  Gesammtvolumen  der  materiellen  Theile 
Jedes  Körpers«  dessen  apedfiaches  Gewicht  bestimmt  tat,  wenig- 
stens anniherad  fiadca«  Deaa  Ist  a  daa  GaaamiatvbhHaea  aller 
Aeaer  Maaaeatbelle  elaea  KOrpera»  deaaen  lelative  Dichtigkeit 
mmä  dsaaea  iaaaerlleb  geemetriaeb  -  begreastea  Velunea  lal« 
aad  bt  d  die  grgsate  Terfconmende  relatWe  Dichtigkeit  elaee  KOr» 
pere,  also  etwa  die  des  Platin,  so  hat  man,  wenn  gleiche  Ge* 
wichtstheile  genommen  werdeu,  vd:=.v'd',  aUo  da»  Gesamuit* 

p^hliamjtB  lief  Mliüfi<^^^*>*i^ 

c  =  S», 


die  Saarns  aUer  leeren  ZwiecbeaiiaBiet 

^_.:»li=-2f;.  (,3) 

Nimmt  raAn  s.  B.  die  Dichtigkeit  des  Platins  etwa  22,  so  kOa* 
Mu  1^  MasseothcUcheu  de«  WaMefstofigiiäed  bui  U^^  büchättuu» 
1  1 

te^77Ö,ll        ^MJUÜU  ^  gMtten  Velaneaa,  alae  kh  eiaea 
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d«r  lam  Raufe  now  wenlgirtaM  M6971Vs  Kubiklinien  hetrügaik 


{.  8. 

Es  ist  noch  Dicht  gelungen»  dte  Dlmcnslmicn  der  MnM6ft*> 
thcile«  deren  Aggregate  die  KSrper  bilden»'  sn  ineeeen  oder  dem 
Auge  oiobtbar  in  machen ;  die  Beobaehtangen  mid  SdilOeae  E bren« 
herg*n  (Poggendorr«  Annalen  der  Phyalk  and  Chemlob 
1838.  8. 1.  ff.)  bewelaen  aber  aebon  ao  vld»  daaa  dicaelben  noch 

1 

well  onter  ööüOOÜÖ  l«mltt  liegende  Onrcbmeoaer  haben«.  Fer» 
ner  aind  die  Erfabrongen  der  Chemie  bis  jetzt  jeder  Verlndev»- 

lichkeit  Her  Maasen  dieser  Grundtbeilchen  entgegen ;  man  darf 
also  dieselben  immer  noch  Atome  nennen,  wenn  mau  damit  nur 
ihre  physische  und  empirische  Untheilbarkeit  bezeichnet 

Setat  man  Torana^  daaa  In  den  eken^acben  Vetblndongan 
aweler  Stele«  ana  denen  Ihre  Miaebongsgewicfate  beiechnet  ain^ 
die  Atome  Ton  beiden  Seiten  in  gleicher  AmbI  anaammentietenp 
ao  würden  die  Zahlen  der  Miacbangsgewichte  dnichgängig  die 

relativen  Gewichte  der  Atome  selbst  darstellen.  Wenn  aber  auch 
zur  Zeit  tiio  Chemiker  bezüglich  der  Atomi.alilca  noch  nicht  in 
durchgängiger  Uebereiimhmmniig  8ind  (vergl.  G.Rose:  über  die 
Atomgewichte  der  einfachen  Körper  in  Poggendorf's  An« 
naien  der  Physik  und  Chemie.  1S57.  S.  270.  ff.),  so  beruhen  doch 
die  Unterschiede  hauptsächlich  aui  Verdoppelung  derselben  oder 
Herabsetaong  anf  die  Hälfte;  nimmt  man  also  die  gebräuchlichatea 
Mlacbnagegewicbto  vorläufig  för  die  relativen  Atomgewichte ,  ao 
kennt  man  wenigatena  den  Urol'ang  der  otm  apäter  erforderllclien 
Verbeaaemngen  deraelben  Im  Vorana. 

Da  die  At«)me  alle  gleiche  Dichtigkeit  hab«*n,  so  ^  rrhalteii  «ich 
ihre  relnii\  <  n  \ Olumina  wie  ifirc  relativen  Gerichte«  also  ebeo- 
failaiHie  ihre  Miscbungsgewichte. 

Man  kann  daher  gegenwirtSg  annehmen»  daaa  die  reiatiTen 
Gewichte  nnd  Volumina  der  Atoote  awlacben  den  Grenaen  i  (Ittr^ 
den  Waaserstoff)  und  216  (für  das  Silber)  enthalten  sind;  dürfte 
man  die  geometrische  Aehnlichkeit  aller  Atome  uitaehmen,  was 
hei  der  grossen  Verschiedenheit  der  kry«*tallajien  nach  Neigung 
und  relativer  Länge  wohl  kaum  zu  wagen  ist,  so  würden  die 
grtissten  Uuterschiede  ihrer  honioiogeo  Hnearen  Dimenwonen  awi» 
aflbei^  1  npd  6  ialieiu  . 


0 
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Dabar  4an  Flächwialalt  k  odsr  am  aiae  £UipM 

•  I 

beichriebener  Dreiecke  und  Vierecke. 

■ 

* 

den  Herausgeber. 


M hftbe  achoD  In  früheren  AMiandfunsren  (Th'l.  XXIV. Nr.  XXIX. 
&Sn».  —  TM.  XXVI.  Nr.  IX.  8. 108.)  muf  dw  wiehtigm  «aDd  fradH- 
lauMi  Gelmiwli  anfMerlmni  gfnacfct«  welcber  Mb  Ton  d«i  «ogo- 
eentitM  AooMUto  in  der  Tfceorie  der  Ellipse  ood  HypatM  Mioiee 
Itost.   fn  der  veriiegenden  Abhandlung  werde  leb  eine  Reibe  eebr 
oierLwiirdii^er  und  interessanter  Ausdrücke  Rir  die  Fl.ichenräum« 
in  oder  um  eine  Ellipse  beschriebener  Dreiecke  und  Vierecke 
tiüiti*^ tckcin ,  wfj'  fi''  .  v^ieit.li  linffe,  die  Wirlitiirkeit  jtMies  Ccbrauchs 
in  noch  hellere>  I.iclit  setzen  nerrie,   unbci  ich  noch  hemerke« 
dase  die  vom  mir  im  Folgenden  entirickeiteii  Aesdrücka  in  einer 
eebr  Imtericenefrerthea  Aoalogie  xu  gewisseo,  längst  befcuwtea^ 
ttr  dee  Feil  dee  Kreises  geUssden  Asedrflsheo  sieben« 


Cl'l 


l 

Das  iu  die  Ellipse  bedcbriehene  Dreieck. 


:  t  . 


Wir  wellen  die  Aseeislieii dreier  bsiiebiser  Paiilite  A^^Ä^^A^ 
Em|>se  respectfars  dereb  1%.  und  di^  ^msß^jfmktMOi 

▼erbindendes  Sebneil  A^A^,  A^A,^,  A^A^;  utMbm  die 
Seiten  des  in  die  Ellipse  beeebriebenen  Dreiecks  A^ÄiA^  sind, 
devcb  loH'  ^2*0  bezeichoea.  Die  GietcfaiAUj^en  der  ^bciuicii 
ilo^i»  AiA^^  A^Äq  sind:  *) 


•)  TM.  kxiv.  8.  sm 
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19  0rmm0rts  Mir  äm  iUeämmäM  m  §itr  mm  9km  OMfm 

Ajpcos i(tfg    1^)  -^     sin  4(tf|  -|-  «Ct)  =     cos  i(tci  — >  «jj. 

uiid  die  Längen  dieser  Sehoen  werden  durch  die  folgenden  For- 
meln bestimmt: 

i^i««4ilnMiH,-ii,)«|fl«slni(«o+%)«+i»«»Ktfo  +  «i)*|. 

H^«a4sinUifi  -  Ui)^l  «^slnKi«t  +«,)«+&*cosi(% 

Ä4itoM%— t«©)*!  1^*1«  4(«s  +  «<o)H*»«o»U%+«o)*l. 

BsMlcbMH  iHrm  die  Winkel  des  ÜMlecks  ^i4|ilt  dmli 
il^,  so  lasse»  sieb.  Or  dleeelben.  m»  don .  Cilfilebavge« 
der  Sebneä  mittelst  der  bebanntstt  Formeln  der  nmlyttecben  Gen» 
metrie  lelebt  AnadrOcbe  dnicb  die  Anomalien  ableiten.  Etwn  Mr 
den  Winkel  4»  indot  man  mlttebt  d|«eer  Fotmoin  sogleleb: 

^{cot  ;(iio  +  «i)--cot;(wa  +  t/o)  )• 
%9t>^A^  *s  

ll-f  jiCat4(if||-|'tf|)coti(%-fayp  . 


.  ■  • ' 

md  binnna  dann  ferner  ndttolal  beknnnler  goniemntriocher  Fermnln: 

I  cot      + u,)  —  cot       -f  wg)  p 
sin^*£=  p  ^    gl  ^» 

11+ ^COt4(«oi^ttl>«)U  +  ^COti(ll.+Mo)«| 

\  l  +  p«*»  Vfh  4  »i)  cot  U% + !• 

oder: 

sln^lo* 

'   .ta«slnt(f<,>+tit)<diit(iii4i<o)  4^coa4(t<s  -f  Ki)cos  ;(ii,-|-e;,Jl« 

*)  A.  Ii.  O.  374. 


Digitized  by  LiüOgle 


Nu  bt  «her  nieh  dtm  OU|aBi 

•Im  iü» 

«od 


{ 


Nebmen  wir  an,  dasa,  wenu  mau  sich  vod  dem  Halbmesser  der 
ElfipM  9M,  TOD  welchem  m  die  Aaoauüiea  von  0  bis  360^  gesibll 
umvImi»  BAcb  der  Riehteog  bin  bewegt,  nacfi  welcher  die  Am* 
gttlbll  werdea»  nen  snerst  aef  den  Pwikl  dMiB  nf 
RbpIU        dun  mT  den  Panbl       trifl»  co  efaid 


•bU«a-*«^>  ainUiii— tH)»  eiiil(i%— irb) 
pealÜv»  und  dsM  i^roUuct 

••  wift  ucb  dM  Pradnct 

•In  b(i% — tf^)  sin  t(tt|  ~  i%)  ain         MIo)  » 

iii  folglich  poaltiT.  Daber  bat  «an  ^nfer  der  HeaMebleii  Vi 
•aisong  nach  dem  Obigen  die  drei  folgenden  ineriiwCirdigen  Formeln: 

•  »  •  » 


Bezeirfinrf  nun  ^  den  Fiäcbeniobalt  des  in  die 
•abri>b>BeB  i>releeka  A^AgA^,  &&  !•!  befcanatUeb 
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14  Gruntrt:  .  </cd«r  äiu  fiOcämmändl  im  oätr  um  tiue  Üäifiie 

also  aacb  dem  VorbergeheDdent  •  .     .  .t      •  • 

^=s9a6«in  i(ifo— «i)  »In  K«!  —  tit)  »In  K>>b — «o) » 

welches  jedenfalls  ein  sehr  merkwürdiger  Aasdnick  (Ür  den  Flächso* 
inbdt  eines  in  eine  £Uipse  beschriebeoen  Dreiecks  kl*. 

Letebt  jieit  naii  4brig«M'^ii,  das»  dSMfr  Anidnicb  auch  dann 
noch  fichtig  bleibt,  freoo  die  Poobte  Aq,  Ai,  A^nm  eo  aof  einander 
folgen»  dasa  man  aleb,  wenn  man  ate  In  der  voratefaenden  Öidnnttg 

durchläaft,  nach  der  Richtavig  bewegt,  o^cb  welcher  die  Ano- 
malien gc/.'ililt  werden,  '  - 

Die  Gleichungen  der  den  «Seiten 

AqAi  ,   AiA^f  A^Aq 
de«  Dreiecke  A^iA^  parallelen  Durchmeaeer  der  ßllipse  eiud :  ^ 

Beaeidnen  wir  die  CoordinaCen'  ^er  DnfebachnitCa|mttkle  de« 
(Qtrat^n  dleaer.Durcbneaaer  mit  der  Elllpae  doreb  op^i,  1/9,1;  ee 
|i^6n  yfU  an  dcipien  Beatfanmuog  die  GIdcfanngeii: 

,V  ... 

werana  aich  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  ^eicjien  aoC 
einaader  leicht  eigiebt: 


nnd  iat  nun  der  mit  A^  paraUeie  Balbneaaer  der  Sillpae» 
ao  ipt 

ro.i*=^oa*+yo.i*=Alnl(n^+fik)H**ceai(ab4«i)^==^^ 
alaes 

^=s2rt«alni(%-'i^; 

Ibiglieh 

Qod.ddiiex  nach  dem  Obigen:  *  • 

-  *0'i  %o 

.     .  *  »"f*»  ^^M»  *  .  . 


•)         O.  8.  91$. 
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nrd«BKr«i»tot  rMSf^^sff^arinil  auch  a=6ar,  «laoi 

— 5 — . 

wMum  ein  Ifingst  befamiiter  Aasdrack  int»  dea  fol|clieh  der  TOf- 
^ernehende  Aehr  nierkwfifdifi:«»  allgemein  fOr  dk  SIlipM  yiitead» 

Au&drucL  aU  eini^  bej^underen  Fall  eutbäU. 

MitteliilliekaiHiler  gmiiom«tri»eber  Kirt^iigMwIii^^^  UMAi 

.    ainK>i|--«o)-h«ini(t%— «i)4-«inUtia— t(o) 
sdcosK«! -i^)oot](%~ilk)alnK%-%)>  . 

# 

Bil|i(tf|  —  llv)  +  öill  i(Mg  —  Ml)  —  «io  j^Kj —  Mg) 

a  4  ain  i(tf|  —  «q)  sin      ^  t^)  sin  j  (i%  —  ; 

« 

rfM  Ist  4m  Piodod  d«r  fi«r  Grtam  mf  dir  lUw  8«ite  dir 

4*«iiB  i(if4  —  ig«  co8i(wi  -      •  «in  t(i^ — mi  )•  co«      ^  •%)• 
X  «n  i(a%-*i^CMl(i%— ly«. 

MgRdbt 

4«ia      —         !(«»-         K%  -  «Ü* 


^  ■ 

dem  Oiiigeo: 


Hm  ifll  «iMT        den  oJbeii  gßkndmtm  PmmId  : 
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1^  (Brunen:  VePer  den  FiäcäeninUaU  in  Mfor  m»  eine  äUiipste 

■ 

ate  obigas  Ptodnet  anch; 


Vergleicht  man  die«  mit  dmn  Obigen,  so  «rlillt  omhi  di«  Iblgendib 
gkiehfalU  «eiir  bemerkenawerthe  Formel  t 


wekbe  nr  den  Fell  dee  Kreieee  in  den  bekannten  Avadrnek  fOr 
4m  Inbait  den  Dreiad»  dnreb  aelne  dral  Selten  Jbergebt." 

Weil  uuii  ualürlich  aucli  iui  Faiie  der  .Eüipi»e 


let,  ao  erbilt  man  die  folgende»  ebenfalla  eebr  merk«rilrdige«  iüf 
jede  drei  Punkte  der  Ellipae  geltende 


oder: 
a*6*= 


i  (^i+«i»a+W(«li»t+H.o-Vi)(%rt+«iH>— W  I 


t  '    ■  .  •   ■  *  •* 
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*€$eäf§$§emr  i^nieeMe  mud  Vierecke.  17 

Sind       11^',  ai^'  drei  andere  AoomaliaB,  vod  bQMiehoet 
dM  lokalt  dm  mtepfecbendco  Dreleeln«  bo  ist 

^'  =  2abMü  ;(Ko'  -  «1 ')  »m  Uiii '  -  UbO  sin  l(u^' — trb*)- 

Uli  bUü 

oder 

so  ist,  wie  hieraus  auf  der  Stelle  durch  Addition  folgt,  aoch 

also  =  d*,  woraus  sich  der  sehr  mcrkwürciige  Satz  ergiebt» 
dass  aite  in  eine  Eitipse  bescbriebena  Dteieek^,  für  weiche  die 
Differenzen  der  Anomalien  der  einander  entsprechendeil  ficiwD 
eder  Spitten  gleicb  sind,  gleiche  FlSebenrinme  baiien« 

Sind  zwti  ÜreiecLu  ut  7Arei  Ellipsen  hetJchriehen,  nelche  die 
Hilhaxen  a,  6  und  a' ,  b'  hö'H  iJ.  ihh!  sind  iVir  diese  beiden  Drei- 
ecke die  Anomalien  rr,,,  Wj ,  t/.,  xu\i\  ^/,,  .  so  ist,  wenn  die 
Flicbenriume  der  Dreiecke  durch  4I  und       bezeichnet  werden; 

aiee«  wenn 

— i%=iii'— «0',  «t— Ki=iia'— «1',  M»— 11^=1%'—%' 

«I: 

Aebnllehe  bemeri^enewertbe  Besiehangen  wilrden  «leb  leeh 

B^cbc  andere  aus  dem  Obigen  ableiten  lassen. 

inebeeondere  setzt  uns  das  Vorhergehende  in  den  Stand,  auf 
eine  eehr  merkwürdige  und  höchst  einfache  Weiee  daa  grOaste 
Dieieek  ta  beatimnen,  weiebea  aieb  in  ein«  gegebene  Eiüpae  be- 
•dbffettMn  iiaat. 

SeUeu  wir  namiich 

«i— «Sa=s»f  «,—111  =  «,  ifa-iio  =  r-|-w; 

aa  lal  nach  dem  Obigen: 

^  SS  2a^«in  iaain  iwaia  i(8  <f- ip). 
TbiUXSS.  % 
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IS  Gruner ii  ik$ir  äem  FidckmMaU  im  «tfcr  mm  eins  Eüifu 


Dk  gem^iofidiaftüclien  Bedinguogen  des  MaxiMupMi  md  Mini« 
Mms  tiod,  iodM  man  alle  im  Folgenden  TinkMDMBdiB  WSm» 
nDtUipiattetaD  ib  iMffltelle  so  betrachtos  hat: 

MilMat  IflielitBr  Raebmag  iodet  man  abars 

^  =:  <i6  sin  ttosio  (o  4*  itp) » 

^  s    alo  io  ala  (w    Iv) ; 

und  bat  alao  die  beiden  Gleichungen: 
' '  V  alttiioafai(a-Mia)esO, 

r 

ata  «9  «io  (10 -|- s«)  =  iJL 

Die  beidöü  Gieichimgen 

AiwsOy  ab  Ja  SS  0 

wenn    mMl  ki  paaitiva  gansa  Zahiaa  baaaiciNiCB«  aa  daa 
baidaa  Glaicboogao 

Iv^kgK  oder  io=2A^«  9=s2i^» 

fllhren,  und  sind  also  offenbar  nnsulSssig,  weil  0  und  co  augea* 

scheinlicli  weder  verschwinden ,  noch  \  icllache  vod  2;r,  auch  nicht 
^Itx.  >rlitst,  ^eiü  ktwiiien.  AUo  kuiui|  indem  immer  k  und  il|  post* 
Üve  ganze  Zahlen  bezeichnen >  nur 

ei-iiosfof  flo-fic=^ilk« 
aaln»  waleha  Glaiehangaa  aamlttalbar  aaa  daa  baidaa  CUaiebaagaa 

8in(t7  4-atc)=:0«  sin(to-f  io)=sO 
folgen.  Aus  den  Torstehenden  Gleichungen  erglebt  sich: 

also 

woraus  ferner 
oder 
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folgt  •SS«!— ti^»  t9=5a%— »1  uiitor  den  gemacbtea  Voi 
MCnmgen  positiv  sind»  «osind  Vt^kx  «4  Sylt  positive  ganze 
ZfthlMit  und  wir  kHiiiMii  dah«r  Umr»  wenn  ifc*  und  k^*  «olcbe 
ZaUen  beitichneo» 

eine  der  beiden  poi^itiven  ganzen  Zahlen  ,  ki  kann 
ver«rh\\  iiitJeij ,  ^vpil  kf»iii<»  f!(F»r  Dl fVerenzen  p ,  m?  versrh  winden  kann, 
ii)i»oU-Mj  es  sich  um  ein  in  liie  Elli(>se  beschreibend^  wirk- 
liebes  Dreieck  handelt  Keine  der  beiden  positiven  ganzen  Zah«« 
len  k\  kl  kann  3  seio,  u'#il,  wann  dies  der  Fall  wfire,  eine  dat 
Oifferenien  v»  m  glaich  2«  wir«,  uas  wieder  offtnbar  nicht  mCg- 
lieh  ist;  noch  wenigar  kann  natOrlich^  ein«  dar  beiden  peaitiven 
ganiea  Zahlen  kg*  grosser  ala  3  aein.  Endlich  kann  nach  nicht 
die  eine  der  beiden  pealtiven  gamen  Zahlen  W,  k^'  dto  BnheK 
die  andere  2  aein;  denn  ans  den  obigen  IvleicbuDgaa  kkgt 


und  unter  der  gemachten  Vorau6set/ung,  dass  eine  der  beiden 
positiven  ganzen  Zahlen  k\  ki  die  Einheit,  die  andere  2  wäre» 
wgrde  folglich  t/«— M;Q£=2n:  sein,  was  wieder  nicht  möglich  ial| 
nach  weniger  kunnen  natürlich  beide  Zahlen  k! ,  gleich  2  sein* 
Also  bleibt  aicbts  Anderen  abrlg,  aU  daaa  kf^U  V^l«  ^ 
Ddi  nach  den  Obigen 


all— «(0S=|«,  Hg— «t^«»,  2»— (II,— 1^  =  1« 

ist. 

Wir  miijüsen  nun  itocb  untersuchen,  ob  die  Bedingungen  des 
MaziBinins  wirklich  erfilllt  sind.  Zu  dem  Ende  erhalten  wb 
inaere  Oilsrantiation  aoa  den  Obigen: 

^  ^«ia1a|«scea(e  +  \w),        =  «*  alnldVee(ii  +  i«) 
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* 

imd 

ritm  ist  nach  dem  Obigen; 


folgiki»  ^iis  diese  Werthe/VOD  v  uod  wi 

0#  dass  also  die  zweiten  DiffersntlslqaetienteB  n«gaflv  «lod»  wl» 
m  dM  MaxlniiiB  bekanntlich  fordert 

Ferner  ist  Dach  dem  Obigen  o-f-fo=^jftt  also 

-|-  w) = — sin  i» = — s  V3t 

■nd  folglich 
elee  ist 

* 

vnd  diese  GrOsse  folglich  negativ,  -wie  es  nOthig  ist»  wenn  wirk« 
lieh  ein  Maximum  Statt  finden  soll,  woraus  wir  nun  sehen,  dass 

die  jjeLiiü^ungeu  des  Maximum«  vulUtändig  erfüllt  sind. 

üeberhavpt  ftthrt  nna  die  vorhergehende  Betraehtong  an 
felgenden  JedenfaJIa  sehr  merkwürdigen  Satae: 


Jeden  der  In  eine  Ellipse  beschriebenen»  ein* 
ander  gleichen  Dreiecke»  fflr  welche  die  Dlffe- 
renaen  der  Anomalien  ihrer  Ecken  120°  hetra* 
gen»  lat  ein  Maximum; 

nnd  wer  erkennt  hier  nicht  auf  der  Steile  eine  sehr  Intereaaanta 
Analogie  mit  dem  lingat  bekannten  Satae»  daaa  anter  allen  Diei- 
ecim»  weldie  eich  in  einen  Krda  beschreiben  lassen»  das  gleldb* 
eeltige  den  grUssten  Flicbeninhalt  hat,  welcher  Sats  In  dem  obigen 
merkwürdigen  S^,tze  von  der  Ellipse  a\s  ein  be&oodofer  Faü  out- 
Uaiieu  ist? 
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ai 


Wie  ttaa  mittelst  dea  obigen  Saties  «ebr  leicbt  da«  fprOMte 
Uraieck  In  «Ine  EllipM  bMebraibeii  kam,  bt  klar. 

Weil  Oberhaupt 

Jl  =  2a6alD  *  r  «in  itvain  i(o  4  to) 

iat,  ao  lat»  wann  jetat  ^  dan  Inhalt  des  grussten  Draiacka  baaaick* 
aaC,  walakaa  aich  in  die  Eliipae  iiaaekrellieii  llaat: 

^  s  2a6  aia  i»aio  i^r  ain    =  2a6  sio  60» .  maO^ .  aio  120» 

s2a^.iV3.iv3.iv8t 

Für  den  luit  dem  Ualbniesser  r  beschriebenen  Kreis  giabtdiea 
die  bekannte  Formel: 

Bezeichnen  wir  den  FÜcbaalnlialt  der  £Uipse  durch  E,  so  ist 
bekanntlich  E^abn,  also,  wenn  jetat  ioinar  J  den  FlSchanlB- 
halt  dea  g^Oaatan  DreiaelM  iMaaichnat: 

und  dieses  Verliältniss  ist  folglich  für  alle  Ellipsen  constant;  oder 
die  Fliuhenraiiiii«^  der  Elfrpsen  verhalten  sich  ivio  die  Fläebaa- 
riooie  der  in  sie  beschriebenen  grdssten  l>reie€ke. 


II. 

Daa  aai  die  Eliipae  beaabriabane  Dreieck. 

W  ir  iiollen  nun  zor  BetiaciHun<i;  der  um  die  Ellipse  bescHrie- 
berten  l>i< k  cke  (Ibergehen,  wobei  nir  wieder  drei  durch  die  Ano- 
mahen  Wy,  i/i ,  bestimmte  Punkte  .lo»  »  ^^-i  <^cr  FHips«'  lic. 
krach  t«^Ti  in  denen  dieselbe  von  den  Seiten  das  nm  aie  bascbriabenea 
Dreiecka  berührt  wird. 

Die  Gleichungen  der  die  KIBpae  le  den  Pttalrte»  Aq,  Ai, 

berührenden  ^Seiten  des  nni  sie  beschriebenen  Dreiedca  sind  nach 


A.  a.  O.  S.  ai&i  . 
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2^  $rmm$ri:  VMr  äim  fidcämHikmlt  iu  oätr  um  eins  EUißu 


xcotih  -|-  rMi*«!^!' 


Dit  OooüiliMleii  dar  Spltm  oiimt«  Dreiccksi  so  wie  dltielbaii 
doiefc  die  DqreliachnIttspQnkte  der  ereten  and  swelten,  Bwetten 

ond  dritten,  dritten  und  ersten  der  drei  vorhergeheoden  LiDien 
bestimmt  werden,  seien: 

*o»i »  3^0»!  5  Sfi«>   •*'«»o»  3^»0' 

üa«n  haben  wir  etwa  mr  Beetimmiing  Tee  Ji^»  die  foigeif 
deo  Ciieiehangen : 


^  ee««|4^«tii«iS='IS 

wernni  lekht 


ä!j5*ein(iia— Mi)=— (co««o--«»«i)==Äelei(Mo---iii)  uD;(tio4tii); 

e     CO«      ^tifj '     6     cosUmo— «i) 
erlialteB  wird;  aud  wir  babea  daber  überhaupt: 

jtq,!     ciiH|(tto4K|)     yo,|  flin;(Mo4-Mt). 
A     e»i«t(«o--«f)*     ^     ceei(«o— «i)* 

a  ^'coeiCiii— ej*  TT  coei(ai^-^iit)* 


Die  öieitefi  des  uiu  die  Ellipse  beschriebenen  Dreiedrs,  welche 
dieselbe  in  den  Punkten  A^,  A^,  In  ruliren,  sollen  respecti?e 
daieh  §09  H»  H  l»eseiciioet  werden;  dann  ist: 
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^*  Ä  + (yi »« — f o»i)*» 

Nacb  dM  Vork«rg«lieodeD  tat  aiMr: 

«  eoaUi^— ih)eaa4(iit— Hb) 

k  coa;(i<0— iC|)coa&(i%— «o) 

und  zerlegt  man  noD  die  In  den  Zählern  dieser  Brüche  vorkom- 
uiriiil'  ri  Pruducte  aiit  bekaoule  WeUie^r  fio  ^haii  man  uaeli  •lol« 
g«fi  ieicbtea  Keductiooeu: 

o  coa      — «k)  coa  «(a^  —  Mo) ' 

^  _  (g*  gin  tiQ*  4-  6*eaa  ti^<)  ab  U^i  —  «jj? 

Asf  diese  Walat  tat  also  flbetliaapt: 

^  (c^^ioMp^  j  6*  cos  ÜQ*)  aip  i(Ht  — 

^  coa4(Ko^ifi)^c<»aKa%*— * 

•  tH»-t>6<c<iati|<)afa;(tia  —  Mq)* 

^  ^      €oa;(ti|  —  Wa)*co8;(uQ— ttj)»  * 

coa;(i%*~%)*coaKi%— 

Bezeichnen  wir  jet^t  die  drei  Winkel  des  uiu  die  Lüipäe  be- 
ichriebenen  Dreiecks  durch  Aq,i,  ^^tßoi  Oacb  dstt 

•bau  aagegebenea  Ulaicbangen  der  iSeiteo  dea  Dreiecke: 

-^(cete^^eettfi)* 


Mgliebt 


(l+^COtü^COtUi)« 


6* 

^(ceH^-cetn^)« 
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folgBcb  nach  dem  Obigeo  offenbar: 

*  ^'i  —  ^^^»eoi 4(1^— if|)4co»i(t<i  — eeeUiii-«W* ' 

* 

■ 

ße/(  i(  IiiK-t  ituii  D  den  FlächeniuLiait  des  um  die  Ellipee  be* 
scbricbcneu  Dreiecks«  so  ist 


welches  mittelst  des  Vorbergebenden  unmittelbar  su  dem  fotgao« 
dea  überave  merkwfirdigen  Auednicke  filhrt: 

I>a= a*6*  tong  i(u^ — ii^j*  taug  i(Ki  — «i)«  taogi(«t—  »oJ*. 

Indem  wir  jetzt  aber  D  selbst  mittelst  dieser  Formel  durch 

Auszielnui^  der  Quadratn iirzcl  hestiniriicn  woll&i),  erhalten  wir 
natiiiluh  ein  dojipcltcs  Vorzeiclien,  uiid  es  entsteht  dann  ilie 
Fra4e,  w'iQ  man  das  \ dr/cichen  zu  nehmen  hat,  eine  FraLTc ,  (iie 
hier  sehr  wichtig  ist  und  des  Folgenden  wegQü  auf  die  gründ- 
lichste Weise  beantwortet  werden  rnnss. 

Sehen  wir  unii  aber  die  oache  etvviuä  genau  er  an,  so  erj^iebt 
sich  auf  der  Stelle,  dass  ein  um  eine  Elltpsp,  d.  b.  überli  Uii  f  so 
beschriebenes  i>reieck,  dass  seine  drei  iSeiten  die  Ellipse  berüh- 
ren» entweder  die  l^Uipse  ganz  einscbliessen  oder  selbst  ganz 
aneserhalb  der  Ellipse  liegen  kann,  so  dass  nändicb  eigentlich  die 
Blllpoe  im  ersten  Falle  ganz  innerhalb»  im  zweiten  Falle  gans  aoa- 
•eirhalb  des  Dreieckes  liegf»  welche  swei  Ffille  wir  daher  Ton 
•Uiander  sQ  naterscheidea  haben  werden. 

Wir  betrachten  zaoächst  den  ersten  Fall,  wenn  n&mlich  das 
Dreieck  die  Elli)isc  ganz  umschliesst  oder  die  Ellipse  gans  inner» 
halb  des  Dreiecks  liegt.  Hezoichnen  wir  also  z.  B.  dieEntfemvng 
der  Spitse  J^i  von  dem  Berahrungspnnkte  Aq  dorch  J^t^a) 
die  Übrigen  derartigen  Entfernungen  In  Shnlicher  Weise»  so  wftrd 
der  Fall»  mit  dem  wir  uns  jetzt  au  heachlftigen  beabsichtigen» 
durch  die  drei  folgenden  OleichiiDgen  cimrakteriairt: 
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ösacäri9^£MMr  ür^cMs  und  VieriCäe.  25 
BeMkliBmi  wir  teCoordftoaten  der  drei  fieftflininfie^mikltdiirflli 

«o  Ut: 

Alae  iet  eeck  dea  OMgen  $ 


1**, 


eoef(tu-f*ifc|) 

X,  -^,  0       Ol  CO,  „,_^^-j^_g  I . 

Hurau4»  mittelst  keiu^r  Schwierigkeit  uulcrliegeiider  goDiometriecber 
TrenefornietioDea 


eud 


*e.i  —  —  «  ein  «0  teng  l(u^ — «i ) , 


1*M 


♦?  .1 


»S.(»io)  =  (a'slm^a*  +  «•coe«;a«)lwig;(i4-tio)" 
gefmdfs  wird. 

Die  Gleichungen  tler  »1*»?>  Seiten  des  um  die  Ellipse  beschrie- 
ben rii  Jireiecki»  parallelen  liaiiiineeser  der  Ellipse,  welche  wir  eeüial 
d«fcb  rQ»  ri,     bezeichoea  wollen,  «ind  nacb  den  Obigmis 

6  6  6 
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85  Srunert:  0$Ur  dm  nä^mumaU  UteOa-um  eine  Eittpee 

MiltoUt  di««er  GltkluHigeii  und  der  CMchmig  der  EUipsa  erh&lt 
man  lelcbt: 

r,*  =  a*  «in  11,2  +  6«coeii,*. 
AUo  ist  nach  dem  Obigen  und  ferner  in  puis  ihnlieber  WeiM: 
«*o»  (Ort)  =  »*o*  tang      -  «o)* »    «0.  («.0)  «^n'*       U«i— «o)*?  - 

Aoch  Ut  nach  tlem  Obigen: 

^  "'cosi(tt,-«o)*cosUw,i-«o)* 
ri«8ini(u«— «o)* 

ÜHter  den  früher  gemachten  Voraussetzungen,  die  wir  avek 
hier  festhalten «  sind  die  Grössen 

•ImiDtlicb  positiv;  röcksichtiich  der  Grossen 

eo8U%— «o)»  coeK«t— "i)»  «»«««i-^««) 
oder  der  mit  denselben  gleiche  Vorzeichen  habenden  Grössen 

taHgU^i^^ü)»  tangl(Ma-tii),  tangi(u,— Hjj 
kSoDMi  die  folgenden  Mehen-Gembfaiationen  eintreten; 

i  ±  i 
±     J:  T 

J:     T  ± 
±     T  ^ 
Im  «MtM  Fallt  M  mch  den  Obigen  i«  m«m: 
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r,  smi(»<i-«o) 
^ +  con        -w«j  CO»  »(«1  —  Mg) 

imd 

«^to.tl=J:''«laö« %(ii^»J:rataiigi(if,-tC|). 
Also  bt 

_  ,  _J^o sin  »(«I  —  -^"o  +  «%)  . 

.   r,  sin  1(1%  ~ 

«»ÜiD  T toll  — ^  >         ^  coi  i(Mi  —II  J ' 


'itUis)  +  «II  CcMi)  =  'i » 

4  «»du)  s  Iii 

ibigiicfc  oienbar  nicht  erfüUL 

Ii»«»«  MI«  MM  nm  MiMt 


sin  K"i  — **o) 

**  CO«  t(t% —  Uj  COfi   Mj) 
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2ä  Brunen ;  U^öer  ätu  FiätätnMuU  im  od€r  um  €im  MUipM€ 
Atoo  Ul 

A.  roSiD;(i%  — M|) 

*^  (0,1 )  +  %  (a'O)  -  +  ^        — «ojCOBiCll,— • 

«ifcC»o)-r^  dfD-  -r  «*  j  cos     — * 

md  <lto  4M  CilMchiiiigMi 

%<i>o)  %»(iit) 
•lad  also  «rfillUl»  weno  idmi  die  obwea  Zeichen  eiaint 

im  dritteu  l'alle  mu^a  mao 

•    ■•'call      —  M  j  cos  k{u^  -  Uj  ' 

  n  eiifcM«i— Up) 

^      eo«i(%— iii)coci(^-«^)' 

und 

»QfioA) = db  »-o  taug      -  M J ,       (a>o) = i:    t^ög  »("a  -  «•) ; 

setzen.   Also  Ut 

«0,(0,1)  +     (2,0)  -  ±  ^      -« Jcoe  1(1%  -nj  * 

.j.«.,      —  T     n  8in;(«2  — g»i  +  "<>) 

ud  die  drel.'Gleiebimgeii 

«eMe«>+«e»C»e)B«e*  ^f^-^h^^^H»  ^teel^^UitiBi 

sind  fc^Ucb . nicht  erCiütt 
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und 


Im  Tierten  Falle  miiM  man 

  r..  sin  ^(?<a  —  ti|)   

^  cos  i(M»—  «1 )  cos         —  U  J  * 

 r^*"'  -  ^ ''i  " 

Alio  Ist 

X.  T  ro»loi(iig-iii)  

«X     ^a*^'"  U-^^'B  —  tf„  — II,)  , 

die  dnl  GtofebnogeB 

4  %»(!>») 

MglM  MUili  in  dimm  Falle  nIcM  erfUlt 

In  Folpc  ifieser  Bettachtiini;  ist  also  nur  cJer  zvv(>it(!  doi  vier 
▼erke^henden  Fälle,  wenn  man  in  demaelbea  die  oberen  Zei- 
■inml»  aelieaig.  £e  lel  aleo 


peeUT»  peeiiiv,  oefili? 
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Qfunert:  iJeäer  den  Fidchemukalt  m  oder  um  eine  Liiipse 

To  sin       —  ) 


cos  ^*>ö  — 

und 


Das  Product 

teng;(t4,  -  Wo)taügi(iii— tii)taiig:j(^— M^) 

oder 

*«ngU»0— «i)*«w«l(%-^«b)tongM«%— «o) 

ist  negativ  y  und  weii  oim  uacb  dem  Obigen 

H^ssofffiliteng  i  (1*0  — «,)•  fang      —  u^^  tan  g  i  (««  —  ««)* 

tot,  00  bl,  venu  naii  die  Quadimtfrarsel  «UMiebf ,  4a  ü  MlOriich 
eine  poeltive  GrCiae  Ut,  Im  Yorliegendeii  Falle 

X>=:—a6taogU»«— Iii) taug ;(tfi  -M|)Uog4(ii,— «•) 

zu  seUeo. 

Weil  nach  dem  Yoriiergehenden  « 


Mei(%— itj 

Iii«  00  let  voD 

»•o  ri 

der  Zihler: 

-•inK%-«i)mi(iir*-«t)  +  ein««,— «o)  oo0i(i^-.ii^ 

—  sin        — »o)  CÖ8  »(«1  —  «o) 

=    UehiCSt-Sij'faiiittii— ii>)^Mo(aia— »0)1 
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md  Ibiglldi  BMh  dm  Vofli«rg6k«iideD: 


Ffir  die  Kugel  ist  ro  =    =    =  r  und  auch  ii=6=r,  aUo : 

 . 

w«lcto  «Im  lingal  belttiuito  Fornel  Ist. 

Wir  geben  jetzt  za  der  Betrachtung  dea  Falle  über,  wenn  die 
Ellipse  Tind  das  Dreieck  ganz  aosserhalb  einander  liegen,  in 
chem  Falle  dann  ferner  die  drei  in  Taf.  I.  Fig.  I.  mit      II.»  Hl« 
hnMkmf^  FftUe  Statt  ioden  UrasD. 

In  dem  Falte  I.  nflssen  die  drei  fetgeetfeii  Bedingungsglei» 

cbuDgen  erfüllt  sein: 

<o»(o»i)  +  «Of  ü»e)  =  »o » 

*i»ti^)  —  'it(o»i)  ^  'i  f 

Üie  erste  Zeichen  -  CombinatloD  liefert: 

Ji,tM)  - 11,(0 Jl       eesi(>%-»i)c«« U«i--<ie) ' 

mM  —  ÄÄO)  — +oo»;(iig-i*o)ces4(%-«i)' 

Die  aweite  Zeicbea« tumiiiuaiion  liefert; 

^  r<»aliiKii,--ttt) 
+ i  WO)  =  T  eosi(u,-^ixjcesi(ii.-ifJ  ' 

iMMi  +  ft^a.i>  =  ±  eo.;(«^-ii;)  €oo;(i%  ^  n^)  • 
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Die  dritt«  Zeichen •Combioatioii  liefert: 


coei(Ui  —  Mo)  cos  M«) 


%.Ci.*)-^.toti)— l-^^g  .(^^  _  CO« 
Die  vierte  Zelcbeo-CoiiibiaatleD  liefert: 

i0»(0.l)  +  *6.(«KI)-+  CO»         -  M  J  CM  KU»—««)  • 

Also  ist  bloss  die  vierte  Zeicbea-Combination,  indem 
ebeven  Zelcbeo  nioimi«  mSglieb,  ued  ea  iet  daber 

ae  wie  ancb 

twigM«,— Hl).  tang;(M.— ««) 

reai^tiva 


peaitiv«  negativ»  negativ 


vnd  man  bat 


*.  =  + 


cee      —     cea  U»t — »o) ' 

r,  sin       — n,,)  

cos       — «i)  cos       T-  wj ' 

COS^tl^  —  tt  J  €<»»         —  Mj) 


und 

^»b«a): 
SU  Selsen. 


die 


ntengi(«e-%).  ti,(o,i)=:+r|tangUi%— «o); 
:-*rtlaagi(a%— »o)»  %aia)»-*'atangi(tia~i^) 
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ProdMt 

mt  pmIÜt,  «Im 

D  =  «6UDg;(i^*aii)teiigUaii — %)toiigi(%-  iio). 
Her  Zikler  t4M 

Mit 


%      %  4o 

fUglieh: 

I«  den  Falle  IL  mOsMii  die  folgeodes  Gleichatig«ti  etfiUt  i«hit 
Die  Mie  Zeidm  -  Conbiuatioii  liefert  s 


«1.(1»«)  +  <i>(6>i)  — db 


r..cini(ti. 

eoeiCvi— aiv)eo 

•;(•«, 

-«•)' 

-«.). 

eeeKiis— ii|)cci 

-«.)' 

-" ) 

co»;(tt.— cos;(ii,— Ml) 


Ite  «weite  ^McliM-OoieMeetAMi  liefert  s 
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i 


34  Crunerl:  üeUr       fi^ckeniHkaU  tu  0äir  um  eine  MUijfse 
*o,i^)  -  *o.  (0.1)  -+ .     _      eomiiu^—  O ' 


Die  dritte  Selchen«  Combination  liefert 


r«.ein;(tit  — ?/|)  

(»K))  -  «0»  (0.1)  -  i  ^jjg      —  j  coa  i(u^  —  ««)  * 

_  ~  _1  —  2#i,  -f-  u„)  

^1 . (1 .2)  +  ^1 . (0.1)  -  +  ^(ji^^Ug)  CO« «ö)  • 

_         _  ,         8'"  aC^"a  -     —  "i) 

Die  vierte  Zelebeo-Coniiilnatleii  liefert: 

.    ^     roeln4(if|-t.iia  — 2Mo) 
^'(»KD  -*o.(o.i;-+ceel(iii  -«o)  oo«l(iia—  * 

r,  sin  ](m2  — +  Mo) 
_  r^sin  l(Ui — Mo) 


Abo  tat  bloae  die  erste  Zeichen  •Coialiinatioo  iiiliglich«  indem 
man  die  oberen  Zeichen  nimmt.  Daher  let 

coe4(«,— n,).  coeK^^i— «o). 

so  Hie  auch 

tangi(M,  — Mo),   tani;U«*  — «i),   tangi("«  — 
reapective 

poeitiv,   poaitir,  poaitiv 

und  man  bat 

_   rpwinU^vt  —  Mj) 

^  CO»  ;(l<4  —  ttu)  C08  i(l4.  —  «1.)  ' 

CO« «Jene —  n  )* 

  r^sin^(Mi  —  M, )   

****     co*i(Ma  —  Uo)co«i;(iia  —  Mj 
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H4ßA  Ä+fitMigI(Mi— Iii),  #1,(0,1)= +  n fang U«,—«^); 


lia«  Froduct 

ft»f •i,)UDgUii|  -.•ij)Uiigi(i%-iij 

ist  positiir«  also 

00t  Zibier  fMi 

+  «O  i(lf,  —  «o)  CO»  1(1*1  —  Mo) 

aiiio: 

n 


Ift  tau  Falle  III.  uMtom  db  folgradmi  Glelchiiagaii  erOUlt  «ilM4 


^  X     ^'  wni(*2w,  — «  «t)  
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99  Crmneri:  Mmr  4m  fiMmMM  «n  9dt9r  wm  «Cm  SUim 
Die  swelte  ZeidieD-Coaibiiiatioii  liefert: 

^  to»l )  -  «0.  (»»0)  ~  ±  _  ^  CO«  ;(%  -  «g)  ' 

*l»«W>-«l*Ü*tf— ±  cos  4(11,  -  Ml)  cos  K«!  — «•)  * 

_  ra«in4(tt|  —  ttp) 

'i.(W))  +  %.üD— + coe4(i%— tüo)  eoe  4(mb-iIi)  * 

Die  dritte  Zeicheo > Combination  liefert: 

%(iMl-<e»M— ^j^g  j^^^  _  «y)  cos  i(Ma  -  «o)  * 

•  _  ,         nein Unt— -tio) 

«i.(o.i)-«i.(i»D~i:eogi(«^_i,,)coe4(%^)* 

,  -  8m^(i^t— ?/o)  

%lMi)+%-Ci^=±Ji^_     eoe  4(1^  -  tti) 

Die  vierte  ZfllebeB«CoHibiMtiiNi  lierertf 

■ 

,  roein4(wi'»%~2i<o) 
4e»(D.iJ  -^to««)-*  c«,4(«^  ^  a^)  ciie4(i%-  %>  * 

 -         Ti  8inU>^— »o)  

•ltfeii)-*tt(l.e)-±eoe4(i«t— «i)  coa  Uui  -i«o)  * 

%»Ä»e)+^<i.D-+coe|(Mt-«o)  co8;(iia-t<i)* 

Also  let  iiioee  die  dritte  Zeielien  Combinetion  raiieelg»  IndeM 
nen  die  ooteren  Zeiclien  oirnnt  Ueher  iet 

«wKiH— «b)*   co«4(m,-iI|),  coe4(t%— Ko), 

respective 

oegati?«  pesitiv,  negativ, 

«■d  mao  ImI 

^       coe       —  My)  cos       —  Mo)  * 

_  rieiD4(n«— üb) 

*      coe  4(ait— iri)coe  {(ih  -ei^) ' 

r.2  siti  li^^i  —  Mo) 
^^"^  Cü«  4tt%— ly  C0»4(iij|— Iii) 


Digitized  by  Google 


Dm  P^rodvel 

Imt  positiv  a  also 

D=  a6  tang  i(iio — u^)  taug      —  tt^  taug  Kuj—  «o). 

0«(2iUtr  m 

fo      ri  r. 

Uli 

sin  i(u^ — lij)  cos  ^(kj  —  «i) — «"» «'öi  <^      — *W 

8s^  )  Islo  (1^ -tH)  4  -f  •iB(%-%)  I 

CS    2sioi(a<Q~  iC|)siii4(tC|— i%)8in4(tts— Uq)» 


folgticil 


fcli  Inte  aiM  DiMifoa  fMMdMNah  der  Smuüidbm  ^ 

Mmikt  mitp^tbeilt,  weil  icb  sie  ßlr  lehrreich  halte,  tmd  weil  lel* 

der  III  dieser  Beziehung  noch  vielfach  gefehlt  wird ,  ind6tn  man 
$ich  häutig  mit  nur  eai»7.  yberilaolilichen  Anschauuugpiwehien  m 
begnQgeo  pflegt*  was  darcbaua  oicbt  au  hilligeD  Ist. 


!■  AügenelDeii  sehlleMtmu      dem  Terhergehendeo»  daae 

ist,  mit  dei  Beatimmuni;,  daaa  man  in  dieser  fedeofalU  aebr  merk« 
■iidlgwi  Cieiehäag  >  Am  ohf  i  adar  «Hm  Zakhaa  am  aabmatt 
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8g  SruHcri:  äen  tMckmMaU  in  odiT  um  eim^ßlUpu 

bftt*  jeDachdem  die  Ellipse  innerhalb  oder  ausserhalb  de«  Drei- 
edcs  liegt,  tod  dessen  drei  Seiten  sie  berührt  wird.  Leicht  sieht 
mwM  ehi,  dass  der  obipe  Ausdraek  Mcb  dann  nnrfi  rt(  titig  bleibt» 
w«m  di6  PMikle  Ä^^.A^  nar  «o  auf  eiMind«r  foise»,  Aum 
mtm  «icli»  wenn  iom  nie  In  der  ▼eretebeivdefi  Ordomig  dorchUUill; 
■adi  tier  Bichtang  bewegt»  nach  welcher  die  Anomanen  geilhlt 
werden« 

Auch  lel  Im  ereten  Falle 

•  » 

und  im  sweiten  Falle  ist  •  ' 

»-f(^^?J■-"''=■l(^5-?)• 

jenacbdem  die  Ellipse  und  das  üreieck  auf  entgegengeeetaten 
Seiten  der  die  Ellipse  in  A^,  oder  in  ,  oder  In  A%  berflhrenden 
Seite  des  Dreiecks  li^^en,  wae  in  TalL  1.  Fig.  1.  i  IL  III.  nelne 
nihere  Erlintemng  findet 

2$etat  mao  wie  früher 

«0  =  *'»  «a— M|=w,   ut — tto  =  t  +  wi 

an  ist 

= iF  ii6  tang  at?  taug  4«>  taug        1^) » 

mit  deredben  Beetinininng  wegen  dce  Veraeichene  wie  oben. 

r>n$s  man  über  die  der  Ellipse  umschriebenen  Dreieclce  ibn- 
iiche  Ketrachtangen  anstellen  könnte,  wie  tiber  die  dereellien  ein* 
geecbriebenen  Dreiecke,  ist  Idar»  bedarf  aller  einer  weiteren  Br- 
IMemef  hier  nicht.  I>i4|egett  wellen  wir  Jetaft  nntevivehen,  eb 
aneh  die  nnichriebenen  Dreiecke  ein  Maiininni  oder  eb  Mlnlmma 
darbleCen* 

Entwickeln  wir  an  dem  Ende  die  partiellen  DiferentialqnoÜe^^ 
ten  ¥on  D  in  Besng  auf  e  .nnd       ee  erfaalteo  wir: 

dD^  sinitosi»(c  ^  \w) 

-       ?e  "~^*"^cee4»«ceat(»+ip)*' 

.   sintPsin(M?-HiT)  ^ 
hm  — '•■••^  ceaitp*caei(v4  w)^' 
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mmi  haben  «Im  als  ^emeioacliaftlioba  ftMingongOD  de«  Maxlmaoi» 
MiainsiM  die  GleidmiigeB: 


sin  «fo  sin  (p  -f-  Iw)  =  0» 
•ii&i«ain(i9-|-Ä«)=0; 

welche  gaux  <lie  nämliche  Auflfisiinir /nhs^pn  ,  wn»  ilitx  llien  (»lei 
chmiixeij  in  1.,  uud  daher  za  den  ioigeuüeu  WerUieu  vuo  v  und  tp 
föbren: 

MH  Rficksicbt  daranf,  daas.die  forstabattdan  ttrleiehuiiSMi  er* 

fifillt  sind,  und  also  auch  nur  für  ilie  Hen^elbeo geoflgeudeu  Wertbe 
von  9  und  w,  erbüU  oiau  ferner  leicLu 


«ad 


"8?  ^         eos  ;r*co8  i(p  +  w)^ ' 

_  ^  4«ö  CO»  ;ip^  caäi(ä^f»)« 

a^/>  _  _aln(M-») 
ÖÄ""  +/"^c«aii^€oa4(eHM? 

Weil  noD 

•faiipaivS»  eoe}e  =  i;  stniwrsiVd»  eoel«s|s 
cee(e-|-ifl9)s  — I,  cee(ip-fie)ss~l; 

iii;  M  let,  wie  mn  lekbt  findet: 


fl^)  -  ITT  •  5^  =  »flV-48aW «  -3öeW. 

\09QW/         QfBT  Cur 

^imml  man  ul$o  die  oberen  Zeicbeo,  ao  aind  die  GrOaaen 
cee^jtife 

peattiv»  peaitiv,  negativ » 
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4|Q  ütuuerl:   Lff^fif  (/r/4  tiuckeuif^^i  m  uüer  um  ^ine  EUipu 


ivekhes  die  l$e4iPgul)||Qli  4es  Minimunis  sind ;  uiunui  mau  dag»» 
gea  die  unteren  Zeicbeo«  «o  siud  die  UrOaacn 

respective 

welches  die  Bediuguogen  des  Maximums  siod. 

BestiiniiieD  wir  nan  aber  d«D  kleiiMton  oder  grüssten  Wertk 
▼em  D  mIM»  00  «ilMMm  wir»  Inden  dne  ebere  Beleben  Mk  wmt 

den  ersteren,  des  entere  sich  auf  den  leteteren  beliebt: 

■ 

i/^i^tt^«— 1  f- .  — J-, 

also 

und  sehen  hieraus,  dass  das  untere  Zeichen,  also  auch  das  obige 
Maximum,  itit  vorliegende u  Fi^Ue  ülierhaupt  gar  nicht  statÜJait  ist. 

Uebrigens  aber  ersieht  man  aneb  euf  der  Stelle,  dass  die  vm 
die  Elll|iee  beecbriebaaeD  Dreiecke,  aoeeerbalb  welcher  die  KUIpee 
liegt,  ble  nun  Tetnebwlnden  kiele  werden  kümiett,  wobei  nee 
ingleicb  m  bemerken  bat,  daee  die  Glelehongen 

ein  iw  sin  (e  -|-  iw)  :s  0»  • 

sin  Iv  siü  (iü  -1-  so)  =  0 

ancb  dnrcb  es:0«  e»»0  erlbllt  wefden,  was  wa  l>=0  führt 
Noch  etwas  Weiteres  hiarilber  so  bemefkeo.  hatlaa  wir  lllr  dber- 


Die  aus  dem  \  orbergehenden  sich  ergebende  höchst  merk- 
würdige ronstructtfiii  des  Maximums  in  L  und  de«  hier  In  II* 
Statt  lindenden  Minimums  Ist  nun  foigeede.  Ueber  der  Bmptaie 
der  gegebenen  Ellifise  *)  ald  Dnrcbmesser  beschreibe  man  eines 
Kreis,  wie  Taf.  1.  Fig.  3.  leigt,  und  theile  diesen  Kreis  fai  dm 
Panktoll  Ai\  4%  Ui  drei  gleiche  Theite,  wo  hmner  einer 
dieser  Pnnkte  beliebig  angenommen  werden  kann.  Von  diesen 
Punkten  f^lle  man  auf  die  Hauptaxe  Perpendikel,  welche  die 
Ellipse  »n  d^n  l'unkten  il,,  schneiden,  verbinde  dich« 
Punkte  (luri  fi  S^b^tjeb  (!er  Ellipse  und  ziehe  iJnrcli  dieselben  Be- 
nibrende  an  di&fJlipaQ^  so  liestiinineu  dis^  erste^o  das  Maximum 

*)  Mhii  konnte  aui-h  die  Nebenaxo  wählen,  in  welcher  RöelMicbt 
Tbl.  X\IV.  .S.  37 1.  uitti  iWr4  iut.  XII*  Fi^.  I.  a»  ivsrgleichen  i«t. 
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4*ff  b  dl»  Umfu%,  MstoPtn  dts  Mtolm«»  der  «m  die  BUipM 
fcgjrfcffitbiiian  Dreiecke 

IIL 

lies  in  die  Eiltpse  bescbriebeoe  Viereck. 

Vier  Ptokfe  Ät,,  Ax,  A^,  A%  der  Blllpee»  die  ie  dieeer  Ord- 
nung auf  einander  folgen,  so  da^s  A,  der  erste  ist,  aufweichen 
mau  tnlfr  .  wenn  man  sich  von  deiu  iiaibuiesser  der  Ellipse  an, 
fon  ueltljt'ui  an  die  Anomalien  Uiirh  einer  eewissen  liii  htiniL,'  hin 
lon  0  360"  gezahlt  werdeo,  nach  dieser  Uichtting  hin  iiewegt, 
«eien  durch  die  Anomalien  m^,  tij,  u,,  besttmnit;  so  istf  wenn 
F  deo  Flächeninb  i!t  des  Tn  die  Ftlrpae  beecbrietieneii  Viereelw 
AvAiA^Ab  iMieiehnel«  eaeb  L  ofeob«': 

4Meliil(«io— *  Vfi)  ein  S(i%  —  u^)t^n  Km^^m^ 

werei  mwn  Ibraer  nlttelet  elnl^  lelebleii  ffeDlometHechen  Trans- 
formatioaeD  den  folgenden  tnerkMürdigen  Aufdruck  erhält: 

Beaeicboee  wir  die  Selten 

AqA^ f   /iiA^f   A^A^f  *'^z^ 
de«  VIereeiw  AoAgA^An  dnrcb 

H*i»  4ie*  ^le 

imd  die  denselben  paruilelee  Halbmesser  der  Elli|>6e  durch 

4 

•brt»  •Wa» 

m  icl  Mcb  l 


■« » 


•»ie 


•)  U«bflr  4i%  Mm«,  Wiobsi,  «. ».  w.  dieev  bsMta  Üiat«cke  ImnMm 

•ich  auch  tMp  tsCeffSManle  rn(er«tichungcn  anstsllea^  nod  msiKhe  die- 
bnrt  fTnide  Merkwürdige  KciaiioDt»  Ibdee,  was  aber  Alles 
Obigea  keietr  Mwiarigfceit  aalerttepl  «ei  fSiUiii  dea 
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42  Crunert:   üi^r  äen  i-iü€üauuUuii  m  oder  um  ane  iuUipse 
TrausloriuationeD  erhält  uian: 

^i*o  ''oa 

r 

*  1* 

»"O*!  Tj^ 

98    iltil  Ulli  ^     +  «inU«^  -  «i)  ^ain  U«,  -«b)  -  Ä      ^  «i)  I 

''oh    Ii»!  •'••0 

=2[8iD  iifti  —  Wo)  +  sin  i(ti^  —     +  sin      —     —  sin  i(ti,  —  \ 

^it     t^M  VWiO 

=  2  (MO         1^ -t^  sin         Ml)  :f  sin  U«% »in         «o)  I 

■ 

= 8*in  J(«t — «o)  «in  I (»i  —    J  ^ ^ '  U«o  —  «i  +  «•  *" 
Abo  bis 

(in  ^   \ 

'^fO  •V>H/ 

Von  ^iim 

>;sin      —.«1  +  tt»  —  tig)*  CO»  i{tio  —  Mi  +  II» — 1%)* 
sV.JaiD      —  tij)  sin  i(%  — 1%)  «b  Ut<o  -  «t  H-  «1  —  »s)  1* 


Digitized  by  Google 


4S 


 *0»1  \ 


S) 

Fflr  dm  Krel«  erbllt  man  aus  dieser  luerkwürdigeo  Formel 
460  fo^mden  l&n^t  bekannten  Aufdruck: 


IV. 

I>a9  UB  die  Liiipi»^  bcichrltbeD«  Viereck. 

BezeirH!?pii  v\ii  ih  n  Inhalt  des  uro  die  Ellipse  bcsrhri ebenen 
Vierecks  durch  >,  su  ist  nach  11. ,  wie  aus  Tai.  1  Fig,*i.  auf.  der 
Stelle  ersiebtlich  ist: 

ß=z^aL  Ung       —  Kj  ^  Uog       — 14»;  Uug       —  ü  J 

—  fl6taogi(«^^  «t)  tMigi(ii«~a%)  teg     — «.) 
ss~e6tang4(M« — 
x:i  taog  U**o  -  «i>  iaog      - 1*,) — tang  J  («*■  -     lang      — J. 
N«B  tat  aber,  wie  ma  lelebl  Met:  .  . 

•lBi(«b'-%)«tei(>h  — «•).ceei(ii,— i%)eoel(i%— 
=iicci«i(ii(s-2iH+««)-cosU«H>-Wt)itcosi(ti,--2*«,i-i*j+coe4(M,^J 

mä  dte  Dliereiia  dieecr  beiden  GwOMea  iet  l»%licb$ 
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44  oruueri:  Lcäer  äea  Fidükemnkmit  im  uäet  mm  eine  ElUp^e 

i cos 4(tt, -  II J ( CO« i{u^  -'lu^-^u^  ^ QQmilijn^^^^Un^\  . 
=5€08i(?^  —  Uf)»\fi  {(«i  —  if,)sin  i(Wo— "i  +  «*•  —  «b); 
folglidi  bt  nach  dem  Obigeii  offenbar: 

-  _  _  ,  tiin  \{n%  —  o)  gin      —     sr»       — 4-     —  u,) 

woraus  alcb,  In  Verbiaduug  uiii  Iii.,  däe  folgende  mürkwürdige 
Resultat  ergiebt: 

F         .  ' 

j=s -2eoett«i  — «o)6oei(ii«— «|)eo«i(i%--ai«)eoei(»«— a%)» 


wobei -^ir  aagleieb  noeli  benerken  woHeo»  4tm  iimII  I».  indiiL 
■neb 

^  ss:F8coo     -  »  J  coe  K»«— «i)  ««•  }(«• — «•) 

oder 

U  =i-:4coeUt*,— iij)  cosKu^— iijcoei(M,— itj 

iet,  wo  wegen  de«  Zelebene  immer  die  aoe  IL  bekamiteD  Vor- 
•ebrlften  gelten. 

Nach  den  in  II.  bewieseneu  Formeln  ist  auch,  wobei  die  Be* 
deutuiiir  eifii<rcr  dei  iiat  hhcr  ^ebraucbten  Bereich ottogen  voa  selbst 
ans  Taf.l.  Fig-^  erhellen  wird: 


aimi 


Ist  der  FläcbeniDbait  des  in  Taf.LFig.4  um  die  Eni|me 
beaebriebeDeB  Fanfeeke,  so  ist  faieniaeb  and  naeb  ILi 

MM        ÖÖ/fo      f,  5, 
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iHt  FlScfieninhalt  de«  in  Taf.  L  Fig.  5.  um  die  Ellipse 

^oecbrlebeoen  Secbeecke,  so  ist  uacli  Torstehenden  Aoedraeke 
fir  dea  Flicheninbtlt  des  FOafecke  nod  oaeh  Ii.: 

«Im: 

Wie  MD  auf  dieee  Art  weiter  gehen  kaaa*  iet  klar»  imd  wir 
wetdett  daher  hierdarch  aa  dem  fet^adea  eehr  aMifcwIbdigea 

«llgeaelBea  Satie  geRlhitx 

Weoa  $  der  FlSeh eninhill  eines  am  eiae  EMIpe«, 
darM  Halhaxea  m  «ad  4  «iad»  Iie8c.hrieheaa»belleblg*#a 
▼leiecka  vea  m  Seitea  iat,  aad  die  Seltea  diaaea  Viel- 
•aka  dareh 

dia  4aaaalhaa  parallelen  Ualbmeaaer  derElllpae  dareh 

1^0»  's»   r4i....rii— 1 

heaaiehaet  werdea;  ao  Ist  immer 

Fflr  de«  ndt  dem  Halbmesser  r  beachifebenea  Kreia  geirt  hieraas 
aaf  der  Stelle  die  eisriicbe,  längst  bekaoate  Formel 

^=  4r(%+f» +J^+ 1^ +.... +Sii^ 

bei  Ter» 

Fflr  ae  merkwürdig  ich  aach  alle  Im  Obigen  bewieaeaea  Sitie 
ton  der  Ellipse  halte,  nnd  se  wOnscbenewerth  es  mir  aach  aebsla^ 
dsss  diese  Untersuchungen  weiter  irefflhrt  und,  wo  muglich,  s« 

noch  grusserer  All^eniciiilioit  erhoben  werden:  so  will  ich  diesel- 
ben doch,  um  ilic^er  AhhaiHÜünj  ni- hf  eine /u  qrosse  Ausdehnung 
10  gehen,  fnr  ]r>t?.t  ahhrpchpT» .  in  i<ni  ich  niir  nhri  pfas  vorbehalte, 
tefdieiMibeo  zurückxakomtneii,  iosoft^rii  nicht  eto  Anderer  dadmelr 
saiaBlasst  wird,  Aeesn  Gegeaatand  weiter  sn  stndrren ,  was  mir 
aa  grssaer  ffVende  gereichen  wnrde,  wobei  es  sich  zugleich  gaaa 
fa«  aalbal  setslsht,  dasa  teb  sMe  bieraaf  bes^gilebea  UaleraaciBa-« 
gea  sear  gera  la  dieee  Zeitsehrlfl  safaehaMa  werde. 
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Augostin  Louis  Caachy 


August! II  Cauchy  a  eu  le  hoiihcur  (i%'tpparteiiir  ä  cette  classe 
OMy^nne  d«  ia  aodötö  qai  n'est  exposi^e,  ni  aux  souffranceA  de  U 
paoTreM,  ni  anz  danccers  da  ia  richesse.  Je  ^  aoüt  1709  4*ana 
fimllla  planaa,  laa  ddaordraa  qoi  aolvirent  catta  dpaqoa  D'altaigairaDt 
palat  aan  anfanee.  San  dducatian  alAaaiqna,  commanada  da  baut» 
Haara  par  aan  pira«  aa  cantinua  ploa  tard«  aaaa  dHiabilaa  pro- 
faMaor^t  h  Tdeola  aantrala  de  Paotbdon.  II  an  aaiüt  an  .IMN» 
k  rftge  de  qumze  ans,  api^  daax  anndaa  da  rhdtoriqne,  reIhpo1^ 
taut  au  coiicours  i^eueral  ie  deiixieine  prix  de  discour«  latiii;  le 
premier  de  vtirö.i<iii  srecqne:  le  preinier  de  vers  latins,  Cette  um* 
versalite  de  succes  lui  fit  derprner  par  riri»i(iiut  Ii  rourotmo  re- 
aervee  k  T^l^ve  des  äcoiea  centrales  qui  a'^tait  ie  plu»  diatanguä 
an  humanit^a. 

Aprte  arair  aniri,  pandant  nna  aenia  annda»  Ia  canra  "pnbÜe 

de  inatb^matiqaea  d*an  axeellent  professevr»  Dtnet,  le  jeune  Cauchy 
86  trouva  Oll  etat  de  se  prescnter  aux  exameiis  d'adinission  de 
TEcole  jHilytecnnupie.  II  Tut  re^u  iieuxiemo  de  Ia  lii^te,  en  IMJo, 
ä  seize  ans;  et  ses  deux  anuees  de  cours  etanf  teiiiiinees,  il 
sortit  Ic  tiui^ieme  en  ih07.  En  quittant  iVcole ,  il  cboisit  Ia  car- 
ritea  daa  ponts  et  chauss^es»  ou  il  antra  le  premier  de  sa  promotion. 
fl  en  parcoarat  rapidamant  laa  grades  införieura.  Tut  employd  & 
plnaianra  IraFanx  da  eanatmef ian,  al  davint  ingdnianr  an  ahaf  an  I8S6. 

N'etaiit  Liicuri'  (jii  aspiraiit  Ingenieur,  Je  niai  1811,  a  TAt^e  de 
▼Inf^t-deux  ans*  il  juesenta  a  ia  clause  des  »ciences  mathefnü- 
tiqucs  de  riustitiit  im  Menmire  sur  les  poly^dres  geom^trtques» 
qui  fat  extr^memeut  remarque.  11  y  gäaäralisait  uo  th^or^ma 
4'£alar»  al  conpldtait  U  Üidaria  d'nna  aanvalla  aap^  da  palf^ 

aailt.  Mai  \mi. 
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dm  rtfgvfiers  döcoimrto  pw  IL  Pointot.  LegeiMir«»  le  plo«  «i»- 
Mr»  de  m«  gdomtoe»,  regarda  ce  Mdmoire  „comni«  la  prodM- 
ÜM  d'aa  talent  d^i  ezered;  at  qni  devait  par  la  aolto,  abtaair  de 
plo8  granda  auec^*'  II  engagea  le  jeane  aatanr  k  pearaaivra  ee 

irenre  de  recherches ,  pour  tächer  d'^tablir  nn  tlidortea  dgatemaet 
reliitif  aux  jiolyedres,  cpie  .siipponent  certainos  delinitiofts  d'Cuclide, 
6t  dont  la  d^moDstrattan  n'avait  j>as  f»ni:oi>*  obtemio.  ('auchy 
la  doiina  en  1812.  Dans  Ic  rapport  (pu*  l;<^*ronclre  en  lit  a  l'Aca- 
deriiie,  il  expriiaa  Bon  apiirobatioii  avec  un  entratDeiiient  qui  liii 
^tait  pea  ordioaire*  »»Nous  n'aviona  voola,  dit-il,  qua  donuer  uae 
id^  de  cette  demana^raticui .  rt  nous  l'avona  rapportde  praaqne 
tont  enlidre.  Mooa  avona  ainai  faarni  one  aoevelle  preiiTa  de  le 
eaipwitd  atee  laqiielia  ee  jaeee  is^omitie  eat  panraen  k  valaeie  «oe 
dUfiedld  foi  avelt  airdtd  lea  mattm  de  l'aH,  et  ip'll  impertait  de 
fdeaedre  peer  peifectieneer  et  co  i  n  p  I  ^ter  la  thdorle  dee  cerpe  eelidea.* 

Cee  deos  premieie  nii^moirea  da  Caochy  emiant  pv  ^re 
pidaager  nne  aptitude  apdcialL*  et  ezclBaive  peer  lea  probltaea  de 
gdeidtrie  pure.  On  ne  tarda  paa  k  a'apereevair  qee  la  capacild 
de  ee  jeeee  e«prit  avait  nne  dtendae  bien  plus  grande»  Daae  lee 
aaedae  1813  et  1814,  Cauchy  prodiimit -deux  remarquablea  aid» 
smireii  de  hant©  analyi«e;  et  vu  IJSI5,  ii  pre^i'iita  un  Memoire  aor 
la  tütfunc  des  iioml)re«,  on  il  di-'u  -  i 1 1  i  i .  vn  T^tendaiit,  un  tlieo- 
rprue  eiionce  pai  I  ermat ,  theoieiue  dont  quelques  particularit^a 
üeuleinent  a^aloiif  pn  etre  Jnsqirfilfirs  ^tablie»  par  les  niath^raa* 
tideoa  lea  piiia  babilea  dana  cea  laati^rea»  Legendre  et  Gauna. 
Catte  mdme  ann^e,  TAcaddinie  avait  propoa^,  comme  eujet  da 
giaad  piiz  da  iiiathämatiquea ,  d^ätablir  la  tbdoria  de  la  propage* 
tfae  dee  endea  k  la  earface  d*ua  flaide  peaaat,  d*uae  pfefandeer 
leddMe.  Caachy  rdaalut  eompletement  la  qoaallaa.  See  MdMelreb 
fri  fbt  ceemiid  en  18^6,  eat  Imprioid  av  tarne  l"*  dee  veluaMe 
de  priz.  II  parte  paar  Epigraphe  ce  vera  de  Virgile: 

Mmmp  0nt  lanü  «ietoa/  mä  Utt»9  ßH€lm.  (Göorg.  II.) 

application  litteruire  d  aiitant  plus  hnireusiC  qn>'  <  e  m^x^  reotaritta 
k:#aoiiod  campiat  et  toa(  a  faU  axact  du  probleuiti  prapoed« 

Ces  d^bnts  ai  rapides  et  »i  föconda  d'  un  fennc  homnie 
de  vingt-nept  ans,  lui  a^suraitMir  !a  prenii^re  place  qui  deviendrait 
▼acante  dans  les  sertions  luaihomatiqiM»»  do  rinstitut.  üne  clr- 
eonatance  n  umt:!!  !*?  pour  les  Brienens  et  pour  tui*tiienie  Tintro« 
daiait  officieüemeot  parroi  eux.  A  la  aui^«*  de  la  erise  paaaae^re 
de»  fent  Jaere,  one  erdanaanca  rayale»  datde  de  21  mare  1816, 
rdteUlt  lee  anclennea  acad<^iataa  aaaa  leere  ddeamiaationa  prlml- 
llvee,  d'Aeaddeile  firee^elee;  dee  aaleeeea«  dee  teeertpHeee  et 
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MIta-lettrat»  des  beftox-arts,  et  fixa  I*  c— ipetition  4m  MAdd» 
nktm  resttnvte.  Dan«  cd  Km  4es  sciences»  deuz  mm  edlibfüb 
Ma  d«  Canrat  et  de  Monge»  dteienf  renplacde  per  daeK  eeoMl 
eemem»  Brdgnel  et  Geoehy«  Vere  le  f n  de  1818  Cenehy  fiH 
ei—l  profeeeeer  adjoiot  d*atwlyee  k  l'^^le  polyteehoiqee»  et 
devlnt  prefeeeeer  tUoleire  en  181d  Il^telt,  evetil  loelee  eheeee» 
rbomroe  du  devolr.  Appell  k  eDseigner«  il  tooroa  toutes  bo«  pen« 
sf^es  vm»  renseigiiemeut.    De  1816  h  il  |)uMia  eoti  cnur& 

danalyse  al^ebrique,  de  cafciil  d'ifTerenliel,  d  appiicatiuri  de  l  analyse 
mnnitpsiiiiaie  a  la  thecrn'  ih  s  ( ourbes :  trois  ou?rages  excellcntSf 
bleu  ordoiines,  procedaut  par  des  deoionstrattons  toajoars  rigod- 
leoeee»  et  riebe»  de  ddteiie  nouveanx;  oü  l'on  ne  saurait  ddsber 
^e'ee  pea  de  condescendanee  k  dcleirer  lee  elietreetioBe  de  Taa^ 
lyeeparleeceoaiddratleiiagdoflidCriqoeB.  Paae  cette  mim»  pdrteie 
d^  tanpe»  II  poblia  an  Bldaieire  ear  lea  iatdgralee  priaee  eetoe 
dea  llmitea  Imaglnalrea*  qni «  d(d  poar  pfaaieora  de  nee  jeaaee 
gdem^trea  Toriglne  d*impertaota  tniTainr.  Toet  eela  ne  eofRsait 
pas  encöre  1^  8on  ardeur  infafigable.  II  entreprit  et  commenc;a  de 
faire  paraitre,  en  1820,  nne  Sorte  de  rcvue  p^nodiqiie,  jiropre  k 
föf,  qu'il  appela  Eaerticts  molhpmaiiques ,  toiites  les  parties 
des  math^mafifjues ,  I»»s*plns  eleinentairrs-  coiuiiu^  les  plus  bulili- 
nes«  ätaient  abordäes  avee  tanl  de  geueraiite,  de  (econditi^,  de 
poissaDce  inventive»  qu*ä  la  lecture  de  ees  pablicationa ,  Abel,' 
da  dee  plua  profonde  analsrstes  de  notre  tempa,  ^ivait  4  na  de 
eee  anfa:  »,Gaochy  est  actnellenent  le  gdom^tre  qni  eenpiend 
le  nilen:^  commeat  lee  matlidniatiqoea  doiveat  #tre  dtndldee."  En 
eiet«  lee  erdationa  de  mdthodee  et  lea  aper^ua  de  volea  nenveVee» 
rdpandaa  dana  cea  ezarcfeea,  ont  dtd,  non-aenlemeat  peer  fan- 
teiir,  mais  ausfd  pmtr  beaucoup  d'aiitre»  Gr^om^tres,  les  initiatives 
fi^condes  d'iine  rmiliitude  de  biilhüils  tiavaux.  Oauchy  contiiiua 
la  [Mililication  et  i  aiinieutatiun  de  ce  treaor  niathöaiatique  juaqa'i 
aa  mort. 

Son  existciice  paisible,  toute  concentree  dans  les  joies  mora- 
lea  et  les  purs  plaiairs  de  rinteltigence,  se  trouva  inopfaiteent 
tronbl^e  et  briade  par  la  idTolution  de  1S30.  A  cette  ^poqne,  II 
dtalt  marid  et  pdre  de  dimx  liUee.  il  a'dtait  allid  4  nae  fimille 
henerable»  dont  la  paeltioa  aociale«  lea  gedta»  lee  aentiBieatar 
dtrieat  aaaortle  am  aieaa.  Ontre  aon  eniplol  de  profeeaeur  k  l'tfeelä 
polytechnique,  II  occupait  nne  chaire  ä  la  Pacnltd  dee  adeaeee  de 
Paris,  et  il  dtalt  suppUant  da  coora  de  phystque  raatbdmatique 
au  College  de  France.  Le  gouverneniont  uouveau  jutiea  neccssaire 
de  ti^gitimer  ses  titres  de  fait  par  un  scrmenl  de  tidt^lite  iu»posd 
k  toua  iea  foactioimaires  publica»  meme  a  ceux  qui  o  a?aieDt 


Digitized  by  LiüOgle 


49 


Tauch  y  se  rtlnui  i  rn  Suisse  pour  garder  *«a  fol.  La  prtSaein  o 
0  Uli  geotuetre  de  cct  ordre,  daos  la  patrie  des  Üernuulli  et  ilcs$ 
£oter»  ne  poutait  realer  loiigtempa  ignoree.  Le  roi  de  Sardaigoe, 
'rfArnö  de  «QB  eill  volontaire,  cr^a  ponr  iui«  daiia  l'unirmitö  de 
Twin,  oiie  chaire  «pteiale  de  nathdmatiqaes,  qoe  Cauehy  vint 
rawpBr  af€c  ^lat,  tont  «n  pooraulTaot  sea  anlrea  travaux.  La 
Fiuee  pardit  aiui  on  de  aea  gtfoniAtraa  le«  plua  illualren«  an  da 
aea  praleaadara  lea  plaa  babilea. 

Daoa  TriTiTi^c  1832,  Caaeby  quitta  ccHc  ebalra  haapitaliire. 
dlMt  mppeld  k  Pragna  par  le  toI  Chariea  X  paar  dtre  mttacbd  k 
rddaeatfon  do  eomta  de  Cbambord.  Alera  il  lit  venlr  prte  de  lat  • 
aa  Ibnoia  et  aea  deaz  fitlea,  aalvlt  avec  ellea  lea  prtneea  i  GOra; 
et  peadaat  tea  aiz  atmdea  qve  dura  eette  henerable  idebe»  aen 
actiTitd  Ificessanfe  lui  6t  trouirer  encore  assez  de  loUir  ponr  rom- 
poser  sur  les  diu  rses  partitfs  des  niatluMnatiqnes  um'  imiUitude 
de  m^raoiie?»  (tttri-  iiv:  atijourd'hiH  repatnlu^s        A I It  niairne, 

POfit  pfMTT  noiis  tre»  iiitUciltff»  a  rassoiiiliiei .  Vers  la  ßn  de  1>S3H, 
las  foDclioit»  qu  il  avait  a  reiiipiir  etaiU  terminees,  il  se  s^para  de 
aea  royal  didve  dont  il  a*dtait  acqnis  laffectlon  et  le^stinif?;  pala 
1t  rentra  ea  France»  et  Wnt  reprendre  aa  place  parmi  lea  membrea 
de  rinatlM,  aana  antra  eonditien  qne  de  le  ▼onloir«  eamnie  cela 
•"M  laajenra  piatlqud.  ce  monent  n*dtant  pina  diatialt.  Je 
dirala  YaleDtlera»  contean  par  ancvn  devoir  de  profeaaeraty  ne 
aaitant  de  aea  ealcnla  que  ponr  a'occnper  d*eeavree  moralea  ea 
de  bienfaiaance  que  8a  piöt^  et  aa  t^^rK^roait^  lui  augg^ralent, 

Caneby  tai«M  ^panrher  daos  nos  reunions  rintaris^able  al»ofi' 
dance  de  son  g^uie  iit.  i }i*'jiiauqne.  Pendant  res  dix-iK  ul  dernieres 
ai  r  <*f'«  de  8a  ^Fe,  il  c«iiii['  «a,  et  (Mil)lia  dans  Itfi«  voiumea  d«»  l'Aca-  *' 
detiii«;  ffu  dans  le«  compteä  reudui^,  plus  de  citiq  rents  M<4(ii<dre^, 
eatre  une  rouhitude  de  rapporta  sur  les  I\1<^iiioire8  präsentes  par 
des  ^aBger«.  Dana  cette  niaiiae  inimeniie  de  travanx,  rapidement 
piadnita,  beaucnnp  ont  une  grande  valeur  propre;  d'autrea  pre 
aeateat  dea  initlativea  d^idtfea,  de  mMode»,  qni  out  dtd  ddjb  ov 
fal  aerent  ^na  tard  fdcendea.  Ton«  portent  aur  lea  anjeta  lea 
pbM  dicfda  dea  natbdBatlqaea:  le  perfecttonnement  et  l'eztenalen 
da  l'aaalyae  pnro,  la  reeberche  et  la  ddlermination  dtrecte  dea 
«eemiient«  plan^talres  et  de  leurs  in^ifalit^^  les  pluti  complexea, 
la  theorie  du  mouveiiierit  (mdulatuir»»  de  la  liimi^re  considi'ie  <lnim 
son  entien'  i^eneraHti'.  Je  ni<*  liorrie  i\  i  iudleafion  »«ötiniiaire. 
MaiL'  iireu-'ement  sa  pi et^ipitation  ä  prn(tuii«»  ne  lui  laissait  pns  la 

patieace  de  ouirir  aea  travauz.  Chaqne  ro'ie  iiou?elle  qui  »e  prd* 
Tlb«ll  XXK.  4 
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^entait  a  8oii  esprU  le  passioniiait  exciusivement,  ei,  pour  In 
soirre»  U  quittait  celie  qa'il  avait  commenc^  d'explorer,  ju^me 
Sans  moiT  pfw  le  temps  de  recoonattre  joaqa'on  eile  pouvait  eon. 
doire.    Pour  aller  plus  vlte,  II  eofidemait  preeqee  toajom  eee 

daiw  des  notatlens  InuaitdeCt  qnl  lee  teiidele&t 
iaintelligiblee  k  toqt  aotre  qee  lai»  jvaqo'ik  ce  qo*on  ae  lee  fdt  ep» 
propiidee;  et  eeovent  It  ne  e'aper^ut  pas  qae  eee  InnoveÜeiie  ee 
faisaient  que  d^gtiiser  soaa  tine  forme  Strange  dee  r^altafe  ddfft 
connus.  L'exuberance  de  «on  genie  n'aurait  pu  etre  contenue 
qu^tant  din|^^e  vers  im  but  marqu^  par  ie  lievoir.  ll^ae  prö^eota 
noe  occat»ion  de  le  iui  offrir, 

En  1840,  la  nwtt  de  Poisson  lais^a  une  place  vacante  an  bureau 
dee  lougitudea.  Ce  corpa  acientilique»  de  m^ioe  que  riostitut,  a& 
renoavetait  alors  par  relection  libre  sods  l'approbation  du  chef 
de  l*^Ut.  Noua  ^lOmes  Cauchy  4  runaoiraltd«  II  dtelt  dvldesl 
pour  teat  le  monde  qoe  Cauehy  ne  prdlereU  pes  et  ne  peaveit 
pne  pfdter  eerment;  ea  nemlnation  ne  fut  pae  retlideu  Lneetence 
eil  eonftity  car»  engagö  dte  lere  par  de?oir  dann  iee  timvavz 
d'aatronomle,  il  s'y  seralt  portd  avee  aon  ardenr  accoatum^»  et 
la  m^canique  Celeste  Iui  aurait  dü  trL'6  -  prabableiueut  dos  decou- 
vectes  dont  eile  sera  lougtemps  priv^e. 

Ce  fot  en  efet  sa  fid^litö  k  remplir  un  devoir  pareil  qui  derint 
reccaeloD  et  la  eanee  da  grand  service  qu'il  rendU  k  Taatnuionilet 
en  Iui  fenrniaeant  le  meyen  d'^valver  dlreetement»  par  dee  fet^ 
mvlee  analytiquee  d'nne  applleatlon  gdndrale  et  nüre»  lee  indfialt* 
tda  k  lengnee  pdriedee  des  mouvementa  plandtalree,  qol  rendent 
lee  tablee  de  eee  moaveroents  progreeRfTement  feetivee  tant  qn'el- 
les  n'y  annt  pas  appröci<^8.  En  1843 ,  Cauehy  se  trouva  charg^ 
^  pnr  TAcademie  de  verifier  la  determination  d  une  in^ffalit^  de  cette 
imturp,  f]'\e  L©  Verrier  anFionc^ait  avoir  d^cuuverte  dans 
mouvt  üietii  de  la  plannte  I^allas,  et  dont  la  periode  enibrasse 
sept  Cent  quatrc- vingt-quinze  aiinees.  Eiic  &tait  fort  iiuportante 
k  coniiaitre»  son  eüet,  aur  la  lonKitude  de  la  plannte,  surpaaaaet 
15  minntoa  aexag^inalei« ,  dans  een  maiiinun],  d*aprÄ8  l'^valnatlen 
de  M.  Le  Vertier.  A  döfaet  d*on  preeddd  d'analyee  direet,  il 
en  afalt  ebtenn  la  neeare  par  nne  interpelatieo  niioidrlqae  exlid- 
jnement  bardie  qni  avait  ndeeeeitd  dlmmeneee  calenle.  Penr  ae 
aevetralre  k  rdnorme  travall  de  patienee  qae  la '  vdrifieation  de 
tant  de  nombree  aarait  exig^ ,  Gaeeby  inventa  nne  m^thode  analy- 
lique  par  laquelle  toutes  les  inei^alites  de  ce  geure  se  detemiinent 
dir<^ctenient »  dans  ton«  les  ras,  et  avec  d'autant  plu8  d*<  {»rn 
qu  eile«  aoüi  d  uu  ordre  plut»  eieve.   Ii  retrouva  aiuai  ku»  ebiMraa 
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de  M«  Le  Vmier;  et  d^Mrniiila,  dmm  em  ffMkmm,  la  palsMnco 
i§  k  cdeiiM  «Iwtfalto  rtmpla^  feffort  iodividacl. 

En  1848,  Cauchy  reprit,  a  U  I  acukc  des  sciences  de  Parin, 
sa  (■}\Aiift  de  raatheinatirfupH ,  la  seiiie  de  aes  aiicieiiues  piaceo  (|ui 

Ell  lfi51,  Cancby  cesta  de  nouveau  8on  enstigner,  .  n( ;  maU 
n  |Mo  plos  tmr&p  la  miDUitre  de  rinatrnetlon  pabliqoe.  M.  Fortaal» 
oMnt  fadleniMit  de  rEnpereur  rantorlaafloii  de  le  renvoyer  tont 
elnpleaeBt  k  aa  cfaalre»  aana  eoaditlöii  nl  ezigence  politiqne»  toi 
laieaanf  ahurf  la  Kliartd  d*4lre  raeonnalaaant.  II  la  fut  aaaai  et  le 
temoi^na  de  la  mani^re  la  plus  noble.  Toat  son  tralteroent  de  la 
FücuU«  se  dt^pcnsait  en  oeuvres  di»  bienfaisance  poui  la  t^tüiiniune 
de  Sceaux,  uu  il  i<  -nlait.  Et,  iine  (o'is  »jne  le  malrc,  i]n\  etait 
l'intermedfairc  ecl.iiie  de  scHcKarite?,  lui  tt^moignait  (|uett|ue  hes\~ 
tation  ä  le  ?oir  al  prodigue:  „All^s,  lui  dU-il,  ne  craigoez  rieo. 
Caüt  iEmperew  ^1  pajr«. "  Je  na  craioa  paa  da  dire  qua  cette 
püala  aal  la  rdeaoipenae  da  rEmparaar. 

L'ai^paad  qae  ja  viana  da  fklre  daa  cireanatancea  aitdfienvaa 
daaa  laaqaellea  Gaaehy  a  ne  noas  mentre  paa  aenlement 

ca  qa*il  a  ete,  mal«  ce  qu'il  aurait  pu  «itrc  pour  les  sciences  nia- 
tbtfmatiqtie«.  8i  sa  %'ie,  comme  celle  d'EiiIeref  de  l>a!*ranfi;e,  avait 
pa  »'ecruiliT  >;iiiN  tr  jiilde  daiis  leurs  paiäible^  ypecnlations ,  il 
aurait  ete  une  de  leurs  plii^i  ^raiidcs  lumi^res.  Par  l  efTet  de  Tin* 
coMtanee  et  da  dösordre  que  tea  ^vÖBameata  aat  imprimi^s  k  aoa 
gdaia»  l'iniaence  qu*il  a  ezarcde  aar  allee  ne  sera  compl^teMat 
aaplla  qa'apria  qaa  ia  laapa  an  aara  d^valapp^  iootaa  lea  aasad- 

J*ai  aaalenieat  eaqolaad  fei  le  porlndt  da  aavant  et  de  rhomnie 

letM.  Qai  ponrra  peliidre  dlgnement  Thnnime  prive,  le  (ils  affec- 
tioan^t  Ic  frere  d^vo«^,  le  bon  pere  de  ramille,  le  <„i;oven  Ider«- 
lalPAnt:  pour  tont  dire  en  \m  mot,  le  vrai  chretien ,  retiifdissaiit 
avec  foi  et  aniour  to«s  les  devoirs  <le  l«»vaiite,  de  probite,  de 
ebariti^  affectueusr.  f|ue  la  rellgion  nou««  prescrit  envt^ra»  noas-m^maa 
at  eavera  lea  auUaal  On  l'a  vu  a'accuper  ä  faire  da  bien  aatoiir 
de  lai  juaqn'i  aaadaraiera  nameala;  attendant,  aceaptaat  la  mart 
ataa  la  adiMtd  eaofiaDle  q«*ana  fal  profaade  paal  aeaie  laapirar« 
Bawaw  ealal  an  qai  Diea»  paar  aatra  exaaple»  a  Toab  alnal 
fiaalr  Ir«  daaa  du  gdale  et  eeax  du  caaarf 


Naehachrift  daa  Haraaagebara. 

leb  kavfi  ea  mir  alebt  versagen,  dem  Obigen  neeb  die  acbff- 
Worte  biuzuzufügeu,  mit  denen  der  treffliche  Tortulini  den 
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Lesern  «etner  flir  Ae  aathenatUiche  LUeratnr  eo  «ngemelo  wich, 
tigeo  ADoall  dl  seiease  natemetlehe  •  flelche  NacMclit 
von  .den  eneraeltlicben  Verluste  gegebeo  bat«  welchea.dfe  mathe- 
mafiaeheD  WieaeBechaClen  darcli  Caoeliy'e  Tod  eriitteo  bäben« 

Worte,  die,  ehen  so,  wie  alle  SeKilclerungen,  die  mir  über  Caucby 
bekanot  gen urden  sinU,  daiauldv  iitlich  hinweisen  ,  dass  der  (j! riind- 
»yg  seines  jjat)/,rti  WeKOim  ^<ir  Allem  walirJiaK  (  liristliche  (jt  ^Ifi- 
Dung,  fortu  .ilii  «'iiilcT  lliii!»!i{  k  auf  das  Hoclibfi."  im  Fjel»eii,  daji 
tiefest«  Kecht:»gerühi  uud  die  auro|>rerndste  Hiugcbuug  an  die  Wi«- 
aenacbaft  und  deren  Mittbeiluog  au  die  ibm  aofertimiiteii  ScbQler 
wareii.  MSge  Jeder  in  allen  diesen  Beziebmigsii  Ibn  sich  znnt 
Veibilde  nehmen  i  Wer  aber  soll  and  kann  Ibn  eiaelasnf  Friede 
aelner  Asebel  6. 

Neerologia* 

Nel  ^  Maggio  1857  cess^  (\\  vivere  Agostioo  Lalfl 
Caucby  Menbro  dell'  Accademin  imperiale  delle  Scieaae  dl 
Parigl«  II  graa  Geeiaelra  al  trsTafa  nel  sessaafetteslaio  aaao  dl 
aas  vIta  toltagll  da  brevlsalaia  malattia.  L'EsercIsle  pift  scrnpo- 
leao  dl  latte  le  Tifta  eristiane  specialmeate  diretto  al  beae  del 
ano  proasimo,  le  grandl  scoperte  in  tutte  le  partI  delle  MatMa- 
tiche  pure»  ed  applicate  provenienti  dallu  Nua  »traordinaria  Intel - 
ligenza  resero  cjueste  uomo  ammirahile  a  tu Ua  i' Europa.  Le  Opere 
puiiblicate  dal  medestnio  >(>imi  cognite  ai  geometri  e  la  f^iia  rar- 
riera  scietUiiica  rontava  piu  di  cinquantadne  anni.  Le  IVIeiiiorie, 
le  iiote»  gü  articoli,  i  rapporti  eparsi  lu^lle  differenti  coilezioni 
Mcientifiche,  e  specialmente  nei  CompUM  ßouäuB  sono  Innnaiere- 
voll.  II  Caucby  nei  scorsi  annl  ci  dava  una  speraiiza,  cbe  aea 
al  A  reallssata,  clod  la  pubblieazaone'd'aa  Traltato  di  Meccaalaa 
molecolare:  a  froate  dl  qaesto  trattale  si  avea  da  porre  II  aame- 
rose  Catalogo  dl  fatte  le  Opere,  Memorle,  note  daeaso  pnbblleala 


II  compiUtore  di  qoMCo  cntnlogo  i  il  P.  Jullim  ilella  Conpagnlo 
dl  GcAÜ«  ginvaae  genmeCra  ntsai  diuinto,  ed  Antora  dcH'  intcnYa«ante 
0|»crn  tanto  per  gli  allteTl,  qimntn  \  prnfpusnr?  «ott«»  II  %Mfi\t*  Prftfilimes 
Oe  Hiewiique  toI.  2.  io  8».  Pari«  1865.  Che«  Bachclier.  II  F.  JuiUen  h 
preaeateaiMle  «tiidente  di  Saera  Teologia  in  Cotlegio  Romano  cd  avantl 
In  aua  parteota  da  Parigi  avea  couegnato  al  sig.  Bachetier  il  namlBato 
Caialogo  per  la  stampa.  Mi  sia  pernesio  qai  di  face  aR*otaemBioso 
relativa  alle  tre  diverae  f^tedre  da  me  ocriipate  per  rinsegnamentn  in 
Borna.  Alcuni  dotti  alranieri  niiel  aniici  cunfondendo  forte  liuipertiiä 
fiomana  con  Cailtgio  Romano  creduon  che  io  aia  Profeaaore  in  quoaCu. 

II  Geikfie  Eobsbo  al  diiama  aacbe  C»ipetsiiä  Gregmiaitmf  le  p «bbUeho 
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II  Caochy  deY«  laaetato  un  gmn  namero  di  MeiDorin 
liMdite,  ed  alcim»  di  esse  pressntote  gi^  all*  Accademia  dells 
Seiense  ds  molti  snol  a  qaesta  parte«  Ip  aou  dobito  che  TAcca- 
deoiia  aedesliiia  senpre  loteota  all*  avsosameoUr  delle  sdesze  vorrli 
pissto  eolleearle  fra  i  volanl  delle  sne  Memerle»  e  si  cenescerä 
senpre  pUk  qeanto  graode ,  ed  irreparabile  sia  stata  la  perdita  di 
faeete  Domo,  che  ai  9uo  alto  sapere  congiungeva  an*  esatttasima 
osü^rvaiiza  di  tutti  i  suoi  duveri  Chri^stiaui.  Io  pcnso  di  non  poter 
tefttiiiiai  iiif^ulio  il  Ijreve  cennn  dato  de!  Cau«  Ijy  se  non  col  ripe- 
tere  le  &i<  parofe,  die  il  m*  <ir.«»iiüo  (in  (  vn  di  Auij»ere  alhi 
fine  di  una  »u  i  Ituiga  IMenioria  lito^rafica  pn hfjÜf-ata  a  Pra^a  noli* 
Agosto  183Ü  sur  la  thearie  de  la  Lumiere,  quäl  Memoria  io  con- 
serro  diligeotemente  come  eaa  delle  prinie  genÜlmeote  dooatenü 
daU'  Aatera»  da  che  fu  da  me  cooosciuto  in  Rema  nei  1832.  Ii 
Caschy  adnnque  alia  pag.9(i  ed  nitima  dl  qocala  Memoria  diee 
che  alenal  reenltati  salla  f eeria  della  Inee  erano  stall  giä  da  esse 
esBranleatf  a  M''«  Ampere  ^qo!  aprte  avelr  aar  la  terre  par  ses 
faapeitaalse  ddeonTertes  dans  pluaiears  hianches  des  eenaslssa»* 
ces  hemaioes,  montr^  jusqu^oü  peuvent  atteindre  le»  re»f«oareee 
de  Tanalyse,  et  les  meditations  de  la  sciencc,  est  aWv  flaus  uua 
meilleure  patrie  contempler  l;i  I  (  .mti^  Ktipr^me  dr  ( e  l>ieu  de- 
Tant  lequel  «»'abaissait  &ou  pui«^<aiil  ^eiiie»  t  i  >«'  ploli^e^  a%'ec 
dilices  dans  la  vive  et  douce  lumi^re  de  i'LterueUe  VöritA." 

•  B.  T. 


99 
>» 
f> 


•cuytr  di  questa  Inivcr^tft  nhid  nißdate  ai  I*.  Gcstiili  excIiiHivtiiiirntP .  n 
D(in  appartenrnHo  io  a  qiirtiio  Ortlinc  Urli>rit>An  non  pOKso  orrnpare  in 
quelia  alciiua  OtUnira.  iu  aono  l'rof<\s8(ii  e  7u'i  ('o//r(/i(f  l  rborw  cclrhra 
Collo^io  detto  f!i  Prnnnfffinda  -  Fi  de ,  v  f.mdato  jla  Tapa  l  ihanoVIll  |m  r 
le  Mi^sinni  (\itlolii)ir  nri  pa««!  «uteri.  In  qii<i!rhr  rirronlanzn,  11  titolo 
FrofesHore  al  ('oUe^io  Urlmno  dl  Propa^iintiii- Fidc  6  «lato  rangiatn 
hl  C^Urgtii  Etniiiann  dclhi  1*riipiiga%tonr  della  Fcde,  ronie  piiro  per 
fCniTersIlii  Honisniu  dclla  >ii|)ii»fi75i ,  *i  t-  drito  Collegiit  lio?nano  dcUn 
MmpitH'tn.  Infine  11  Pontificio  Srminurio  liomino  n«-!  qiiiilc  nnrhe  non 
Profe«*;!»rf  ^  »otlD  i>i  cura  inmit  Hhiirt  df  lT  hm»  C  ardinal  \  irario  pro 
l^tnpore.    Lc  kciioU'  di  qtiesto  heininario  «ono  affidate  ad  fc^cclaiiattlfli 

•Malari,  cIa4  aaa  «^Uali  a  »j^eciali  ^icliguMe  corporasloiM. 
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ßruueri:  ü$ä€r  äii  äMß(i*UH§ 


IT. 

Ueber  die  AnflSmiig  der  Gleichnngeo  darch  Nlberong. 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  Auflösung  der  GIeichunf*en  durch  NHherung  hat  mir 
oft  eine,  auf  eine  einfache  Transforniatiun  der  («lelchungcn  «dich 
gründende  IVIethode  sehr  gute  Dienste  geleistet,  die  ich  In  diesem 
\^}^^-^Hq  mittheiien  will  Ich  werde  diese  Methode  xnerst  an  den 
tvteichungen  des  fünften  Grades  erläutern  und  dann  eioigM  Alk* 
gemdnere  über  dieselbe  beibringen« 

Die  anrinUieende  Glelebaiift  dee  fttoften  Gmde«  sei 
Eine  eene  unbekannte  Grüeee  u  einftthiend,  eetse  man 

HO  X  und  n  imnier  gleiche  Vorzeichen  haben,  sa  is$t,  Hie  man 
leicht  findet: 

woraus  man  sieht,  da«ss  sich  die  erste  Gleichuns;,  hisotern  «»ie 
iiherhaiipt  reetie  Wurzeln  hat»  Iniiner  durch  reelle  Werthe  von  ti 
^füllen  Iä88t,  die,  absolut  genommeti,  nicht  grosser  ale  die  Ein- 
heit eind  oder  iwiacheii  den  Grftnseo  —  i  und  4 1  liegen.  FOhit 
man  nnn  den  obigen  Aoedraclt  Ton  x  durch  u  in  die  gegebene 
Gleichang  ein,  eo  wird  dieselbe»  nrie  man  leieht  findet: 

an* cn*  (1 — »*)  H- e»  (1 — n V 
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ist,  w«B»  mh  der  Klirie  wegen 


t. 


BMtioint  «um  nvn  aus  dieser  <ilf*i(  hnng  dorelb  Nlbemig  db 
GrteM  «,  wobei  mnn  den  groeeen  Vortheil  hat»  dasa  man  weiee» 
daaa  ii  awiadieii  den  Grinaea  — - 1  und  ^  ]  liegt»  oder  dasa  der 
ahsohita  Werth  von  n  nicht  grCoser  als  die  Einheit  iatt  se  kann 
■aa  jr  nitteiat  der  Fornwl 


—  ^TZ,^ 

tierecbaeo,  d*  h.  für  jeüeu  der  Uleicbung 

<P(a)f  <P|(it)=a 
geiflgendoB  Werlh  von  »  den  eatsprechenden  Werth  ?on  x  finden. 

Zu  li^^iiierken  hat  man  hiorhei .  (la^M ,  was  fÜr  die  Leichtigkeit 
der  Rechiiiiiii;  ein  nicht  uuu  ichtiL^er  Umstand  \nt ,  für  ahsoliit 
gleiche.  '?her  entgüi^angesetzte  Werlbe  von  m  die  Werthe  van 
#(as)  ahaolut  gleich  nod  entg€t*i^«MM»  ^  Wettho  von  <^|(a> 
gleich  aind. 


Uer  kiirae  weg«o  vi^ erden  wir  im  i*olgefiden 
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die  aufisiilOfieMle  l^laichutig  Ut,  und  «rolleii  nun  dieM  MetlMde 
dorch  ein,  «o  weit  et  hier  nOthig  iet,  volletiodig  megeffechiielee 
Belipiei  erfiutoni»  iodem  wir  nnr  noch  Imierkeii»  daie  ma»  die 
aofsalOeende  Gieicbvog  aoeb  noler  der  Perm 

* « 

(g— e-f  e)«*-Kc-2«)«>+e     V  1  — 

darstellen  k-iimte.  \\;i.s  iii;inche  Vurtheile,  aber  auch  iiiiuirhe  Nach- 
theil^babeo  nürde«  hier  jedoch  jeUt  nicht  weiter  effl&utertwerdeDeoU. 

  ■ 

Die  anfkalOeende  Gleichung  eei  die  Gleiehoog 

air*—  24.r3  f  96;i,2  -  46-1;  — 101  =  0. 

welche  auch  1  ourier  in  «ieioeni  berühmten  Weike  mehrfach  aU 
Beiitpiei  gebraucht  hat«  ao  i«t: 

eine: 

a»e^e:sc-2l»  e— 2ess-|-08»  ess^45; 

l'olglich : 

« 

eder: 

m 

«^(14) =(-  19Ö«4  +  207«»— 101)  V 

leh  halle  mir  naa  svefst  die  folgenden  Tafeln  bereehnet»  welche 

bei  allen  polcben  Rechnungen  Anwendung  finden,  und  aUo  nur 

ein  für  aÜe  Mal  herechoet  zu  werden  brauchen,  wobei  ich  die 
«eifere  Ausdehnuii'4  «üeser  Tafeln  för  sehr  wünscbenawerth  halte 
und  hierüber  weiter  uuteu  noch  GÖnigea  sagen  werde« 
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0,0*  1 

0,0() 
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0,00000 

Oll 
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0,0001 

0,00001 
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0,0016 
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0,0081 

0,00243 

0,16 
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> 

0,01024 

0,5 

0,25 

0. 1  *i5 

0,0623 

0,0Jli5 

0.6 

0.36 

0,.^16 

0,12^ 

0,07776 

0.7 

0L49 

0,343 

0,2401 

0,16807 

08 

0,64 

041*3 

0,40116 

0,32768 

0,9 

0,81 

0,721) 

0.6561 

0,59049 

1,0 

1,00 

1  l.OUO 

1  i,0000 

i  1,00000 

Vi— *^jiiVT^'«»V^  l-ii^|M»VT^ii*VTSi 


0,0 

0^1 
0,2 

0,3 

0,4 
015 

0,6 
0,7 

48 

0,9 

1,0 


1,000(1) 
0,00499 
0,97980 
0,95394 
0.91652 
036603 
0.80000 
0,71414 
OjOüOOO 
0,43889 
0,00000  i 


0,09960 
0,19696 

0,28618 

0,36661 

0,43302 

0,48000 

0,41K)<K3 

0,48000 

0,39230 

0,00000  i 


0,00995 
119 


X  8« 


0,00099 
0,00784 

0,02676 

0,05866 

0J0826 

0,17280 

0/24495 

0^20 
0,31776 


0,08585 
0,14<)64 
0,21661 
0,28800 

6138400 
0,36307 

0,00000  1  0,00000  i  0,00000 


Ü.OOOiK) 

0^10 
000167 

0,00*  i  d 
0,02346 
0,06413 
0.10368 
0,17147 
024576 
028699 


Ich  habe  iite«e  Talelti  ilen  all«^emeii)eren  (ffUrauchs  negen 
hier  niitii^etheilt,  bemerke  aber,  dasn  die  fernere  Berechnung  de« 
forUegendeo  Beispiels  nicht  mit  UGlfe  derselben,  sondern  aaf 
sadere  Welse  mittelst  der  Logaritbroee  geffibri  wer* 
4ee  let,  iveebalb  icb  eoch  beeoedeie  bbiiaflige,  dies  für 


Digitized  by  Google 


se 


=0.91)78176—1 
=  0,3  :^U,970520:-  I 

«0.5  sr  0,9375307- 1 

s:o,»oao9cio— I 

«fll7  Ä03537851-1 

■  ■  • 

»(HS  s  0,7781513-^1 

s(Mia03766— 1 
=  1,0  =-» 


ist.  Da  uu  don  Zaiilen  der  zweiten  der  beiden  obi^n  Tafeln  nach 
den  gewithfilicUeii  Refifefn  ni<  lirlacha  Aijkni /nngen  ari«^ebraclit  sind 
und  dieselben  nur  i>i>  /ur  lüfjUt n  Deciiaale  richtii^  sind,  so  köQ* 
nen  die  mittelst  dieser  Tafeln  berechneten  Resultate  nicht  gans 
mit  den  1m  Folgendan  ingegebenen,  auf  andere  Weise  gefbadenM 
Zahlen  fiberefaietitDnien,  wnft  leh  hier.anedrfickiieh  bemerke»  um 
jedem  MieaferatiiMinleea  vendbeugen,  wenn  eteh,  iri#  diee 
wirklieh  der  Fell  let»  Abweldinngen  der  im  Felgenden  enl> 
heltenen  Zahlen  Ton  den  mittelet  der  ebigen  Tabellen  eihallenen 
Zahlen  teigen.^  Be  ist  and  «oll  Ja  Allee  hier  nnr  beiapleU- 
weiae  gegeben  sein.  Die  welter  unten  folgenden  BeUipiele  «ind 
mitteUt  der  obigen  Tafeln  berechnet. 

Ffir  die  Functionen  4&(ai)  und  <Z>|(tc)  habe  leb  nnn  Ae  In  der 
folgenden  Tafel  nngegebenen  IWerthe  erhalten  s 
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F  0,00000 

—  4,53037 

07,5öb4i 

—  8,66379 

87,63136 

0.9 

--12,0150; 

72.38672 

0,4 

—  14.26304 

03,68437 

0,5 

—  15,15025 

33^03730 

0,6 

-15,14496 

15.80639 

0.7 

- 1-2.40547 

'2,32089 

QiO 

-  0,065:28 

+ 

4,54176 

0.9 

—  4^2820 

3,92567 

1.0 

1,00000 

0,00000 
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im1  biaraus  hab«n  sieh  mir  ferner,  mit  Rficksicbt  auf  die  oben 
gMMcbte  Bemerfcnig  Iber  die  W«rftlie,  welche  ^ii)  md  4P^(ii) 
Mr  ekeelol  gteidie»  aker  enlKegengeeetete  Warthe  ve«  ti  eihil« 
tee,  Air  fXu)  die  folgenden  Werihe  ergebee: 


u 

-1.0 

1^X1000 

-0.9 

8J539ft 

+ 

ia,40704 

-4k7 

+  mm» 

0,76190 

-0,5 

30.42133 

-OS 

—0,2 

78,90804 

113.02805 

101,00000 

+0,1 

102,06879 

40,2 

l>0/21U0b 

+0^ 

84»40175 

•  +0,4 

07,04741 

+0,5 

49,0l>304 

+0,6 

31,041^ 

l4,7S0a0 

+0,8 

4,32352 

+0.9 

0,30^2 

+W 

IXXIOQO 

tiieraus  (»iebt  man,  dasH  unKere  GIHchung  zir«i  reeiie  Mga« 
lire  Wmeii  oed  eine  positive  Wanei  swieehen 

—  liO  und  — 0,9  j  —0,7  uud  —  0>öj  +0,9  eod  +1^ 

hrt;  wU  de  ms  nm  echen  ee  eege  GrinieB  dieeer  reellen  Ww- 
mIi  kemit«  üe  hat  ee  ger  keine  Schwierigkeit,  dieselben  eelbet 

durch  die  einfscbstvR  nnd  denenteniten  Nftherangsmethoden  mit 

jeder  huliebige«  Genauigkeit  finden.  Sind  it  und  6  die  Ueideu 
GrSnzn-erthe  von  «,  und  A  uii<i  />  «iio  beiden  entsprechenden 
Wefibe  voll  Fui).  HO  findet  i  i  in  einen  ncaen  ^äberongsirertb  von 
e  oütteiet  der  bekeenicp  Ferweio: 
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od«r 

=  ^' 

Fourier,   der,  wie  gesagt,  ffieses  Ih  i-^iik»!  auch  berechnet* 
hat,  rindet  nach  seiner  ^lethodc  auch  drei  reef  !<      iirzehi ;  uiii<ere 
Methude  führt  aher  immer  zugleich  aof  srhnii  sehr  enge  Gränzen  der 
Wurzeln,  von  denen  mao  oiiinittolbar  mittelAt  der  eiofachsten  und 
leichtvsten  .Methoden  amr  weitm«  Anu&lieraDg  Gebnwch  mtcbea 

kABB. 

lle!>er  die  Art  der  iieideii  anderen  Wurzeln,  welche  ausser 
den  diei  vorher  gefundenen  reellen  Wursein  die  Gleichung  noch 
bat»  liset  «cb  im  Forliegenden  Felle  aef  folgende  Weiae  urtbeile«. 

Die  Gleichung»  mittebt  welcher  tc  gefunden  wird,  ist  nach 
dem  Obigen: 

oder»  wenn  man  diese  Gleichung  raüonal  macht: 

« 

wo  enil  die  unbekunnte  Greese  ist.  Entwickelt  man  dieee 
Gleichung  nacli  d(  n  Potenzen  von  u,  beschränkt  eich  dabei  aber 
aof  die  beiden  Aofangaglieder  «od  dae  Endglied»  ao  erhält  matt 
die  GlelehoDg: 

2|(g-c^.e)(c-2e)-K6-<l+/)(rf-2/)|„, 
*  (a-c+e)'  +  (6-il+/)V         *  — 

deren  Woneb  wir  durch  a,     f,  6,  •  beseichDeD  weUea»  an 
daaa  alao 


2 1 (g-c ^> e) (c--äe) -t> 1 


iat   Nach  dem  Oijigen  ist  also,  »ie  luan  leicht  findet : 
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+  y  +  ^ +  *=  4jgjj2  •        ^  4ÖBH  * 

oder : 

SM  nun  /I,  /  die  drei  reellen  positiven  Worselo,  welche  nach 
im  Okign  di«  foraCdieiido  Gleichung  hat»  m  iet  luush  der  obi« 
leo  Heehaoog: 

0,81  <  a  <  1,00 

ale« : 

l,^<o  +  /5iy<2.49Ü 

0.236  <    <  am 

Üie  beiden  andereit  VVertiie  von  u,  um  deren  nähere  ße^tiiumung 
ee  sich  hier  handelt,  sind  entweder  beide  reell  oder  beide 
Imaginär.  Soltte  nun  das  Erste  der  Fall  sein ,  eo  wfirden  d  und  e, 
die  lielden  entaprecbeoden  Warthe  ?en  serel  reelle  pesIliTe 
Cfjaeea  aeln;  and  naeh  dem  Ohlgea  hitlea  wir  olenbar  die  foh 
Vergieichaflfen: 


l.U80f  d  +  «<3.023<2,4yü-|-^<|-<.  • 

{Km.öi  <^Q.m  ^0.490. dt; 

«efaaa  eich 

0.539  <d+c<l4M3, 

ojsao^  df  <l^l 

mpitkL    Weil  uuo  iuernacfa 

d-ff<  1,013 
deai  Ohlgaa  d-f-t  peeIHtr  Iet.  ee  lat 

1.088; 


df  >  0,520,  aUo  4dt  >  2,OäO 


ist,  8«  iat 


(d4^c)s-.4di<  1.088-%080; 


da^9dt  +  ^<^0bm 
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es  Brunen: .  IKNtfr  mt  Amflämm 

oder 

was  offenbar  angere'imt  Ul»  da  (d  —  e)^  stets  eine  {MMrftIv«  GHiaM 
ist  Daher  ist  die  Annahme  falsch»  dass  die  Gleichung  nussar 
den  drei  ohan  gefnndenen  reallan  Woraelo  noch  awai  reelle  War- 
tehi  balle»  «nd  dieee  beiden  nocb  flbrigeo  Wnraeln  aind.felglicb 
IniglnRr,  ao  daaa  atae  die  Glelcbaiig  flberbAupt  ebie  fiog^ttve 
Wamel  awiacbea  — 14)  end  ^  0,0  $  eine  negative  Wamel  twiteben 
—  0,7  und  —0,6;  eine  positive  Wnrisel  swiscben  +0,9  und  +1,0; 
nnd  zwei  imaginäre  Wurzeln  hal.  [)a8s  auch  j-  zwei  reelle  nega- 
tive Werthe,  ♦'im  n  reellen  pojsitivpn  Werth  und  zwei  imaginäre 
Wertbe  hat»  veräteljt  »ich  nach  dem  Obtgeii  von  selbst» 

Die  enblaebe  Glelcbang 

führt  mittelst  der  obigen  Tranaformation  au  der  üleicbaug : 

|(«-«e)ai*  +  e|i«+((6— ifjii^+i/  i  V  i-  u^ssO, 
ae  dnaa  aiao  bleri 

^«)  »K«— «)«^+el«f 

oder 

0^iu)  =  (6— <i)ii*  Vl--^  +  ä  V  i  - 
Ist.    Auch  hier  «»eUen  ivir  ^ie  Trüber  wieder 

Mehmen  wir  die  acbou  ao  oft  ala  Beispiel  gebrancbte  Gleicbnng 

ao  tat 
also 


*1  S<-lion  \eu  t<»r)  hat  üieae  Gletdintif^  als  Üeispiet  beiiatli»  Hie- 
•w  und  ila«  foigesile  Boitpkl  tuul  »Iti^i  der  eUgoa  Tabcllea  gereeiia«t 
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äer  CiHcAuMgea  äurcA  AOAgrun^, 

folglicli; 
OK«)  =(3«*-9)«»8ii«-Sii, 

(») = — 5)  V 1 — = ött*  V  r^i«  -  6  V 

MH  ROtfe  der  beiden  obigen  Tabellen  erhllt  man  mit  der 
Im  lidebtigkett: 

<r>(") 


Ii 

00 

0,1 
02 
0,3 
0.4 
0,5 

0.0 

0,7 
0.8 
0.0 
1.0  I 


70,00000 

-OrlZfiOO 

--0^1900 
-0,6ü8<)0 
-0,0*2500 
-*0»55200 

-o,.no<) 


—6,00000 

-4,70305 
-4»34045 

—  3,H4y40 
— :Vi47tiO 

-Sisaooo 

—  I,8il05 


0,3H700  I  —0.41410 
f  1.00000  I  4:0.00000 


nnd  blenwe  ferner 


u 


F{u) 


—1.0  —1.00000 

•-OpOi  -0.00110 
-Oib;  -lAiooo 

-0.7  I  -1.^ 
•0.6 

-0.5 
-U.4 
-0.3 
-0,2 

—0.1 
=F0,0 
+0,1 
+0,2 

+o;i 

+0,6 

+0.6 
\  0.7 

+03 
+ftö 
+1.0 


-2,( 

—  2,t^-->J00 
:U4I4Ü 

— ;i.b2l46 

—  4,32705 
-4.7-2Si0 

—  5,0()(KX) 
►-5,12220 
— 5J07900 
-4.mi45 
-4.45740 
— :i.872eO 

-a.iijoo 

— 2.1  <  1205 

—  1 .  1 44iK> 
— OJh'TIO 
+  I.OUÜÜO 
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Also  hat  die  Gleiehong  ein«  reelle  positive  VVurtel  iwiedm 
t       und  1,0;  und  die  wettere  aniiiherndo  Heätiminixtif  dieeer 
Warsei  ontertiegl  nun  niefcl  der  geringsten  Scbwierigkelt, 

Ueber  die  Art  der  beidea  snderen  Wurzeln  kann  man  aaC 
folgende  Welae  urtbetlen. 

liie  Gleichoftg,  aua  welcher  u  bestimmt  Herden  mu&s,  ü»l 
iiach  dem  Obigen: 


edtr»  wena  man  diese  Gleiehong  rational  »aebt: 

>  (o—  c)    -I-  c  i*a*  +     -  lO    + <i|*(i**— 1>= 0; 
folgiicb«  neun  aiuii  na^b  Potenzen  ?on  u  orduet: 

und  daher  in  dem  vorliegenden  «ipeclelieii  Falle: 

34  34 


% 


oder 

»»—  I,8'24.ix4....~0,735  =  0, 

so  daaa  also»  «lenn  wir  uns  JIhnlicber  Beselcbnnagen  wie  oben 
bedienen« 

ist. 

riiacb  den  Obigen  ist 
alao: 

0.81+i5  +  y<l324<;l,00  +  p  +  y: 
0,81. <0,735  <  IfiO.ßy; 

und  folglich: 

WfircD  non  die  beulen  anderen  \N  iir/(  Irj  unserer  obigen  Gleichung 
aacb  reell  nnd  folglich  ß  und  y  reelle  positi?e  Grossen,  ao  wire 
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4p)'>  2,940; 

Mglidi 

«las  uik^ereimt  ist.  Üaber  sind  die  beideu  anderen  Wurzein 
inaginär. 

Dieter  Weg.  über  die  Art  der  noch  fibriflr^n  Wuneio  n  w- 
tfeelfon,  f&hrt  bei  dieeer  Metliode  der  Anflfieung  mmieriseher  Glei- 
chungen roetstens  zum  Zweck.  Indens  sind  die  ob*ie:en  Näherung»* 
rechnungen  gewöhnlich  schon  so  genau,  und  £»cl)en  tiuon  so^ 
deutlichen  Auiscli' ti--  ulier  die  Natur  aller  Wurzeln,  daiss  dertileicheo 
besondere  iieurtht  il  i i  'ien  lihpr  die  Art  der  iioeli  nliiiL't.n  Wurzeln, 
wie  die  vorherrschenden,  die  wir  nur  deshalb  niitgctheiK  haben, 
well  wir  eiean  »ich  Cur  lehrreich  halten»  nur  aeltee  erfordetlidi  eind. 

Da  die  hier  behandelte  Gleichung  aUe  nur  eine  reelle  Wuts 

zel  hat,  so  will  ich  zum  Ueberfluss  noch  zeigen,  wie  man  die- 
•eihe  mittelst  der  im  Obigen  angegebenen  Formeln: 

tecb  weitere  Annäherung  finden  kann. 

Nach  dem  Obigen  eind  die  GAbiaen  der  in  findenden  Wimei: 

•I-  O^UOOÜÜ  und  H-  LiMiUMIi 
Mid  die  entaprecbenden  Wertbe  der  Fnnctiea  F(ii)  elnd: 

—  0»Ü2710  und  4^  l,UUUUa. 
Mae  wird  alee  aeeral  netm: 

6:=:^  1.00000  ^=+1,00000 
l-es^lOÜÜU  B-i4s=  ljÖ2710 

log  .1  =0,4329603 

u  .  num.  s^OyOlMi 

TM1 XICX.  ft 
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VrMtrl:  Mir  m$  ätiß9mw0 


log.il': 


O.IIO0M 

:  a»9i]om 

0,8665438 


1 

1  ' 

1 


«•=031476 

log  ^T^=zQjmmA—i 


logd  80,4771213 

bg.tt»=0,8666438— 1 
03^651 

Illg5:=:a6^00 

iog.i#s90,9iiom— 1 

jpg  V^r^=0,6a38674- 1 

02438566   ^  1,758» 

—2,15196 

logS  aO,O9807OQi  •         ^(u)  ^  ^OJMm 

log  VT^ii^=ü,63a8G74  - 1  0^(11)  ss4-ft40Ma 

0,3328374.  #K«}»+<Mn284 

Man  wird  alM  bpd  ferper  mIm: 

«  =  0,90000  =  — 0,02710 

6=:0,90264  0,00234 

und  fiodel  hieraus  auf  gaoz  äbolicbe  Art  wie  Forber; 

« = 0,90243  F(«)  =  +  0.00004. 

Setil  maQ  jetit  also: 

a  =  0,90000  =  — 0,02710 

6=0,90243  B= +0,00004, 

ao  indal  man  wiodor 

«  =  0,90243, 

uad  ist  also  jetst,  nur  föof  Decimaistellefi  baffiduHcfatigaBd,  ait 
dar  ito  diaaar  Welaa  gaffibita«  Badmmig  m  Bude. 
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Nm  itl  #  mfttobl  der  WunuJ^ 

u  berechueu.        ict  sh  dem  kAd« : 

tf=  0,90245 
!-«==  0,09757 
l*fiis  1.90243 


I  •  III 


J«g(l'fli)=:j 


0,1799018 
09 


log(l— ti*)s  O,MI0MI— 1 
logVT^s  0,6343I25--1 

log:c=:^  0,3211010 
2,00486. 


Caucby,  der  ilieses  Hois|iicf  im  Cowrs  d'Analvse  algil- 
ktiqae.  p.  Ö05.  nach  seiaer  Methode  Jb^baadelt  bat»  üodet: 

«»9,004551«. 

l)\e  Be» ücksiclitimins?  eiricr  sTru^seren  Anzahl  von  Derimal- 
«teUen  nach  meiner  obigen  M^tbade  nacbl  die  Arbait  nicbt  aabi 
bairtcbüicfa  baacbwarbcbar« 

Wif  wollen  auch  noch  die  glaicbfalla  bilnfig  ala  Bdapial  ga> 
brandita  cubUcbe  Gleicbuag 


In  dieeeiD  Falle  tat 

«si.  6  =  0,  CÄ  — 7,  rf=7; 

* 

fblglieb 

0(m}  =:(8i^-7)iis««>^7«. 


•)  IHm  üMoluiBf  bat,  «n  «Tf^  nucb  ^ia  abiga  tcbaa  vaa  Vaw- 
laa  bwaaia  CHilabaaf  •  iib>m»iira  L^graaga 
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MitteUl  der  tieideu  Tabeileo  erhait  iimii: 


u 

0,1 
0,2 
0,3 
0.4 

0,5 

0^ 
0,7 
0,8 
0^9 
1^ 

Vttd  hlerao«  ferner: 


70.00000 

-0,<)9200 


<I>i(«) 


mniiii 


—  1,^3^00  +0.58427 


—1,88400 

— ~2,38K00 

-2,üüUUU 

-2,15600 
~  1,50400 
-0,46800 

+  1.00000 


43,58400 
+  2,54047 
f  1.5120Q 
+0,57074 


m 

F(ff) 

rij 

-1,00000 

+  1.04774 

-0.8 

+  ;5,üiooü 

-0.7 

+  4,70547 

-0,0 

+6^00600 

-0.5 

+  7,04664 

-0^ 

+  7,67710 

-0.3 

+  7.96063 

+  7/Jiüi7 

-0,1 

V  7,587-28 

T0.O 

+  7,00000 

+0,1 

+  6.20328 

+0,2 

+  5,24827 

+0.3 

+  4,19263 

+0,4 

+  3,10116 

+0,5 

+  2,04h.n 

+0,0 

+ 1,11200 

+0,7 

+0,39317 

+0,8 

\  Ü.OOSOO 

+0,9 

+  0,11174 

+1,0 

+  1,00000 

Am  dlm€0  ZMmu,  die  aicli  mittolat  der  obiges  Tafeln  io 
unwelii  knner  Zell  liereclioeii  lausen»  achilesat  »an»  dann  die 
gegebene  Glekbung  .Jedenfiüle  eine  melle  negative  Wnnel  swi- 
•eben  —  Ifi  uod  —  0,9  bat  Weil  ferner 

bl,  »o  bat  die  l^leichung  offenbar  eine  reelle  posilive  Wuczei» 
im  «ehr  nahe  4*0*8  ist,  atid  da  eine  cubiscbe  Gleichung  nie  Sinei 
reelle  and  eine  imaginäre  Wurzel  liabeD  kann,  so  niiian  vnsere 
Gieicbnng  notbwendig  noch  eine  dritte  reelle  Wnnel  haben.  Da 
dae  leiste  Glied  der  enbiechen  Gleichung 

a?*  — 7ä  i-  7ssO 

fwsitiv  ist,  öü  ist  das  Product  <ler  (frei  Wur/ehi  negativ  ,  und  die 
dritte  reelle  Wurzel,  Idie  die  (ileichnuc  iiothuendi?  norh  haben 
mnss ,  nuifeis  luliiiicli  poi^idv  sein,  so  dass  aUu  die  üleichun^ 
eine  negative  und  zwei  ponitive  Wurzeln  bat,  was  aucb  ganz  mit 
(fen  anderweitig  gefundenen  Resnltaten  übereinstimmt.  Wo  man 
die  lielden  positiven  Wurzeln  zu  suchen  hat,  ergiebt  slch  aos  den 
Obigen  aof  der  Stelle ;  dieeeiben  kuonen  aber  nur  dnrch  weltare 
Theilong  der  betreffenden  lotervalle  und  die  bekannten  Mfihemngs- 
uMlheden  gefunden  werden,  was  einer  weiteren  Erlintemng  nichl 
»ehr  bedarf.  Im  Torliegenden  Falle  füllt  fibrigene  eehf  leiehl  fai 
die  Augen ,  wie  man  sich  zu  verhalten  bat ;  denn  da  die  den 
Werthen  -\  0,!S  und  -|-  0,9  von  t/  ontsprecbenden  Werthe  von 
f(u)=iP{u)^  0g{u)  der  Null  am  nächsten  kommen,  so  netze  man 
ciamal 

dann  Ist: 

n«  =r  OJjfa» 
I  — ii*  =  0,2775 

and  berechnet  man  nun,  was  sehr  leicht  l«t.  die  enlBprechenden 

Werthe  von  0{u)  und  tf^t(n)  mittelat  der  Formeln: 

<P{u)  ^  6M»^7n.    <Z),(tt)  =  7(1  — n*)*; 
m  er  hin  man : 

a>(u)  =-1.03700 

aad  es  lal  ahm : 
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miir#r/:  Mfr  m  mß^m 


ff 

^fi^  Itegtfn  dl«  beiden  poflUiveu  Wartein  der  Gleichung  twi«ch#ii 
-f  9,60  und  +0.B5  ond  twMm  üBii  DtoMM 

swischen  -^1,Ü0  uod  -00; 
„      +0,80  +ft85; 
+  0,85    M  +0,90. 


. ,  Salit  man,  nm  wenigstens  sinn  der  drei  Worseln  dsrgsgsfcs' 
nen  filsiehung  zn  bersdinen,  nimikh  dis  swiscben  0«80  nnd  0L8B 
Hegende, 

ii==O,8Üö00, 

#nil  Mi  d«m  Obtgen  «rlieUet,  dnss  die  Wnrssl  ssUr  «sIki  M 
030  liegen  nnis«;  so  bat  man  fdgande  Raehnnng: 


l-^ttnfcO^lgsOO 
l'4tt^  1.80500 

log»m  0,9057950— I 
lo<;./t2  ==0,8115918-1 
log.ic>=0.7173S77— I 

log  8  =0,9030900 
log.»*  s  0,7173877-- 1 

0,Ü204777 


I 


log  (1  —  M)  ö  0,2900ai6  - 1 
log(l  +     =  0,2564772 

lne;(i^ttS)  =  0,9466118-- 1 

io{5  V^r:i«=0J73S8»9- 1 


+  4,17328 
-6,63500 

(P(M)  =  — 1,46172 


log7=0,8460iM0 

lo-.  «2  =  0,8115918—1 

log  V^r^» = 0,7732669— t 

0,4299457 


—  2,091-20 
+  4,15292 

«iW^+XSwi 
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GiiicAimgtm  äurcA  IHääenm$, 


n 


log7sO;B4fiG060 

0^183688  (P(tt)  =  - 1,46172 

^(11)« -I- 1^1» 

=;  O^ÜOOOO 

log  V  f^l?  =  0,7732559  —  1 

Caucby  a.a.  U.  ündet  diese  Wuriel  auf  vier  iiecimalstelleii 
Mcb  Miier  Methode  =  l,3Öd9»  AbereioatiMnend  nll  dtm  obltgoii 

Mittelst  der  obigen  Tafeln  werden  alle  hierher  gehurenden 
Redl iinusjen  mit  grosser  Li»icb(i2Ueit  ausgeführt.  Für  den  prak- 
liichen  t«<'^>raurh  ivürdt*  «^j^  nhw  \  <>n  ernf^sn  \\  It  Ii!  ii^keit  Knin,  die 
obigen  Talett) ,  lii«  hier  ei^entlii-li  mit  als  t>ei.^)tiel  tnit!2;etheitt 
•ittd,  in  grüsserer  Ausdehnung  zu  be^itseu,  so  dass  das  Aren" 
vonf  rt  wenigstens  durch  die  einzelnen  Tanseodtheile  Ton  0,000 
Mi  I^ÜOO  fortecbrüte  and  die  Genauigkeit  his  zur  ^irhenten  Deci* 
■alatolle  §lag«;  Mich  mtete  man  natArUch  noch  buhera  PoteoMn 
ran  m  als  die  fünfte  berOckaicbttgen,  wenn  die  Tafeln  aar  Erleich* 
•ünng  der  AnflSanng  der  Gleichnngen  von  noch  liOheren  Graden 
ein  itm  flfvfWn  dienen  aollen.  Beaiaae  man  aber  eine  aoiehe 
Tafel  in  möglichster  Ausdehnung  und  zweclimSssiger  Einrichtung, 
bo  würde  dieselbe  jedonfall«  hei  der  Auflflkun^  der  numerischen 
(■leiehongen  lo  fielen  Fiiiien  die  vurtrcüiichsteo  Dienste  leisten 
bunaea. 

Hat  »ait  die  Gleichung  eine»  geraden  Graden 

«o***  i  +  OjO:*"— *  +  ....  i  ain-ix  +  02«  =  Ü 

anbulSiien«  ao  erhblt  man,  wenn 

•f 

.r=  — 

V  1  -a« 

wd  der  KOrx«  wegen 

+  «sii«— •(!— w*)» 
n  w. 
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72  Brunen:  lieber  äie  AufUnnmg  der  6UUlmH§en  äurcl^  Näherun§. 

O«  Ii.  IT. 

gesellt  wM.  die  fol^nde  traosformirte  Gteichoog: 

wo  es  DUO  leicht  Mein  würde,  die  Grässen  P  uod  Q  inittelut  d«s 
binomiaicbeo  Lehmatses  nach  Potensan  ?on  u  so  eotMickeln. 

Hat  luau  die  Gleicbuug  einen  irageraden  Grades 

aolsiiliOaaii»  s«  erhüU  man,  wenn 

_       n   » 

•         I  ^ 

uod  der  Kürze  wegen 

4*«te->ati(i--i^)^^ 

IflyW«— »(1— u»)« 
U.  S.  H\ 

gesetzt  vrird,       transformirte  Gleicliuug: 

wo  manP'  uod  Q*  wieder  leicht  uacb  Potenzen  von  u  entw  ickeln  kano. 

Wie  man  sich  alitr  hei  der  Auflösung  «lieser  transformirten 
lileichungen  zu  verlKiiteii  hat,  unterliegt  nach  dein  Obit^en  kei- 
nem Zweilul,  und  ich  will  mir  auch  noch  zu  hoiiii  iken  nicht  un- 
terlassen, (lass  mau  immer  a  uiit  hiureiclicii(ler  (jeuauii»keit  be- 
stimmen  muss*  wenu  man  veraicliert  sein  will»  x  mittelst  der  Formet 
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W0ifer9:  Ver§M€ä»  ätr  drei  Smtmer  p.  ISM^  Itt4«  u,  i»l  in  BerUti.  T6 


Vit  i'ber  gewiiKien  verlangten  Genauigkell  M  erhalten,  hs« 
nSfitfieb  besondere  Vorsicht  erfordert,  wonlber  sieh  im  AllftH 
Mloa  natarlich  liier  ohne  gnim  Weititafiglwit  nlchte  WMIeree 
«i|E«ii  lleet. 

Die  Berechnung  ond  Heraasgabe  «olcber  Tatein ,  wie  ich  dio- 
eeibsD  olieD  nlher  charalcterislrt  habe»  würde  nach  meiner  Ueber- 
leoKong  ein  «ehr  verdienstlicliee  UnterneboieD  sein  und  der  Wie- 
•enaeliiift  damit  gewiss  ein  sehr  engeoehmes  und  wichtiges  Geschenk 
gsmacht  werden,  de  dieselben  in  sehr  Tleten  Fällen  bei  der  Aof« 
iBsong  der  Gleichungen  die  wesentlichsten  Dienste  leinten  kUnnen. 
Mftchte  deeh  einmal  eine  Akademie  der  Wissenschaften  die  Pnbli- 
eatlon  solcher  Tafeln  zum  Gegenstande  einer  Pielsaufgabe  machen! 


V. 

▼«i^Mehuig  der  drei  SomMr  yob  1843,  1M6  vmk 

1857  in  BerUn. 

Von 

Herrn  Profeawir  Dr.  /.  Pk.  ffolferä 

Ett  H  e  r  i  i  o. 


Ueher  den  letzten  Sommer  vernahm  man  die  Äeu8«eruni», 
«elclif  häutig  hei  hesonderii  Witterung» - Kr^cheirmngen  f?pmaeht 
EU  werden  |iiieii;t ,  da»s  die  iiltesten  iieute  sich  keine«  .^liiilirben 
ertnnern.  iiiesi»  war  die  «^us^^ere  Veratdassung ,  dass  ich  die  drei 
eben  angeführten  Semmer  mit  einander  vergüchen  liabe,  vmi  ieh 
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erlaaba  mir«  Aber  da«  beifoIgMid«  TablM»  «in^  Bf  tilwuiggB 
SD  macheD* 

Aehnllch  wie  bfi  meinen  öiitersucfjuiif^eii  der  Winter  in  B^i- 
iio  babe  ieli  mich  oicht  %u  die  bekaiuiten  Greazeo  der  dcei 
AlMMile  JiHiit  Juli  uod  Aogyst  gtbimdea»  sondern  als  etneo  Soni- 
mertag  einen  solchen  angesehea,  so  welchem  dia  mittlere  Tenip 
peratur  waDigstaas  16^  R*  batrag,  Hianach  war  dia  Daoar  dar 
driit  Soinmar  • 

ISIS  Mai        Sept  9.  106        mit  89  Saanartagas. 

1046  Mai  2^— Sept  12.  114   „     »  07 

1887  Hat  9L-6ept.  la  ISl    „     ^  74  m 

Um  miii  baatfONDtar  alaea  Vergleieb'  aMtellaa  n  bOanaD  *  laba 

ich  die  letzte  Iänp8te  Dauer  fSr  alle  drei  Sommer  anp^enommen 
1111(1  für  die  einzelnen  Zwischenräume  von  8  bis  11  laurn  die 
niitllern  und  absoluten  Werf  he  so  dargestellt,  wie  das  Tahleau 
sie  /.eiat.  Au^  (ien)solbpn  ersieht  man  sogleich,  dass  der  letzte 
8ommer  allerdings  die  beiden  andern  in  der  mittlem  Temperatur 
nberragt  und  dass  auch  das  Maximum  inaerbalb  der  ersten  10  Tage 
des  August  das  im  zw  eiten  Drittel  1842  um  P,4  und  das  im  erstea 
Drittel  1846  om  flbertriü  la  aUea  drei  Jabren  iaft  der  Aagaat 
bervorragaad : 

1.  durch  die  höchste  mittlere  Temperatur» 
%  durch  die  Hftbe  der  grOsstan  Temperaftr» 
3.  dorcb  die  Zahl  der  Soromertage. 

Man  aiebt,  dass  dem  Extrem  der  Temperator  fcdaeswega  ab 
Werth  der  mittlem  Tamperatar  cetsprMt»  naftiaatllcii  aelgt  tUk 
diese  in  dem  Zwiachenraum  Aug.  I  «-IOL,  nad  betrachtet  man  die 

entsprechende  CorfO,  so  stellt  sieb  dieselbe  1857  als  der  Doreh- 

Mchnitt  eines  auf  beiden  Seiten  stfil  ablallenden  hohen  Berges, 
1846  hingegen  der  Durchschniil  tiner  Hochcfiene  dar:  diess 
zeigen  auch  die  Zablenwertlio.  Der  letzte  Sommer  nbiTtriÜt  die 
beiden  andern  hauptsächlich  durch  seine  hohe  Temperatur  im 
Mai  und  September;  liesse  man  diese  nach  der  in  der  Meteoro- 
logie gewiibolicben  Weise  fort,  so  trtirde 

1842  184Ü  1857 

dhi  mittSere  Temperatur     15^,1  lö«  9  \m3 

die  Zahl  der  Sommartage    46  80  57 

iatragan. 
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Ttm  IRia.  1B4«  ttfifl         M  Berlim, 


Was  die  anhaltende  Dürre  betrifft,  so  siebt  man,  dass  1867 
sowohl  fiberhaupt  mehr  Regentage,  als  auch  eine  gleichfurmigere 
Vertheilung  derselben  als  in  den  beiden  andern  Jahren  stattge- 
fiioden  bat  i8S7  kommt  nnr  ein  Zwischenraum  von  lÜ  Tagen 
▼or,  während  dessen  kein  Regen  gefallen  ist,  1846  deren  zwei, 
1842  aber  einer  von  2ü  und  ein  zweiter  von  8  Tagen.  Im  letztem 
Sommer  bat  aber  in  \Virklichkeit  ein  Zwischenraum  von  Tagen 
stattgefunden,  innerhalb  dessen  in  Berlin  kein  Tropfen  Regeo 
gefallen  ist 

Vergleicbaog  der  drei  Sommer  von  1842,  1846  und  1857 

in  Berlin. 


Mittlere 
tfiglicbe  Terope 
ratur. 
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Note  mr  Integration  der  linearen  Differentialgieicliniilg 

Uerru  Simon  Spiiier 
SU  Wies. 


Ich  setzte  iit  tiiLineni  frühem  Memoire  über  dieayen  <>egei* 
stand  (Tbl.  XXIX  ö.  m): 


r= y***  ♦(IM?)  Krf«,  (8) 


uini  kam  dabei  auf  folj^ende  swei  Uietcbuiigen  zur  bestiinDiiiiig 
von  ^  und  F: 

A«^+(4i<-Ä)«^+(2il-B+C-iiM^«)F=a  (3) 

Seien  die  Integraie  dieser  Gieicbungen : 

80  hat  man  (  Diilich  diese  Werthe  in  folgende  gleichzeitig  statt* 
findende  Gieichungen 


Digitized  by  LiüOgle 


ta  MbstKiiIraa,  nnd  la  Mben,  «b  iiuui  ihoM  durch  iir«!  «alch* 
coa«liate  Zahlen  genagen  kann  fm  der  Regel  wird  etaa  aehick- 

ileha  Wahl  Vaa   /  za  aloer  aolaban  Zahl  lilhran),  die  aW  Inte- 

grmlions^eozea  tur  da«  integral  (2)  gebraucht  vietdca  koDaeo. 

Ftthrt  mao  aaa  In  (3)  eiae  neue  vaahhingige  Variable  I  in 
Racbnmig  ein.  mittelst  der  Substitution 


=  1. 
wadnfch 

gjj  =  (m  f  «  -  -2)  -  jj- , 


i: : 


=(«+11  +«-.3)«^*'^'+(«.+ii-a)«w-»>'^] 

Mrird*  ao  erbalt  man: 

J(ai+ii-2)v5^  +  (ai+ii^2)((«.+n  +  I)i<-Bl#^  ' 

Die  Einfiihrung  einer  neuen  abhängig  Variablen  %  nlttalat 
4er  Sabälitution 

gibt,  dm 

Iii,  Falgandaa: 

A{u  -t " — i)*        -l-  (m  +  a — 2)1^  (m  f  Jf — 2)  (1  +  2/c>  4-  3^ — ÄJt 
^a[iid^(ai-f  n  -  i)>  ^ifc(3^ -B)(m  •f-n-2)  4^  C-l]  »0» 

md  diaaa  vateiafacbt  aieh,  wann  man  k  ao  w&hit»  anf  daaal 


«M.  dam  obige  Gieicbnng  wird  dann  dnrch  I  abkOmbar  nnd  ninnt 
iaigende  Fen  an: 
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(4) 


•  •  • 


FOr  dM  Integral  der  Gleicii«i«g 

liuld  Ich  (elehe  dM  Joniliift  dM  Jalir|puigp  1857  der  Sitnmgebe- 
ffichfa  der  natiiem.  natorw.  Claaiie  der  kab.  Akademie  .der  Wie- 
edaeehaften  so  Wien): 

folglich  vst  das  iotegrai  d»r  Gleicliiiog  (4)s 


3-4— Ä 

aaler  1  die  Zahl  ^(m-f  fi.->2)  ^>  ^ 

kübriiche  Conatanteo  verstanden. 


I»« 
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Ratwickeliug  des  /utan  DiffinmtiAlqDotieiitiii  fm^. 

Heim  £tMo»  Spit%€r 
SB  Wl«a. 


Wk  g<fcci  MW  von  folgender  Formel«  die  Lloiville  m 
IBIett  Binde  dM  Journal  de  Tdeele  polyteeheiq»  aofbtiltle: 


ftkt  Ar 

Vi«« 


AP 
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Man  bat  dab^r  bebuiii  cier  Entuickelaog  voo  ''Jj^ 

Uif«rciitialqootienton  von  dem  Produkte  t  *  in  bildeiip  «Iii» 
denn  hiereio  x  =  a^  lo  eetien  and  das  eiliaitene  Reealtit  bH 

ff 

(4fi)*jr  in  miiUiplbiren. 

Führt  inaii  io  die  bekannte  Formel 

'^'J^J=i»w<?+Qp<^>«' + Q  #^'-«)«'+ .... 

dl«  SahtHMtiMM  ,   •  .         -  . 

Ps:e->.  <r  =  .» 
«in,  M  «rirtit  mii>  dl«  angcceigteii  Operation««  vcrriebtood: 

»  +  -IRÜpr  +  «(4«u*^ 


und  dieee  Reihe  bricht  fiOr  jede«  gante  positive  ^  ab»  Ist  eine 
andere  als  eine  ganae  nnd  positive  Zahl,  so  wird  diese.  Reihe 

i'ine  divergente. 

Gleichwohl  ist  es  leicht,  auch  für  andere^,  als  ganse  ponitive 
Werthe  von  fn  den  fiten  Differentialqnotienteo  von  s^  in  conver« 
gente  Reihen  za  entwickeln»  und  zwar  wieder  mit  Benutsiiag.der*. 

selben  Formel  von     ^  ;  nur  setzen  wir  jetzt  in  dieselbe 

Da  aber  die  weitere  Rechnuncr  keine  Schu ieri^keit  darbietet,  so 
nnterlassen  wir  die  weitere  Aus iüb rang  derselben. 

.p  ••ifl.i 
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DmtdUnig  des  oiMDdUcheB  KettwbraclM 

*+  — I  

 i  

In  gesrhioiiener  Farm,  nebst  anderea  Bemerkapgra. 

Herrn  Sim^n  Spitzer 
•a  Wies. 


Aas  Legeudre  s  Geometrie  folgt  fttr  den  Werth  de«  ohh 
gM  Bradbee: 

"  *    i  +  2!  *(x  + 1 )    5li(x  + 1 )  (i  f  2)  *  •  • " 
lü.  Nm  IlMt  «idi  9(ß)  Mch  to  dantdlmi: 

1)1  Irjjijjj + ij + 21  (A  1)1 + arx^! + I  • 

Mj^lkli  iet  obiger  Ketlefibrudi  gleich: 

1      .    1    .   U     ,        1  . 

(«- i)l  *  lÜl  +  2!(ar  +  1)!  +  31     +  2;J • 

+  l>i  ^ 2! +  i}I  ^  3i ü>l  ^  —  ' 
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tA^jßii'^iT :  ßameiLtiiUM  umadL  Metteubnc/uin  gnehL  form^  iDP. 

* 

V^r  f*  ^         ■  t'^ 

— j  CO« (»e»v'*»»-fi« = + ira + Sa + äüi + 

o  • 

die  ich  bei  Gelegenlielt  der  Integretien  der  Gleicheng  ssO 
(TU.  XXVL  S.67.)  eotwiekelte,  eo  het  mn,  dleealbe  «nel  düe- 


•oniit  iiit  nMUi  als  Werth  des  vorgelegten  Ketteobmehee : 


n 


wenn  nach  volleiiileler  ilifferentmtion  r— 1  qcsrt/.t  ivird.  Es  er- 
scheint also  dieser  unendlicbe  Keltenbruch  in  der  merkwürdigen 
Form  eines  Bruches,  dessen  Zähler  und  Neoner  DiffereBtielqiao- 
tieateD  sied  mit  veriDderllcbein 


ich  füge  hier  noch  einige  Bemerkungen  bei,  die  Bezug  auf 
Mher  von  mir  geiieferte  Arbeiten  tiaben«  Das  Integrei  der  Gleicboim 

ist 

wo  ^  und  B  positiv  unil  m-^ny  1  is(,  .^oost  «iber  beliebig,  und 
ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

% 
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IX. 

Bemarkmig  mr  Jm^raüoii  der  Gieic^uiig 

Von 

HerrD  Simon  SpUxer 

m 

INtt  Gleicban« 
IlMit  sich  folgenderinatMo  scbreibro: 

feroer  die  Uleicbung 

tmii  Fsmeln  «ieht  in  be^Ciaipieii. 
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M  ^  Cf  irMf rlr  Mirkwürät§4  Comtrua.  des  grSMüm  im,  «. 


Merkwöidtge  Conilractioii  dw  gräMtea  in»  md  det 

kleiiistea  um  eine  Ellipse  beN(  luiebenea  Vielecks  ¥00 

gegebener  SeitemahL 

Von 

cieiii  Herausgeber. 

In  der  Ai)iiaiKilung  No.  IL  habe  ich  gezeigt,  T\ie  .«ich  das 
grösste  Dreieck  in,  da«  kleinste  Dreieck  umi  eine  LMIjisi»  beschrei- 
ben lässt.  In  (]pT  vorlieü«*iMi (Ml  Af»h;uuilniii»  w*»!!  icli  jetzt  diese 
Betrachtungen  auf  in  und  um  die  LlUp«e  be«»cbriebene  Vielecke 
von  gegebener  Seitenzahl  äberhaupt  erneitern,  whs  zu  einer,  wie 
ich  glaube,  sehr  benierkenifwerthen  allgemeinen  Conetruction  sol- 
cher Vielecke  fuhren,  nml  Hie  Lehre  ▼om  GrOeeteo  oDd  Klelntfleli 
nicht  anweeentllcfa  erweitern  wird. 

Zuerst  Holieii  wir  die  folifeiide  Aufgabe  autiusen: 

In  ein  derch  eine  Sehne  abgeschnittene«  Sef^* 
nient  einer  EllipMc  das  grosste  Dreieck  zu  be- 
schreiben. 

Die  Anomalien  der  Endpunkte  der  gegebenen  Sehne  seien 
Mo  edd  u^,  wobei  wir»  waci  offenbar  ferslattet  Ist«  grSaserer  Bin- 
ftehhelt  and  Beatininithelt  wegen  annehmen  wollen*  dasa  «15  klei- 
ner als  sei.  Da  dieselbe  Sehne  nun  aber  immer  zwei  Seg- 
mente der  Ellipse  abschneiriet ,  so  ist  es  oütbig,  dass  wir  uns 
vereinigen,  welches  dieser  beiden  i^epmente  wir  im  Fol|»enden 
b*»trachten  wollen.  Wir  wollen  aijer  immer  dasjenige  dieser  bf^den 
Segmente  \u  s  Auge  fassen,  dessen  elliptischen  Bogen  man  durch- 
läuft, wenn  man  sich  von  dem  durch  die  Anomalie  Uq  bestimmte 
Endpunkte  der  Sehoe  an  nach  dem  durch  die  Affffmalle  i%  ba- 
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Endpunkte  derselben  bin  in  der  Rlditung  bevvegtv  nneb 

reicher  hin  die  Anomalien  vc-n  0  bis  360^  cezählt  werden.  Ip! 
«1  die  Anomalie  ir*»end  eines  Punktes  in  dem  Ha«  auf  diese 
Wefue  bei>(tiiiiiiitu  Sf»!rment  U<»gränzenden  elliptij^cfit  n  Uni^ei),  .^o 
liehe  mnn  nach  diesem  Punkte  von  den  Eriil|Mnikteii  der  Seliru- 
gerade  Linien,  welche  in  Verbindung  mit  der  jSehne  ein  in  das 
Segment  bee:chriebenes  Dreieck  bet^ränien  werden ,  dessen  FlHcben- 
InUt  wir  dnrch  ä  bezeichnen  wollen.  Unter  den  gnninebten  Vnr^ . 
—nntinngiw  int  bnknnntlicb  : 

nnd  cn  ist  nnn  nnsem  Anfgnbn»  die  Anonudin  %  nn  sn  lisnlia 
■nn»  dnnn  A  nb  Msiirnnm  wird»  wolMi  nntfirllcli     nnd  nin 
cnnninnt  nn  iMtrnciiten  nind.  Dnreli  iXiferantittinn  nndi  n;i  erhilft 
muk  nnglnleh : 


«ad  bieraae  terner : 


f  ol;4licb  mi  die  gemeinscbnllliche  Bedingung  des  Manniiuns  nnd 
Minimnnii ; 

ninUi%-Sn|^iO»0, 

m^i^Ms>  ^ieb  ,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  gsnae 
ZnU  be«eicbnet« 


Weil  i(n«  \  1%)  nielit  grosser  nIn  8«  ist,  nn  lunn 
fem  «1  pnnlÜT  nein  nnd  9w  nicht  flbersteigen  soll,  offenbnr  nnr 

1=0  und  i?  =  i:l»  also  blo&6 


»)  H.     &  14.  In  dleMHi  Bswlr. 
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86    ^f^nerl:  Mtrkwürdtirt  Cotatmtt.  dei  frümtm  im,  4n 

'  Offanbar  eiit«prt«lit  db  AiKUtuill«       •  •       i  i 

dem  Svgment,  wrleh^n  irlr  hier  betmclit^ii. 
I  Wenn  \{u,^  f     <    Hi,  «9  Imod  mii,  da      po^tW  eetn 

•    •  ♦  •         •  »  I' 

•    ■  > .  » 

und  offenbar  s^«)  nie  grüMer  al«  n  also  auch  ai^i(tfo-|-ii||) 
nicht  grosser  aln  9c  sein  kann,  so  gehQit  der  dorch  die  Änonaile 
«1  hesünimto  Punict  im  AlJffemaineiB  aageoscfaelnlicb  immar  dbä 
das  gegebene  Se^rment  m  gansen  Ellipse  ergänaendea  Segment  mu 

Wenn  ;(»..  +  t^s)  >  »  ist,  so  kann  man,  da  «1  nicht  grünest 
als  2«  sein  darf,  nicht 

■ 

•«I  =  U««o  +  «1)  +  ». 

sondern  mnss 

Hl  SS  J(»o —  « 

setzen,  ^eil 

+ «s)  — «•  =  »(•s  -  »•)  t 

aiäü  wie  vorher  iC^o  +  ^a)  —  nicht  grösser  als  n  ist,  »o  gehört 
der  tlnr.  Ii  die  Anomalie  i/|  be-liinriife  Punkt  im  Allgemeinen  anixon- 
.seiji^ifilich  v^iedcr  dem  das  gegebene  Segment  zur  ganiten  iUiipee 
ergänzenden  Segment  an. 

Hiernach  kann  m.in  also  nur 

«i  =  4<«a+«a) 

setzen,  und  es  eri>tcht  hieb  nun  hieraus  unmittelbar  die  fulgeode 
roerkwiirdige  Coiitttruction  des  grOssten  Dreiecks,  %%eicbcs  »ich  in 
daj^  g^bene  S^^mtsut  beschreiben  lässt,  da  cosl(itf— 'it<,-|-t(^)ss}y 
und  folglich  der  WertH  des  swsiten  Differential  -  QaoüeDtea 
—  a6sint(Us  — tio),  also  negativ  Ist. 

Ueber  der  Uauptaxe  der  £llipse  als  Durchmesser  beschreibe 


nasMasig  ist. 
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AMMm  mm  «tfit  jflfBrog  iMcMik  fSMuta  »u  jiMiii-tiittmiil,  fil 

«fM#  wia  Tif.  L  Fif^  0.  Migt,  «Imb  Kttl«.  Vm  4mi  Eid§fpiiktoB 
4i  der  gegeben«»  Sehne  A^A^  Hille  man  epf  die  Huppt« 

iBi  Perpendikel  ond  Terlängere  liieeelben ,  bU  ▼on  ibnen  der  bch 

■ebriebene  Kreis  in  Aq'  and  J^'  ge^chnittea  wini.  Nun  lialbire 
iTiaii  <ie!i  Kreii^bo^en  /l^'/l.^'  in  und  fölle  von  A^'  aul  (Üq 
^iaii^tax*'  eifi  l'ef jieiidikel ,  h eichen  4ie  Ellipse  iu  Ji  i^cbrieidet. 
{ißbt  man  dann  dm  Linien  AqAi,  A^Ait  eo  ist  4^AiA%  d«^ 
grufste  Dreieck,  welcbee  «leb  in  dM eliiptlficbe SegnMt»  in  d«Mi 
m  liagt,  be«BbreibMi  iMet 

Die  Gleichung  der  durch  die  Anomalien  «q  und  t%  beetimm- 
teil  Öebee  isi  bekanntUcb: 

^»  eee  4(tfo  +  K«)  -f  ajf  ein  i(ti(»  ^  t%)  s:  06  coe  |(ilo —«4)  ^)» 

vi  die  ^eiehong  der  die  Ellipse  in        dvreh  die  Anqeieliff 
^-|-ai^  bestinipifen  Penkte  Beffihienden  let: 

f  coe  «Mo  +  «1)  +  I  ein       +  «»)  =  1  **)  s 

eine  let  diese  Berührende  offenbar  der  Sebne  parallel ,  woraus  dae 
I«  Obigen  Bewieeene  noch  nnmlttelbarer  folgt»  als  doreh  die 
eMge  Denleilung,  die  fvir  Jedoeh  nicht  ohne  Aheicht  hier  nMge* 
thettt  heben. 

■ 

Die  Constraotion  des  grGi^sten  Vielecke  Yon  gegebener  Seiten* 
>aM,  welcbea  eich  In  eine  EMipne  beadirfiben  liaet«  ist  non  Meht 
aaf  folgende  Art  an  geben : 

lieber  der  Hauptaj^e  der  gegebenen  LUipj»«»  als  Dnrchmeisser 
besebreibe  man,  wie  Taf.  I.  Fig.  7.  zeii^t;  einen  Ikrei^t  Soll  nun 
betepielsweise  dea  gröeste  Siebeneck  in  die  Ellipae  beacbriebon 
werden,  eo  thelle  man  den  beechriebenen  Kreis  von  einem  belie-  « 
Mgan  Punkte  AJ  an  In  den  Penkten  4o'«  4'.  A^'^  A^', 
4i\  4^'  in  aieben  gleiche  Thelle  ein»  und  ftUe  von  dienen  ThelK 
punkten  auf  die  Hanptaie  der  BNipoe  Perpendikel,  welche  die 
Ellipf-^e  in  den  Punkten  A^^,  /f| ,  A^,  A^^  A^.  A^,  8chneiden; 
die*<*  Punkte  sind  die  Krki*n  de«  xii  he8chreibenden  grrMflteo 
8ieheiu'ckii .  ttinl  ^^rhen  da.Sj»ellHi ,  t^eitn  man  nie  durch  Sehnen 
4cr  Ellipse  mit  einander  verbindet 

■ 

Der  Bewein  für  die  Ricbtigkeit  dieeer  Cenetmetion  kann  ndt- 
Iriet  dea  Obigen  leicht  auf  folgende  Art  gelUhrt  werden. 


«)  Tbl.  %%MV.  &  aia. 

~)  A.  a.  O.  &  aT«. 
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88    €rmm§ri:  MerkmrdUje  Cmutnct,      griSsmn  in,  w  4m 


Wir  wollen  annehmen ,  das«  AfsA^A^A^A^A^A^  ^*iti  mit 
bigea  Auoiualieo  in  die  Ellipse  bci>chrieHeTie8  Siebeneck  sei, 
Theilen  nun  die  Ponkte  A^^',  Ai,  A^ ,  A^' ,  A^'r  Aq'  den  über 
der  Haiiptaxe  als  !>nrchmes«Jer  beschriebonpn  Kreis  nicht  in  hieben 
gleiche  TbeÜe  ein,  ond  ist  demzufolge  ( nicht  /fy'/l,'=/f,'^2'. 
•0  denke  man  sich  den  Kreisbo||6n  AqA%  in  dem  Punkte  Üi' 
In  swei  tlHrhe  Theile  getheilt.  von  diesem  Punkte  auf  die  Haupt« 
■ze  ein  die  Ellipse  In  Mi  «clineideDdes  Perpendikel  KefÜllt,  ond 
die  Sehaen  AiA^  «nd  A^ä^  der  Ellipse  iBeteseD.  Dm 

Ist  nscb  dem  Obi<^en  des  Dreieck  ^o^t^a  gHtsser  eis  des  Drei* 
^k  Ai^AiA^f  folgllcb  das  Siebeneck  AqUiA^A^A^A^J^  grOseer 
ab  das  Siebeneck  AqAiA^A^A^A(,A^.  Hieraus  scbliesstmee  aber 
nun  ferner  leicht,  dass  das  f^nlsste  Siebeneck,  welches  sich  in 
die  Ellipse  beschreiben  lässt,  nur  das  sein  kann,  bei  welchem 
die  Punkte  /j^'.  Ai\  A^',  /Ij',  AJ,  A^\  A^*  den  über  der  Hanpt- 
nxe  n\s  Dorchmesser  beacbriebenen  Kreis  in  sieben  gleiche  TheÜe 
theüen. 

Wir  geben  non,  indem  wir  alle  verber  gemacbten  Festsefm» 
gen  beibehalten,  so  der  AofiSaong  der  folgenden  Anfgabe  flbcrs 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig. 8.  durch  die  Punkte  Ao  und  ^.,*) 
Berflhrende  an  die  Ellipse  gesegen  sind«  so  soll  man 
den  Punkt  Ag  so  bestimmen»  dnss»  wenn  man  dnreb  den* 
seihen  eine  dritte  Berfibrende  nn  die  Ellipse  sieht» 
das  ven  diesen  drei  Berfihrenden  nnd  der  Sebne  J^iifg 
eingescblossene  Viereek«  dessen  Flicbeninbatt  wir 
duri*h  F  beaelcbnen  wollen,  ein  Minimum  wird. 

Behalten  wir  die  in  der  Abhandlung  rsr.  II.  ein^^efuhrten  Be* 
seichmingen  hei,  so  ist  in  dem  ersten  der  beiden  in  der  Figur 
dargestelllen  Fälle: 

^     cos  1(U|  -  l«o)  008         -  Mo)  ' 


*    ciis;(%— «^)««Wt(«iB->'i) 


#o,(iK>)  =  Tq  tang       — i<o) , 

%(eHO — »1itangl(Mi-¥o)  ***); 


1b  der  Flgnr  fiadeo  sich  überall,  4«r 
formitftt  mil  der  Ahhandloar  Nr«  II.  weg«a,  nur  die  aa  des  Bachstabeii 
^o*  "^i*  ^s»  n^s.  w.  «teheaded  uaCerm  Indice«. 

M.  s.  S.  34.  In  daetera  Bande. 

N.  «.  S.  85b  in  dlemi  Bsn^ 
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wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  das»  tang4(ii,— «i,)  «r«g«n  der 
forbtrgelMDdeo  Aoadrücke  von  ^(tio)        %Kao)  positiv* 

ml  dftli«r  ain(ti^  — Kd)  piMtiltv  ist. 

swrilM  4er  Mdm  te  dtr  Plg«  4Miitliiiliwi  mi»  ist : 


«0  = 


M  wto  Mf  dimibe  W«iM  wie  Torbet : 

wobei  man  mir  zu  beachten  hat,  dass  tangi(t%^Up)  n^e^cii  dor 
VMtagelieiidwi  AasdiOcke  voa  aegitit,  alee 

Mglkb 

I80*<i%^ii^<aao^, 

ittd  dabei  mo(i% — negativ  tat. 

Ree  iet  aber»  wtee  man  im  eratee  Fali^  4aa  abeie.  Im 
Hb  Fall»  daa  oolara  Salebea  nfaamt,  oianbar: 

akao  aacb  dem  Vorbafg^beudett  in  vöiUgtr  AUgaoMlobail: 


*)  M.  a.  8.11.  BBi  &ai.  la  dlaM  Baadii 
^IL«.8.atLia  AaMM  Biaia. 
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0p9m0Mf  mrmmmä  VmMlmm-äm  §F§mmjB,^m^ 


8m4(M|-tto) 


»•  ••  ; 


oder«  ivi«  maa  mitteUl  leichter  Hecliniuig  indet: 

F=  a6  taug  4Cwt — «o)  l  «in        ÄÜ*  ^.la^gKui  — «»)  Ung  4(«i— «i)  }• 
Sttien  wir  dor  Kilm  weg«»  •      ■ '  ü 

so  Igt,  wenn  nian,  üq  und  aU  cQ^atant  betrachtend»  nach  ii| 
ala  verftnderliche  GjNtaf^'diSKcntUrt; 

vnd  folgüdi  dia  gemeinadialllicha  Bedingung  des  MeTiBiinn  wd 
Bttniiiiaina  offenbar: 

langte«!— Kq)      tatig  yi<a~ti|) 
coeM«,-  Ml)«     ceeU«!  —  i^j***  ' 

welche  Gleichimg  man  [eicht  auf  die  Form 

sin       —  "o)  CO»  4(tti  —  «o)  ^  ♦io  K«i    «i)  cos  "i). 

«ho  ji^iyr  ^If  Form  „ 

^  ^iD(ii|-*%)B8ahi(iia— «i), 

oder  auf  die  torui 

sin («j|.^t<i) ^sinC«!  —  w^)  =  U,  '  ' 

felgUcb  uf  die  Form 

bringt,  wono  rieb  .    i.  >: 

ai«i(i%-»>i.4^it.)iiB0 
erglebt,  weiche  üitichimg  gaoa  mti  dieaeihe  VV  eU«  wie  eben  ia 

führt. 

Nm  iet  iieeh  den  Obigen  s 
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Aü»_  duyjiäj  -^mßtm      r^ti>)-*"giii  K«^— Ki)  cos^Ct^— üi)^ 


af7         cos ;(!!,  -7 Üq; sin .l(ti^  - ^^1  \  ^)  ,  . 


LiMt  MiD  aim ,  wie    liier  vetetetM  ki*  «er  KlIivf^.w^iee  im 
weg,  weichet  Terecb windet,  wenn  mao  «1  =r      -f  ti,) 
eeUt,  «o  ist 

^55?-    eee4(%-eb)«ceei(ii.~ii,)«  * 

uad  weil  '  e 

j^  =  a6t«ig4(fi.-.|^jj^ 

iet.  so  tut 

Sv?  "    2ces      — e;,,)«co«      —  «1)^  * 
MMrlicb  imer  bloee  onter  der  VonaeeetBeng,  daee  «Ikk 

mmUL   Für  diesen  Wertb  ima  «1  erbiUt  man  aber  auf  der  Stelle: 

8*F  a^»j?m^(tv_J[^  _  fl^tany  K«,  —  tip) 

9i?  — fiÄiC^iÖ*      eeel(tt,-iio)*  ' 

ved  aieht  aleo»  daaa  dieser  zweite  Differentialqaotieot ,  weil 
stets  positiv  ist,  gleichfalls  steU  pedtfv  iel,  die 
Bedlagug  des  MiainianM  sieh  ebo  erftüt  selgt 

l^oii  le  nm  n  atno  um  1  i  im>  Ulipse  das  kleinste  VieU 
Iren  ge|(elietipv  6eiteniahl,  etws  det«  Ic leinst  fiie»> 
%€Mek»  %eee1l#eit>eii,  so  Wirde  «lan  Im  IVe«entn#liM 
f^M«  mhmm  mo  -rerfahren  wie  oli-e«  hmi  der  Beeclieeifee»^ 
Iw  gfftepte«  Vi^l-eeke  vee  fegeb«nee  fteilettaehl.'ig 

Vlllpvep  tfgr  jAil  Um  eli«lg«D  O^tetfeehlede«.  4iM 
m%m  m%  «ef  dl«  .obige  Wgid«  k^ttoMM  •  Pvafcto 
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i9t,  ii«,  iltf^4^  ^A,       »fehl  dar ch^ Sahn o«  nill^«^«- 

aocJer  zu  verbinden,  sondfffn  dtirch  alle  (lieöa  P|iBkte 
Berüiireude  an  die  Ellipse  zu  legen  bätte. 

Von  te  RIcMighilt  dletet  Conftfedion  tj^aneagt  ouui  äUb 
mittobt  des  Toriwr  Bewkseneift.  dnrab  gaos  flinlkfae  ScMiSM  wl« 

▼on  der  oben  gelehrten  Construction  des  gröesten  VIelseks  Tftt 

gegebener  Seitenzabi  in  die  Eiiipöe. 

« 

Ich  hol»,  dass  «nch  diese  Ceeslracteee  Äe  WidU%hsil 
des  CMraachs  der  AeoiBtllsB  hi  der  Thestle  dsr  1Elli|iee  sei» 
deetBsi  tu  Migea  geeignet  eeia  werde«. 


Zur  Theorie  der  Beugiingserscbeinungen. 

VSB 

Herrn  Dr.  Mekfu99f 

|in»TlM»ri«cheai  Lehrer  der  höliereo  Miitheiaatik  nad  höheres  Heebsslk 
SB  dar  höhcra  Gew«rlM«€hula  m  Darms la dl» 


Vorbemerknnge.B. 

1)  Es  erbellet  leicht  aii8  dem  Priticifi  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten, das»,  wenn  ai^i  drei  in  A'  zusammenstoaßende  Geradeo 
P,  Q,  R  (Taf,  II.  Fig.  1.),  welche  als  llräfte  betrachtet  sich  das 
Gleichgewicht  halte»  wfirden,  von  eioem  Psnkte  M  sos  Perpen» 
dttnl  gefiült  werden  ond  die  Entfemangen  der  Fusspunkte  der- 
selben ven  A'^Pp  r  lieissen,  immer  Pp^4lq+Mrs,Q 
websl  ein  eeleber  Abetsnd  p,q»r9iM  poeitiv  eder  n^tir  m 
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2§ä/Ui»:  Zur  TAeorie  iUr  ßeugimgierscAeimuiggm,  ^ 

^tracbteo  i«t,  jeuachdem  derseltie  mit  P,  Q,  R  auf  einerlei  oder 
ibf  en%e^enge«etxte  Seite  föllt  Diess  ergibt  «ieli,  wenn  maa 
M4*  als  sarflck^elegteD  Weg  4m  AngriffitpuDkiw  A'  beteehte^ 
•ndi  leidit  r«ia  geonwIrMb  ktmiemm  waitek 


?)    Sollen   zw  t'i  ÄuMdrüclie  zeom{w  —  ß),  z*  cob{w — ß')  iür 
jtil«ii  Werth  voo  w  einander  gleich  selo,  so  moM  ß=^ß' 
I9  wenn  /  wie  in  der  Theorie  der  BeugmigMrscbellltlllgm»  s  dia 
positive  AmpKlvile,  ß  die  Wegdlfferens  Ist  Denn  aua 


z  coa  «i  Goa  ^  -f  sein  «  aio  =s  1'  coa  toco^ß'  -t*'  smtoslüß^ 

folgt,  WOOD  mm  dttreb  cosie  di^dirt»  wegen  der  WillkahrllcbkoU 

fOA  tgie: 

xenmßsst'cmy B  seines s'ain/l'. 

i>jc  SminiK  der  Qu-idrcite  dieser  Gleitbufigen  liefirt  fr=:i',  ihr 
Quotient  («5/3=  al80  ß' —  ß im.     Nun  kann  aber  smß 

alcbt  =sio^'  sein,  «veno  nicht  m  eine  gerade  Zahl  iat»  also  ist 
ß^ß^p  well  eine  Pbaeeediiereni  veo  2«  keinen  Einiuee  bat 

Wenn  ein  ArtlKTtheilcfien  in  Foli»e  der  l^inwirkunsen  meh» 
ferer  Lkhlquolltvi  di*  Au»v\  t:itl*uni:en  sin  (/r— a^-^in  (tü-^i^)  — 
aea  der  Gleichgen  icht.sUge  autszufiihren  bitte,  wo  a^»  4^.^.  die 

"Int  2n:x 

Amplitaden,      =  - ,  ^  ,    7' die  OHcillatioosdauer,  Ä  die 

WeUeeläege,  x  die  Wegdlfferens  vorntellen»  eo  Ist  sein  eigent- 
Wwr  Sinnd  dnrcb 

%  sln(i0 — sia(io  —  /la)    . . . .  =  iSe  ain(io— A  = 
aasgedrackt,  wo  ■ 


X*  Ä  [^aio^]<  +  [.Sacos/9]^,   tgiess  JJJ^- 

£e  lelgt  liieraus,  da  2  von  10  unabhängig  ist,  daaa,  wenn 
•fai  andere«  Aethertheilcben  befrachtet,  ivekhf>s  um  d  weiter  ven 
iiSMitiiclMn  Ersebttternngsnilttelpnnkten  entfernt  ist»  seine  Am- 

plitede  1  dieaelbe  bleiben,  aeiue  Phaao  aber  um  -j- 

hleiner  sein  wird;  denn  es  Tertioecbt  sieh  nlndinn  in  eblün 

9nd 

nnr  ilwrall  «s  alt  m — r*    ^  Imm, 


wenn  ein  /.m  t^iaer  Bcagnngaeracbelnnnir  gehöriges  Aetliertheiiehen 
M  Tiifhreren  in  beliebig  gestalteten  Ocffnimffen  en>es  St  hir- 
ooä  eiithalteuen  Llrbtqtiellen  Erschütterangeo  em|>t;Mi£,'t ,  MiHche 
so  sähe  parallel  sind»  dies  sie  sich  nddiren»  seine  Auaweiditia|^ 
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1^        Ze$fn$9:  Zw  TAtarie  nkr  ffnrirfifixpifrifUftiiii^a 


steU  von  der  Fqrm  mein  wird:  z8in(tp— oder  zHm 


DUitflet  folglteh  d^r  allgM«iM  Avsdrack  fir.ai«  ämm- 

BeagBiig«er««h#Uiing.  SchHoHÜch  mI  noch  bemrlrt,  dm 
«iTii  AmmieliiinKen  vm  der  Foni  a|Sln(w— /lt)^^«ii»(i»'-— ^«) 

elne.Anplitude.g^en,  dwtti  Quadrat  soi^-fa,^— 2a|a,cofi(^-j|,). 


Beogoagaeracbeltisiig«'». 

1.  Wirkung  eioea  uoeudncb  ^choialeo  ParallelograniiiM 

Oer  Punkt  IH  (Taf.  IL  Fip.  2.) ,  welcher  der  W  irkung  des  un- 
eodiich  fschüialen  leuclitemJen  i^arallelogramme»  aus^^'eseizl  werden 
mW,  dessen  Seiten  AA's^P  und  AC:=zn  seien,  und  dessea 
lAmmttiehe  Aethertheilchen  in  gleichem  Pha^euau^tand«  augenoa^ 
men  werden,  sei  so  ^eleg«ii,  dass  aeine  Entfernung  tod  A  mit 
AA'  den  Winkel  P\  bilde,  und  soweit  entlernt,  da«a  «eine  Ab- 
Sünde  Ton  den  einaeloeo  in  AA'  enthaltenen  Aetbertheilcben  als 
inrallel  gellen  kfinnen.  Ea  sei  nnn  die  Wirkung,  wetebe  eine 
der  Flicbeneinbelt  entaprechende  und  in  A  vereinte  Ansnbi  ven 

2)^1 

▲etbertbeilcben  auf  M  auaabt,  =3«ain-^rs«8inta;  aladaun  kann 

nach  3)  die  Wirkung  den  Pnrallelogrammea  staln(u)— gesetzt 
werden,  wo  es  alcb  nur  darum  bandelt,  t  und  y  zu  bestimmen. 
Wir  verfahren  zu  diesem  Ende  auf  folfrende  Weise.    Ee  ist  pe- 

wiss,  das«  wenn  <ler  Streifen  AA'  in  meiner  eigenen  Richtung  in 
die  Laj*e  BB  um  BC—6  foiigeschoben  wird,  der  neue  8ch\vin- 
guagiiZUf«tand  d«'s  in  flpr  Entfernun;?  f  beliiid liehen  PunUteii  M, 
weil  er  &u»  der  ::)umme  der  l'^irnvirkungen  der  in  Bß'  enthaltenen 
Aethertbeili  ben  besteht,  gleich  ist  der  Wirkung  Ton  +  Wir- 
kung Ton  ii'i^' —  Wirkung  toti  AB,  oder  dass  der  Unterschied 
der  Wirkungen  von  AA*  und  Bß'  denjenigen  der  Wirknngan  vnn 
AB  und  A'B"  gleich  tat. 

'  Da  die  in  ä4B  beiindiichf^n  Aethertli t  lK  hen  unendlich  nahe 
alieinanderli^gend  gedacht  werden ,  ^es^en  die  Grösse  von  ae 
kanto-.mati  annehmen,  daas  ihre  Wirkungen  auf  M,  aia  Im  Efai- 
klänge  stehend,  sich  unterattltzen,  und  dass  sie  also  susaromen 
^»osiiiif  .n*iil«  ieien.  ^  Ebenso  ist  die  Wirkung  von  A'B'  nnf 
M  nick  3)f  well  alle  Theikben  dieaea  kleinen  Parallelogrammen 
«n  PcesPi  aibsr  an  M  sind,  als  diejenigen  in  AB, 


s  iidsln  «slnfm 


2«Pcea  Pm 
X 
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£eä/Mii:  Zur  Täeyrit  der  3eti$Mn0Sirs€äeinun§tMm  ^ 
f(Bract*  Uti.,^w«Mi  die  Wirkung  von  AA'  =^zbIu{w — /)  geseUt 


Aus  dieser  Gleichung  bestimmen  w!r  «owohl  x  aJ«  /.  Zu?ör- 
4tnt  folgt: 

I  j — 

=  iidttiB  ^.aain  j  co»(«»^  j — 

•dar,  dft>  wegen  de«  enendlfeh  Mefnen  I, 

•lojv — ; — 'io  =  — r— 


ist,  uaii  nii(  Zuziehung  von  2): 

n  t  ^               X  «PcoeP, 
«üPetoil...-^^^    ,   y=  j— i 


Mm  iet  die  ume  Wkkaag  der  «oendlick  echMlee  Spelle: 


n«  Wirkung  einee  Perellelegrennee» 

Vm  Mr  dieselbe  wieder  eieee  Meeaeteb  eeCraelelleB,  eei  die 
itMweieiieeg,  welciie  eine  der  Plidieiiehibeit  entopreclieDde  und 

!■  d^T  einer)  Ecke  A  eoncentrirte  Anzahl  von  Aethertbeilcheti  auf 
den  auencrhalb  der  Ebeue  den  ParaUelogramme«  gelegenen  ^ung^ 
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•tead  von  in  Fo(go  der  Eiovrirknng  d«0  PkitlMogMiniM  JIM' 
(TaCII.Fig.a)»  szxisin(w-  fi).  Um  i|  nnd  71  tu  hMÜMie*, 
▼«raehielM  mn  «M«  das  ParaUelognuM  lingi  der  Mto  AA^ 
nm  BC^n  fa  die  Lege  BJUB.  Aledaee  let»  wie  la  L,  treee 
die  Betfeiraefv  JVil  edl  AC^P  deo  Wiekel  J^»  «II  Aäf^Q 
dee  IVhW  bHdeli 

Wirining  von  AA  —  Wirkung  von  BB' 
SS  WIrkneg  von  il0  -  Wivkeeg  von  il'tf'/ 

d.  h.  wenn  t  ood  y  die  In  L  angeftilirte  Bedeetnng  iiabee; 

^  afaiCi»--!^) — 4  »  i — ^) 

.       ...  2ggeoeQt, 
8  saiii(«  —  1)  —  «aie(ti,--  y  —  j — » )• 

Verhandelt  mau  diese  Gleichtinor  ähnlich  wie  die  enUprecbende 
In  L  nnd  anbetituirt  den  Werth  von  z,  so  hat  man: 

eie-    ^    *  nie  j — * 

i  i 

Nimmt  man  Px  und  als  rechte  Winkel  ao,  eo  erfcilt  nuui 
j|  8=  PQalo  J.o.  Dieaa  let  alao  die  AmplUade»  welche  bei  «enk* 
vMbtem  Blnlklle  daich  alle  faa  BtnUaage  etebaadea  Aetbertbell« 
chea  der  ganxea  PaialMogrammiiche  bervor gebracht  wird.  Daa 
Quadrat  demelben  liefert  die  Intenaitit  J  den  Lichtea  bei  senk- 
rechtem  l)iir(  hlalle  *).  FOr  jede  andere  durch  die  Winkel  P,  nnd 
Qx  bestimmte  Richtung  iat  alao  die  mit  %^  proportionale  Inteo- 
aitftt  i  im  Paukte  M  x 


*)  Dil«  Dyniinük  beweist,  dai«  wenn  die  Uriachc  der  Enehnttctrung 
pifittlirh  aufhört,  «Ine  kngelfArinige  Welle  Toa  eonatanter  Dirie  fort- 
Nrhn  itet.  Nach  dem  G'eaetse  der  Erhalliing'  der  lebendigen  Kräfte  raa«e 
nun  Sific* ,  welches  dieavtnal  prn^ortioaal  i«t  mit  r^a^  ^  wo  r  die  Ent- 
fernung ▼  (»[II  (icnlrum,  ii  die  AiopUtode  voralelU,  consUtit  icin.  Km 
ist  aber  auch  erfahruagegaaiiaa  r* .  J  cod«Uu>1  ,  aUo  Ut  J  propovlieaal 
mit  a*. 
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i  l 

Um  die  dieser  Formel  enUprecheode  Beu2«ogBer.<scheinQDgoli||ee* 
tir  aof  einer  durch  M  parallel  mit  der  Eliene  des  Parallelognm- 
Ms  ndflieelellten  Bildtafel  a  priori  an  eonatmiren»  hemerke  niii, 
dM»  s*  B.  der  Anadroeh  PcoePg  nach  noch  anders  daigestelll 
werden  kann*  Zieht  man  nemlich  durch  den  Punkt  M  der  Biid^ 
tnfel  nach  dem  Mittelpunkte  des  Parallelo^ammes  eine  Gerade^ 
deren  Länge  =e,  »o  stellt  «cosP,  die  l*rojection  von  t  aul  P 
oder  eine  mit  P  paraÜLle  Gerade  vor.  Diese  l^aralitle  wollen 
wir  liur«  }i  die  1*1  ijcLiiou  O  (U's  IMittelpuiiiiies  il*>s  I^arallelograra- 
nies  aut  die  Kliene  der  Dildtalel  innerhalb  der  ietj^teren  gezogen 
denken  (Taf.  IL  Fii;.3^).  Alsdarm  stellt  OiV=p  direct  den  Aua* 
4rack  «cos Pf»  oder  die  Projection  von  t  auf  die  Richtung  von  P 

Pp 

dar.   WeoD  nun  /^cosi^^  =  -p  einer  ganzen  Aozaiii  von  Wellen« 
gleichkeflintt  so  verschwindet  immer  der  AosdnMk 

.  ffPcosPi     .  nPp 


«Pcos  Pi         nPg^  ' 
l  Im 

* 

miageoouimen  für  cos =  Ü  r  p  =  OiV  =  0 ,  wo  er  den 
Werth  I  erhilt  —  Ea  sei  also  ^sznlx  aladann  verschwindet 

der  fragliche  Factor  für  alle  Punkte  der  Geraden        ,  weif  alle 
Werth  von  ptsNO  liefern,  d.  b.  die  Gerade  MN  ist 
dankeie  Linie.   Ein  ihnlichee  Verhalten  selgt  der  aodm 


Faalor  von  f ,  welcher  entsprechend  in  |  "'^^  |  ongewan' 

AI 

deit  werden  kann. 

Wir  hnhen  eise  folgende  Constmetion  der  Bepgnngscrsche»« 
■Hii||,  Dweh  die  Piojeetion  O  des  klehien  PeiallelogMimes  anf 
dto  Bildtafel  siehe  man  senkrecht  gegen  die  Sölten  P  und  Q  &m 
PanUeloframBMa  die  Geraden  Oy  und  Oe  (Taf.  IL  Fig.  4.) ;  tu  Of 

pmllel  In  gegenseitigen  Entfernungen  =     die  Geraden  aa', 

€t^9  0*m*  dd't  90^9  fr  paraiiel  in  gegeoaeiügeu 

TiMll  XXX.  7 
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Eotlecuungan  =  ^  die  Geradeo  oa' »       y^'      dd'«  u'...«  Dieae 

geben  die  dankeleo  Linien»  da«  Gerippe  des  gnnten  PliineoMnes 
nn.  Die  InteneltSten  in  den  Zwinebenfeldem  wefden  iladann  durch 

die  Wertbe  der  Factoren 

nPp  .  p 


heelimnit.  Sie  feilen  vm  eo*  gerinfcer  ane*  Je  grOeoer  p  nnd  f 
md,  d.  b.  je  welter  das  Feld  eich  Tom  CeDtrum  O  entfernt« 

Die  Abatinde        Q       g«gin  P  and  Q  aenltrechteD  PanUie- 

len  sind  niit  den  Seiten  P,  Q  umgekehrt,  mit  €  direct  proportlo- 
pal;  je  weUer  man  also  die  liildtafel  liiuler  dem  Parallelogramme 
autstclit,  desto  mehr  !)reitet  si<*h  die  i^anze  Erscheinung  als 
Ihircliachnitt  einer  Pyramide  mit  jener  Ebene  aua. 

Ea  let  Idar»  daaa  man  durcb  Abmeaaen  dea  aenfcreebten  Abatandea 
d    B.  der  beiden  mittleren  Streifen  dd\  aa'  die  GrOaae  9p  erbill; 

ae  daaa  also  dleM^eUealSege  aaa  der  üieicbiing  ^  =  ^  berechnet 
werden  kann. 

Anmerkung.  Gewöhnlich  niiaat  man  die  Weileniänge  ver- 
mittelat  dea  Winkels,  welchen  die  von  der  Mitte  des  Parallelo- 
grammea  aenkrecbt  aaf  zwei  dunkele  Streifen,  z.  B.  ff*  und  e& 
geaogenen  Geraden  mit  einander  bilden,  lat  dieser  Winkel  ssp, 
ae  iat 

tgft  =  — - —  =  6p»  abo  A  — 

Man  befestigt  deeshalb  das  Parallelogramm  mittelst  einer  Kapsel 
▼or  daa  Objecttv  eines  Theodolitfernrobra  und  bringt  dessen 
Achse  aaerst  in  diojoniiie  dunkele  Ebene,  welche  durch  das  Pa- 
rallelogramm und  die  Linie  ff  gebt,  wo  alsdann  das  Fadenkreos 
die  dunkele  Linie  ff  trilft;  dann  stellt  man  dasselbe  In  die  don- 
keie  Linie  cc*  ein  und  liest  den  Winkel  beider  Ebenen  ab.  Wenn 
ancb  bei  dieser  Procednr  die  anf  der  Ebene  des  Parallelogrammea 
befindlicben  Aetbertheilehen  nicht  mehr  in  gleicher  Phase  stehen, 
so  ist  diess  doch  mit  denjenigen  der  Fall,  welche  in  der  Projection 
desselben  auf  eine  dm  eh  seinen  Mittelpunkt  senkrecht  cegen  die 
Richfuiii^  der  cMiil':dl<Mul»'n  Strahlen  geführte  Ebene  lirm^n,  und 
diese  Projection,  a\ f Irhc  «egen  der  Kleinheit  der  Verrückung  |ü 
dem  iiBaprfingiiGbeD  Parallelogramme  gleich  gesetzt  werden  kann. 
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wM  diM  ttb  #igMitlick6  Liclimaelk  betffadM«t  JedM&IU  ist 
m  kMbt»  dl«  aot  der  Verrflckniig  fi  B»thwMidige  kMM  ComcHoa 
der  ItlitMi  GWehoDg  abmMtoD. 


IIL   VVirkang  eines  lirei«ckeii. 

Nrhiebt  matt  Dreieck  .^BC  (Taf.  II.  Fkt.  5.)*  desnen  Sel- 
ten A/fz=P,  AC=:Q.  Rr=^R,  ISngs  seiner  Basis  Cum  Jie 
kkiM  Strecke  n  ireiter  ia  die  L^e  aßy,  so  let  wieder  wie  früher 

Wirkang  von  ABC — Wirkung  vou  aßy 
s  Wirkaog  ven  Aß  —  Wirkung  von  Ay, 

d.  Ii.  wenn  man  f^ie  Wirkufi'r  dos  Dreir;  Ue»  /IZ^r*=r  r^sinffc — 
•etstf  onil  die  Winkel,    welche  die  ^oii  dem  Punkte  A  nach  M 
gezogene  Gerade  mit  den  drei  Seiten  P»       H  biidet»  Pi,  Qg, 
Rg  gtBABBl  werden : 

^einCir-rs)  -  X|«n  (»-j^  j — 

.  «Pcoe  Pi 

i 

l 

wobei  zur  lU  rochnung  d(?r  r/mfliKssc  der  «chiualen  Streifen  Aß,  Ay 
die  Fi  rint  l  (\\  )  in  I.  btiuutiLl  uurd^.  Setzt  man  in  der  letzten 
fHf»ir?njii^  liii(it'r>pits  »lic  Quadrate  der  Amplituden  gieich,  zu 
deren  JiÜdung  mao  die  letzte  Formel  aue  (3)  rechterkend  enwen^ 
dnl»  wo  crkilt  OMn : 

ein  j  V  .  /^!*!lIir"V 

kPco^Pi  J      \  irQcoeft  ^ 
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Um  di«M  Formel  flir  die  leteiiellil  Id  AI  «iTereliifiMliiii»  den* 
ken  wir  ons  dee  Dreieek  ABC  auf  die  dmtb  M  gebende  BlU- 
Hiebe  projidrt  und  infrieicb  die  Seite  Q  in  ibrer  eigenen  Verifti- 
IKerang  rSekwftrte  nofgetragen ,  die  Seite  R  aber»  deren  peaitif« 

Ricbtnng  voo  B  nach  C  s^in^;,  zu  sich  selbst  parallel  nach  A  vtit* 
setzt,  60  das«  die  drei  so  erhaltenen  Linien  iltci  einaiitler  im 
Gieichge wicht  hallende  Kräfte  vorfitellen.   Die  i*ras«e  coei2|  i«t 

eledann  dureb   =:  •  dargestellt  (Tat  IL  Fig.  1.).  Nennen  wir 

ferner  voo  jetzt  an  Qi  den  Winkel»  den  e  mit  der  RfiekwSrtsyer- 
längerung  von  Q  bildet,  um  die  poaiÜFen  Richtungen  von  P,  Q,  R 
mit  den  in  Taf.  iL  Fig.  5.  angedeuteten  Pfeilen  in  Uehereinatfatt- 

inung  zu  bringen»  so  dass -in  obiger  Formei  —  cosQi  oder  — ^ 
an  die  SIeibi  von  coa^  treten  mnaa,  ao  iat  nach  1): 

Mit  den  entapreehmiden  Abänderungen  geht  nun  die  Inteoaitlln- 
fermel  Aber  in 

.  j;  r/^"»  -uy  /^"'"irY 

\  k£      Ii  J         Ja  Afc 

Die  Discussion  dieser  Formel  ergibt  kurz  folß;ende  Hauptum- 
stände :  Für  p  =  0,  =:  0,  d.  h.  n enn  M  in  die  Projection  A'  den 
kleinen  Dreiecken  föllt,  iat  t,  obgleich  tou  unheatimmter  Form 

SS«/.  Ferner  kann  t  nur  veräcbwuideii,  ucno  ain^^^  und 
ain gleichzeitig  =: ü,  d.h.  p = i» . ^ ,  q=  m' •  ^  sind ,  waa 

augenbliGklich  erhellet»  wenn  man  aicb  -      — ,  - — ^- —  ala 

iwel  Seiten  einen  Dreiecken  ^kt,  welche  einen  Winkel  ~~^Hh^^ 
einachlieaaen;  t  ateiit  aiadann  daa  Quadrat  der  dritten  Seilen 
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♦  ■    •  * 

/ 

BüUipiidrt  mit  J^p^     nQq^         Oie»e  dritte  Seite  kaan  aber 

MT  v^raehwhiden:  1)  wenn  die  einschlieiseriden  Seite»  =:0  «ind; 
S)  wenn  die  beiden  ersten  Seiten  gleich  und  der  eins^e^cblossene 
W  iuLel  =0,  d.  b.  Pp-^  Qff^  0  mi,  wodurcli  uch  die  Bedingung 
die  Gleichbeit  der  C^eiteii 


Ii 

selbst  befiMli^f.  Die  €»elcliiiii|r  1^  4^  Q^ssO  aleht  aber 
nacfc  sieb  A^  =  0,  d.  h.  man  befindet  sich  alsdann  auf  einer  dnrcb 

A'  senkrecht  gepen  R  ge/ouenen  (ieradcii,  welcher  I  ;<ll  keine 
w^tere Betrachtung,  alsetua  derjenige«  wo  Pp=Q  verdient. 

Betncbten  wir  alao  den  enten  Fall»  um  die  gaoie  Eracbei- 
rang  auf  der  Bildtafel  in  conatruiren.   Senkrecht  gegen  die  drei 

Seiten  P,  Qy  R  ziehe  man  durch  die  Projection  A'  dos  Drei- 
ecliCf.  aui  die  iÜMtafel  die  drei  (Geraden  A'n,  A'xy  A'g  (Tal.il. 
Fig.  0.)   tind  za  diesen  paraüei   in   gegenaeitigen  Abständen 

szp,    ^  >   ^       Syateme  ?on  Geraden  an'»  bb',  et^  iV, 

,  ff  §Sf  %  hh! deren  je  drei  aicb  in  einem  Punkte 
achneiden»  wegen  -f  -f  itr  0.  Da  nun  die  dnnkelen 
Ptoktn  blna  da  nein  können»  wo 


u-^*  Hu 

4  h»  wo  drei  Gerade  aicb  aebneidenp  ao  beben  wir  niebt  wie 
brfa  PnmIlelofKramm  dunkele  Streifen,  aondem  nur  dnnfceb,  auf 
Gtffttdon  aenbreebl  gegen  die  Seiten  gruppirte  Punkte  *).  Betmeb- 

ten  wir  noch  insbesondere  diejenigen  Geraden  i^TS,  A%t  Aq,  welche 

durch  A'  seiikreclit  gou'en  P,  Q,  R  laufen ^  z.  B.  diejenice,  deren 
GleichutiL^  ;i  —  0  i.si  i:  ür  diese  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  inteuaitütslormei  io: 


*)  DiMelbeo  sind,  mm  sie  besser  herTertrelee  tn  oiaebea,  ie  der 
iignr  all  ileiasa  Ereitea  emgibfa  «eiden» 
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•*  *    •  • 
•  •    -  •  •  '  ' 

Diener  Auedrack  kann  nie  Tefechwieden»  well  seast  die  lield«i 
leCiteD  Quadrate  gleidiieitlg  =sO  eeio  mtafee,  wie,  de  der  Fall 

p  SS  0,  9  =rO  acboo  frfilier  aoegeschleeeeo  war»  auf  «n^^eoi^^ 

hinauslaufen  vrflrde.  Es  GTs\bi  Bich  niithio,  das«  die  dönkelc« 
PnnLle  durch  *ln  i  auf  den  Seiten  des  Dreieckes  senkrechte  Strassen 
d iircbbrocben  werden,  auf  welchen  füe  hilensitSt  niemals  ganz 
erii^Tht.  wie  in  den  lihric^en  ant  J\  Ii  seokrecbteD  Geraden. 
Sie  bilden  den  sechsseitigen  Nteru,  treicben  mao  aaeiet  liei  Be* 
.trachtaag  dee  Spectrunia  göwabrt 


IV.    Wirkung  einer  geraden  Reibe  gleicber  und  bouio- 

leger  OeffaBogea» 

Wir  werden  finden»  daaa  dae  yen  efoer  Oefnnng  gettelMle 

GrundphSnomen  durch  die  Zneamroenatellung  mehrerer  ibr  gleicher 
Oeffaun^en  mit  parallelen  gleichnamigen  JSeitcn  zu  einer  geraden 
Reihe  nicht  geändert  wird,  sondern  dass  dasselbe  sich  nur  mit 
parnllele»  dunkelen  Streifen  durrhzieht,  Vielehe  srnkrorht  auf  der 
Verbindungslinie  der  gleichnamigen  Ecken  stehen.  Es  seien  z.  IL 
laoter  Dreiecke  zu  einer  Reihe  ABC*.  (Taf.  IL  Fig.  7.)  snean* 
'  mengestelit  und  der  ganze  Effect  =iiein(tr — y);  schiebt  man  das 
ganze  System  Aß.,..E  am  die  Distans  ^ssAB  weiter  Unge 
ee  kommt  jede  der  Figuren  A,  B,  C...  an  die  Stelle  der  nack* 
folgenden,  E  kommt  naeh        Ee  erhellt  akdann  wieder»  dann 

Wirkung  von  il ••••  £1  —  Wirkung  von  B         =s  Wirkung  von  A 

—  Wirkung  von  E' 

eei.  Setzt  man  nun  die  Wirkung  der  Figur  Asst g^nw,  eo  erhält 
man  folgende  Gleichung»  in  welcher  n  die  Anzahl  der  Oefhuagen 
A».».E,  A*  den  Winkel  zwiechen  A....E  und  der  Richtung  AM 

bezeichnet : 

Z|piiHir  — y)  — t|Sii)(tD — y  —  j  ) 

2  Olli  w  —  2  sin  (tc  ), 

oder 

Xi  sin  jjj  sin(i«—  y  —  ) 

.  nnAc^BA*  .  ,  nnAcwA' 
=::9in  -— -  8in(f«  =  ), 


1^ 
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S,§äfm99!  Mmr  Timm  dar  B§m§MtimmwfMmun»^  lOi. 


&in  ^  ■  ' 

~  *  ,  nJcoaJ'  I 

\tf  wenn  i  die  durch  die  Figur  i'  die  durcii  die  gam«  Kmiie 
A,*:h  iMwirkte  loteneitlU  voreteÜI: 

ern  ■    >  — 

8o  «fl  mm  I  ▼enchwliiilet,  ist  auch  t'=0,  d.  h.  das  Gnmd|ihi- 
IMbt  dastelbe»  aaMsrdem  bC  dMMlbe  aber  doreb  «Iwi 
Factor  nodifieirt»  weleber,  weoo  6  die  Ptojedion  de« 
StablM  AM  uf  die  Richtung  A....E  VMtattt,  Idciit  In 

U 

.  nM 

^  erwandelt  wird.  Ist  atsu  wieder  die  l'rojection  der  ^egen  die 
EoÜeruuü^,  I  sowohl»  aU  gegen  das  sich  kegelfurmi«;  aushrei- 

trndf»    Spectmm  verschwindenden   Oeflnuni^en   A  K    auf  die 

Bildtläche,  ao  zeichne  man,  um  die  durch  daa  Veracbwinden  des 
SMiteo  Factors  Teraraachten  dunkeIeD  Streifen  m  Gonatrolrea, 

edebe  «enfcrecbt  gegen  die  Klchtung  AE,  und  iwar  in  gegeraei- 

Ja 

tigen  Enifernuniren  6  =  ^^^  lasse  jedoch  sowohl  den  durch  A' 
gebende» ,  ala  ancli  » onat  je  deii  nten  k^treiien  aua»  indem  ffir 
#=0,      ^  •  ^  ^^—Tf  "  ZSbier  and  Nenner  dee  fraglicben  Fak- 

imm  gleichzeitig  \ er.schw mdea,  derselbe  aber  den  Werth  er- 
bAlt»  ao  dwas  also  an  der  Stelle  des  itten  Streifens,  von  der 
Mitte  an  geaäblt,  jcdesnial  ein  Streifen  von  «^facher  Intensität 
wie  bei  einer  einiigen  Oeffrmng  eatstebt.  Fär  iiss4  gibt  TelL  II. 
V%.  8.  ein  Bild  dieser  Streifen« 

V«  Wirkung  einer  sn  einen  Pernllelogreninie  snesm- 
MeDgestelUen   Doppelreibe  glelcber  und  bemoleger 

Oeffnungen. 

Die  Geearomtbelt  aller  beugenden  Oeinnngen  ist  fQr  diesen 
MI  nn  beiintblsy  nie  eine  Reibe  ven  Figmen,  deren  jede  eelbet 
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104  iftmmtri:  Der  sm  wm 

•ioe  nuNimneiigetetite  Figur  AA'A"  bildet  (TatIL  Fig,!^  :  AMt 
mun  alM  AA'sssJ},  AB:ssdp  90  ihidea  wir  Mehts 

.  mnDd  ,  nnAB 

V     .    TtDd    /  \     .    r  y 

^  »10  ■  ^    y    V  «in-jj- »'iIh» 

Es  wird  «Im  jetzt  die  durch  die  Figur  A  allein  bervorgebradMo 
ErscbeinuDg  durch  zff-ei  sieh  dorcbkreozende,  auf  deo  Richtongea 
AEg  AAP  tfenkrtchte  Systeme  yon  Streifen  dnrcliechaltlee,  welche 
mit  dra  ia  IV.  betracbtetea  ftberelDetlmmen« 

■ 

# 

.1 


Der  Sati  von  Cotes,  auf  die  Ellipse  erweitert 

Von 

dem  Herausgeber, 

Es»  »che'mt  t;  :r  M»hr  hpmf*rke»4»v\ erth  zu  sein,  dass  das  be« 
rühmte  The;oixia  voji  Cot  es  sich  auf  die  Ellipse  erweiteri 
Iäs8t,  uod  namentiicb  dürfte  die  Leichtigiceit  merkwürdig  «eio,  mi 
der  diee  in  aebr  eleganter  Weise  möglich  ist ,  wenn  man  die  Sachi 
einmal  aas  dem  ricbtigen  Geeicbtepueicte  anfgefaaat  bat 

Die  Anomalie  i  ine.s  l)eiiel»igeii  Punktes  P  einer  mit  den  Halb 
axen  b  beschriebeueu  kLltipse  8ei  u,  uod  0  seien  die  Coor- 
diaaten  eiaea  beliebigen  Panktea  O  lo  der  Axe  2a  dieaer  £llieff 
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Uikr  der  Am  2«  ab  DvidmoMr  beschreibe  mee  einen  Krele» 
nd  beieicbiie  den»  dem  Punkte  P  der  Ellipse  eotsprecheoden 

Pnnkt  dieses  Kreises,  nämlich  den  Punkt  des  letzteren,  in  wd- 

tlicm  derselbe  von  der  nütbigcntalU  geburig  verlängerten  Ordinate 
de^»  Punktet*  P  auf  derselben  Seite  der  Axe  2a,  auf  tvelcbcr  der 
Punkt  P  liect,  geschnitten  uird,  durch  P'.  Die  vao  dem  Funictp 
O  oacb  den  Pnnkten  P  und  P'  «gezogenen  Geraden  OP  und  OP 
beaeichne  man  respective  durch  r  und  t'. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  uun  die  Coordtnatcn  der  Punkte  P 
und  P  respective  ac-^//.  h^'mn  und  ocosti,  asinr<;  und  nach 
einer  bekannten  Gruudiormei  der  anaiyUeohen  Geometrie  lel 
felgikb: 

=  (/— «  ceeai)<  -1-  6Hlni^, 

= (/■— r  a  €os  I«)*  +  o*  sin  m*; 

woraus  luitteUit  ^ubUacüuu  zugleich 

folgt.  Die  Gleichung  der  duieb  die  Punkte  O  mid  der  iiSge 
■Mb  bestimmten  Geraden  Ist 


acostf 


nd  die  Gleichung  des,  dieser  Geraden  parallelen  Ualbmessers 
der  Ellipse  ist  folglich 

dslnii 


Bsisicbnen  wir  mm  die  Coordinaten  des  DorebscbnlttspanklBS 
Acass  Hslbmesssis  mit  der  Ellipee  dircb  %\  se  imbsn  wir  an 
dersB  Bestimmung  die  Glelcbungens 

«oraui^i  mit  lie^iebung  der  oberen  und  unteren  Vorzeicheo  aul 
ir  leicht  erhalten  wird : 

V  (/'«^  acostf)^  o^sinii* 

^  aAsinu 
'       %^(7---acosii)«+a«sinn*'  - 
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ab  sin  u 


BmichDen  wir  d«o»  dar  d^fch  die  PiTnkto  O  and  P  der  Lage 
Dach  bestinnteD  Gmd«i  pmlleloD  HalboiMMr  der  fiUipM  mIM 
darch  M,  «o  Isis 

•od  folgllcb  nach  dem  Vorhergebeoden: 


g  V        g  cos  ii)Hft*a<ni^ 

^    V^/^  —  äa/€oa  mT«^ 

alao»  vrenn  maii  die  uiieti  £ür  r  tuiti  r'  gefuDdeoen 
einführt : 

R=zap,  alflo  r'  =  o^. 

Von  (lieser  bemerkenawerthen  Formel  läast  sieb  nun  die  Tolgeuiie 
AoweoduDg  machen. 

Mit  Beziebong  auf  Taf.  III.  Fi$i^.  1.  a^  in  der  Axe  3a  oneerer 

Ellipse  oder  in  deren  Verlängerung  ein  beliebiger  Punkt  O  ange« 
noniiueii  und  übtr  der  Axe  2«  als  iJurchmesser,  tvie  die  1  i^r 
leigt,  ein  Kreis  Letsclirieben.  Üiv  Peripherie  diese**  Kreises  tbi»ile 
man,  wie  ebenlalia  ana  der  Figur  eraicfatlich  iat»  in  den  i^ualiien 

io  2»  gleiche  Theile,  and  Olle  von  den  dadurch  erhaltenen  Thell- 
ponkten  aaf  die  Axe  2a  der  Ellipae  Perpendikel,  welche  dmcb 
Uwe  Doreheehnlttopaiikte  mit  der  Elllpee  auf  dieeer  die  Punkte 

A^t         A^f»»  Am^l$  Arn»  ■il»fl,«**«  Aam--*»  Atm-'t 

heatifumen.  Die  von  dem  Punkte  O  nach  den  Funkten 

Aqp  Ai^  A^ff*  Am—lf  Au»  An-{-lf  ^ta— e»  A^m^l 

genogeBen  Gereden  beaelehne  »an  reepectiTe  derch 

r)i»  't'  ^lii*"-  ^n^f  Tu§  f«-fi»«»*.  riü— at  rta->i 
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die  Foa  dem  i^uokte  O  nacb  den  Ponktoo 

ifo»  ^l'»         ••••       i'i  •••»  Atm^t 

§<Mganiii  Gerttden  nSgen  aber  mptdiftt  dafdi 

Hl'»  f|'»  'y'»  ••••  tW— l'i  Ttm-^'t 

b«M»lchiiet  «rerden,  wo  BttBrilcb  ro'  =  ro,  r/s=rn  rat.  Dies  wot» 
aiigg<Mi«tit,  i«t  uacb  der  oben  bewiei^oeu  Relation  aUgemeio: 

Fo^cb  iat: 

dM  GolotliciMo  LelinilM  Ut  aber  bektniitlkh: 


odtr«  weii 
tat: 

fojglkh  Mt  nacb  dem  VorhergebeDdeo : 


Femr  iil  nach  der  ebigee  ellgeaeiiien  Rebliotf : 
f^rsr^r«  ....fl^i  — 4IF.  ....  , 

ladi  dorn  Cote^ificben  Lebrsatze  u>t  aber  bekaonllicb : 


Digitize 


erumeri:  Btr  Mi  fMi  C#l#f,  mif^  Bttlfm  §nmltnL 

wenn  man  das  oUere  oder  untere  Zeichen  ninmit,  jenachdem  der 
Pnokt  Q  iuerlialb  od«r  ausserhalb  des  äber  der  Axe  2a  ab 
Datckamaar  baaclirieliaiiaii  Kreiaaa  tiagt;  folgiich  iat: 


,  ^  _  ^    »"O  «^4  U 


adar 


waao  MD  daa  obera  odar  ontera  Zaldbaa  ntmint,  jenaehdam  dar 
Pünkt  O  ianeihalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse  liegt. 

Gabi  dia  EUiyaa  bi  ainan  Kvaia  fibar,  aa  aiad  dia  HalhBiaaaw- 

^>  ^l^  ^%  -iim^t  Jfmp  Ah4i  ••••  ü^to-at  % 

8ämmtiich  ciiiander  eleich,  nämlich  alle  gleich  der  Grösse  o,  wo- 
XAm  erhellet»  dass  im  Falle  des  Kreises  die  beiden  abigen  iilel- 
ebungan 


-i.il    ^^Yi  — ^  Ii  Ja  I± 


wieder  In  dia  GlafebaDgaa  daa  Cotaaiacben  Satiaa  fibergabaa. 

Dasa  (Ür  alle  über  derselben  Axe  2a  beachrialMnao  EUipaaa 
nnd  danaeilien  Paokl  O  dia  baidaa  Prodnete 

Ti    rsi         Tf       r»«— 1       ,  r4  y^n-^ 

jBT«  TS"  •  Tjt  •  !>  TE —  ******    D~ '  Jy  I?  *7»~"**'BuI  ' 
JC|  J<r3    iC^  11^        iiaa-*!  ICq   Ii 2    1I4    «i^       *»aw  a 

aatfirlicb  nntar  Varaaaaatiung  deaaalban  n,  conatanta  GrOaaan 

sind,  geht  aus  den  obigen  Gleicbangen  von  selbst  hervor,  ist  aber 

jedeulalls  eine  sehr  merkwürdige  EigenscbaU  der  Ellipse. 


1 
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Der  Sat2  des  Ptolemäiis^  auf  die  Ellipse  erweitert 

dem  Herausgeber« 


Es  sei  -^0^1  beliebigem,   io  eioo  KUj|MO  bcschfle- 

äeses  Viereck;  die  ADomsllen  der  Punkte 

•etten  respective  durch 

«o.    «1,    «t,  «1 

■ad  die  äeitea  und  Diagonaleo 

•^0^1»  A^A^,  A%A^,  A^AqI   A^A^f  4^ 
MUen  dnrcli 

^»  *t*%9  Hm»  Htaf  ^M»  4>e* 

dieeeo  Seiten  und  Diagooaiefi  parallelen  haibisedaer  aber  durcb 

*)»>i»  v'ite»        ^iMf  ^Vm* 

beieicbnet  werden. 

r>iP8  yorenageiietzt,  haben  n  ir  nach  den  in  der  Abbendluiig 
Mt.  U.  bewieaenett  FeraielD    die  feinden  AeadrSches 

*.^=.iDi(«,-i.,),  4.^  =  «ni(«,-i«J: 
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und  folgiich  nach  muv  bekainnton  Zari«giiiig: 

«   cog4(iio— II,  — +     — cos U"o— «1  + 


Feroer  ist  oach  den  obigeu  Ftiriiiein: 
ilto  oach  «hMt  ähnlichen  Zerlcgong: 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle  die  fol^eude  merkwürdige  Gleichung: 

^o>i  ''in      »"i»»  '■»H»  ''o»a 


AgAg  A%Äg  ^  AiA%  A%Aq  ^   A^A^  AgA^ 
•W  *  »!w  1i»o  *)9ia 

WQ»  ivle  aaa  dm  Ohigco  hekaont  iat» 

^VM'  v*!«»  ''•>•»  '*•«<»>  'Vm»  'it 

die  den  Seiten  und  Diagonalen 

Af^Ai9  A§A%f  A^A^p  A^A^i  A^Af^»  A^A^ 


des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Vierecks  A^^A^A^  |Miall«li 
lialbMMr  dar  EJIIpaa  aiod. 
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Für  den  Krri«;  yiid  diesoHalbmeMer  sämmtlich  einander  gleick» 
nd  dto  oÜg»  Gleielmiig  gebt  daher  io  dieeen  Feile  in  die  Gleaelmeg 

über,  weldkas  bekanntReb  die  Glefcbnn^  dee Ptelenlleeken  Setiee 

fet,  iieit  iuiglich  der  uUige  üegante  6aU  vau  tler  LUipbe  sla  eiaen 
besondtreA  Fall  eolbält 


AemerkiiDg. 

Man  bann  necb  roancbe  Sitze  vom  KrelM  maf  Iboliclie  Art 
waf  die  Ellipae  erweitern,  wae  eusliibrliclit  r  zu  «rliatern  za  well 
ttreo  würde,  und  im  UenseD,  nacbdem  icb  bauptaäeblicb  Io  dea 
Aefcitae  Nr.  IL  die  den  Dothigen  Fermelo  entwickelt  bebe«  eoch 
keiner  beeeodereo  Scbwler%kelt  mebr  unterliegt  BelepMewelee 
■eg  ledeee  eoeb  Folgendee  bemerkt  werden. 

Wenn  wir  die  Wiukul  dee»  vorlM-r  betrachteten,  in  die  Elltpae 
Hf>^cbriebenen  Vit^recks  /4o'^i'^2^3  durch  A^^  /l| ,  A^^  ^  beMIcb* 
mm»  eo  let  oacb  der  AbhandiaDg  Mr.  12.: 


Rech  &  14  bt  aber: 

rort«  =  «•«in  i(«o.-f  «i)*  +  6»coa;(«o  + 
n,0*s#ilnU^8  i  «^  +  4^eee4(«t  +  «^'i 
elM  iel  effeabar: 

mud  i^auä  eben  ao  iat: 

elBil,=  ainUH-iii)- 

Aleo  iet: 

H«i'm  ikreiae  aind  die  Haibmeaaer  aiiamtlicb  einander  gleieb» 
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il2  drunert:  Dtr  Sai%  des  tioUmäuM, 

wie  bekannt,  Weil  bei'm.  Kreise  ^«rf  il«  =  180^ 
^bns.  ifif .  iboliek«  Art  wie  verlier  ielt 


•inil«*einJ«     Wi/  ' 


end  neiiiere  denleichen  Reletioaen  wfirden  eieh  ieiebt  finden 


Noch  ein  niidere»  Beispiel  einer  solchen  Em  eiU  riiDix  bietet 
der  bekannte  8atz  dar,  dass  die  iSunimen  der  Gegenseiten  eiiiee 
feden  dem  Kreise  uiaecliriebeaen  Vierecke  einander  gleicli  eind» 

Sind  die  vier  Punkte,  in  denen  eine  Lllipse  von  den  vier 
Seiten  eino  imi  Hie^elhc  beschriebenen  Vierfck»  berührt  wird, 
dnrch  die  An  nnalir u  ii^,  u^^  tij,  bes>tinnnt,  und  bezeichnen  wir 
die  vier  Seiten  dieses  Vierecks  durch  Iq»  >  H»  die  deoeel* 
ben  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  aber  durch  Tq»  r|,  r^,  t%% 
eo  Ist,  mit  Rücksicht  auf  Taf.  III  Fig.2.,  nach  den  in  der  Ab* 
handlung  Nr,  II.  für  die  mechiedenen  bier  nur  Betrachtung  kea- 
menden  Fille  bewieeenen  Femieln: 

_   rosini(ii,^tit) 


«1  = 


H— 


ce»  4(»i  — « J  cee  1(1%  -  iHi) 

COS       —II,;  cos  iC^Ä  —  U^)  * 

cos        —      cos       —  «i)  ' 

 ein  Kita— «o)   . 

^    ~*ceBi(«f — «o)  cosUwa  —  ' 

abe«  wie  man  eogleich  ttbereieht: 

%  +  & 
To  ^  H 

C05  '  ( 1 — Mo)COsU^^3 — y/,))  —  C0S  H^3  — f//;)COSa(Mg-^) 
— «D;(tt,  — tt,)  cos 4(1^— «ö) COSUW,— Iii)  COS         ~  «o) CO» «t)' 
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a  +  s 

n  ^  r, 

Mlttekl  Mnontcr  Zerl^ngtii  crliilt  bmo  Aber  invuidant  Uicht: 

Äilco«;(ii^-2ii,  +ii,)-cos;(«,— 2ifi  +  uo)); 

und  hieraus  ferner : 

s«fai;(ti^«*i^9faii(ai^-.ai|  -^Mt— Us), 

cos  i  («t  ~  >(d)  <:<M      ~  *%)  ^  M      — i(|)«M  ^1^) 

ihm  in  MMsh  4oM  Obigra: 

r^""  CO»  ;(«]  ~ CO»      — «i)  CO« —  «q) co«  i{ug — Mg) ' 

fi  ,  h  _    sini(i^-tio)»mUtt»  — ><i)  sin^(iio  — tia)  . 

I 

•ich  die  whr  nmfcwflrdige  Rclaticii 

^      n  n 


BcTs  Kniet  clnd  alle  Halbmccccr  dnante  gleich,  alcci 

«ltMM»l. 


TiillXXX. 
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Iii        Ti€l%:  HeiH  ifeomeiriscäe  Attftämn§  der  Aufgabe 


»I  .-  ..    .  « 


Rein  leometruehe  Aufloenng  der  Angabe  tod  der 

Dreitbeiluog  des  Winkels. 

* 

Herrn  Ttels, 


Aufgabe.  Rinen  gegebenen  Üegen  in  drei  gleit  be 
Tbeile  zu  tbeilen. 

£•  0ei  abtf^  (Taf.  III.  Fig.  a)  der  lu  theilende  Bogen  und 
der  dritte  Theil  deeeelben.  Zieht  neu  eledeiifi  diwcli  dm  flalMr 

rongspuDkt  6  dee  Bogen«  ab^  und  durch  dee  Mittelpunkt  e  dee 
Kreise»  die^Crorede  c^,  ileht  femer  doreh  a  den  Derehmeeeettey 

und  ^tm  §tj^,  i«o '«st  d^pavellel  weti  jLo(nj^=^actk,  IMiX 
man  ie/ner  durch      die  Geraden  c^^  und  ^621  so  ist 

daher 

mithin 

C2ff^c^ff%  nnd  ct|A9=c^c»  d.  h*  cff^rsgb^, 

Vm  daher  die  vorstehende  AufV^^he  zu  losen,  kommt  es  dACMi/ 
an,  z\\v\  (Gerade  rf/j  und  962  /^^i^hen  den  Parallel»^!)  ctt  und 
einzutragen,  da.ss  sie  einander  gleich  sind  und  ihr  Schnitt- 
pnolct  in  den  Bogen  aög*  föllt;  oder«  wes  dasselbe  ist,  für  den 
Puolct  einen  geometrischen  Ort  zu  konstroiren  unter  det  Bn». 
dingnng»  dass»  wenn  man  und  cc^  sieht  und  diese  letstera 
ble  ffs/^  rerlftngert,  dass  dann  c^ff^Ctih' 

Hiezu  gel:ini,t'n  wir  auf  foljre«#f  Woi^o  Ks  sei  0617*  (Taf.  IfT. 
Fig.  4.)  der  zu  theileode  Bogen«  so  ziehe  man«  wie  Yorhia,  den 
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» 

«iss  eo  Mliii#ld«i  »leb  e^t       $^      ^>t  ^8»  vod 

w  «iiid  €^1(^63  und  cbigff^  nnit  Mch  ee^tfc^  Parflllelograinnie,  «relob» 
d#ii  geni#in$>chaf)lichen  IVlittefpuiiUt  haben,  wenn  oämlich  cm'^nig 
ist    ftlithio  mi,  wie  man  leicbt  siebt, 

fUgM 

I  ragt  lutiu  feroer  , 

«in,  «o  ist  «odi  ffir  die  bsidso  iScJiiNttpaakto  e^wmd  €^  ^ 

c^^c^%  und  c^^c^^ 

VVeuo  «mUicIi 

Umer  als  ly,  shtgetrsgen  werdsn»  so  Ist  sncb  Ar  die  Md«p 
acbai^pwüU«  ^  snd 

e^gsn  c^*  und       ä  cy. 

Fsigiiefc  erfiillsa  dis  Sebnittponkte  c^»  €^  nod  c^,  es«,  «IIa 
dbi  Badlogiing  des  sur  LCsung  unnerer  Au^abe  gesuchtsn  geo« 
■stflsiben  Ort»s;  mid  «renn  msii  beliebig  viele  Psskte  ssf  die 
assfgcbene  Weine  ken»truirC,  so  erkalt  man  eine  Cnrv4»,  Hrelcbe 

der  oh%:h  ;^eisuclite  iieonietrisclje  Ort  ist.  Diese  (  urvr  besteht, 
arii»  wMn  sieht,  »uä  zwei  von  c»tfiaiider  !tetreriiit(*n  TbeTIl^n,  dl* 
aWr  v«»iiständi{>  svinmctrisrh  »«Ini!  in  Wo^zwii  Htti  mp  \wi\mff,  v^tiim 
ai»büb  tMp  |iarailel  cb  mt  und  mq  «ienkrecht  steht  aul  mp.  Dasei 
€  ma4  g  selhüt  in  dem  penucbtsn  gssoietriitcbeii  Orte  liegen»  sieb! 
MB«  ween  c^a^f^^ssiy  eisgetragee  «rlrd. 

Um  alsn  Hie  ^PKtelHe  Aofeube  zu  losen,  konstrulre  man  tiaei 
dem  Vorber^fehenden  die  hehlen  Thelle  e^eci  und  c^c*  (Taf.  III. 
Rf.  3  )  unserer  riirve,   sr>  ist  r.,f/*.  i^enn  Hie  Curvp  Hen  fecehe« 

kfei?«  11»  f  . 2  schrii'Kit't ,   (ier  tlritte  Tbeil  des  Bogena  aög*\  • 

imm  es  ist  c^  =  €^,  folglicb 
«ad  daber 

^•ag/^^l^iegg^  eder  Bag.«i^ssl  Bog,  elf*. 

üsd  wen»         senkrecht  t»teht  aut  c6,  ieit 

Bog.  «4  s&  Heg.  ifi^aa  Bog, 
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Fmor  Ml  Bog.        d«r diUto  TMldw Bogm  «Nf«, 
•Mieb  ^  dar  Ptakt  kd,  io  wMknt  d«r  imito  ThcH 
Coire  d«D  gegeboneB  Krei«  «iiMer  In  g  «ehsetdet;  deaii  m  kt 

Pt$^c^i,  nltbEti 

weil  aber  ^c^^=^c«cii  und  ^egg^^^gebiss^tm^^iicg^t 
«o  Uit  , 

Palll  Miao  daher  e^k  aenioreeht  aaf  nc,  so  lat 

Bog.  nk  =  Bog.  ncg  s:  i  Bog.  e^gg^  =  4  Bog*  aa*Af 
d.  h.  » 

Bog«  ae^As  Bog.  üiie^  s  Bog,  e^gg*^ 

Es  tiestimint  mUliiu  «ler  l'uitkt  den  dritten  Theil  desjenigeii 
Bogeus,  der  deo  gegebenen  Bogen  aög'*  zu  360^  ergänzt 

Eodiicii  iat  der  Tierte  SehnitCpoofit  <^  Dicht  ohne  Bedeatnag 
Rlr  die  Aufgabe.  Ea  iat  aSmlleh«  weaa  man  flir  den  Aagenhiick 
^neg=s^€gg*=:at  ^ iice*= ^ c^'c  =s ^ 6*i^s/l  nnd  ^er*i* 

=  ^cgb^~y  setzt,   2y4-a  +  /3=:2ft   und   y  = — «,  foiglfeb 

/3  +        d.h.  ^  wrr»  =  1(2Ä  f  ^  ar6)   oder  Bog.  c'Aa 

=  ^  Bug.  uOg*n.    Hierzu  ;nl«iirt  Bog.  Tic^^**  =  Bog.  «c^tf  glebt: 

Bog.  e*«^  =  *  (Bog.  abg/h^   3.  Bog.  ac*a) 

=  1  (Bog.  0% *  4-  4.  Bog.  uc^n) ; 

well  aber  3«  Bog.  ac'iicsp^Kog.  abg^^  ao  iat  endlich  Bog.e%i^ 
^  \  { Ip  —  Bog.  nbg%  wenn  nimlieb  p  die  ganze  Peripherie  beaeichnet 

Die  gestellte  Aufc^alio  icit  »ouüt  volUtfindig  £relr»8t  und  u  ir  fTi^^i^n 
nur  noch  fol<>ende  Bemerkungen  hinzu.  Ist  der  gegebene  Bogen 
^g^  gleich  dem  Haltikrciae,  ao  fallen  (Taf.  III.  Fig.  4.)  die  Punkte 
0|,  n.a.  w.  und  c^,  n.  a.w.  alle  tu  die  Gerade  mp,  und  der 
anr  LSaong  der  Aufgabe  lieatimmte  geometriische  Ort  iat  für  die- 
aen  apesiellen  Fall  die  Gerade  mp.  —  Iat  der  au  theilende  Bogen 
«  abg*  (Taf. HL  Fig.  5.)  gleich  einem  Quadraoten,  und  niao  trigt 
eg:=seg^  =  gb*  ein,  ao  iat  gbi*  eine  Tangente,  «reiche  den  gege- 
benen Kreis  im  Punkte  </  berührt:  tragt  man  daher  cg^—gb^, 
grösser  alii  ctj ,  ein,  sti  liegt  der  Schnittpunkt  Cj  au.^.^^erhalb  dej* 
Kreises;  ^^ird  alier  rf/^~oh^,  fvlriner  als  cg,  einj^etrasjeti ,  so 
liegt  auch  der  Schnittpunkt  aunserbalh  des  Kreises,  woraus  man 
sieht,  dass  für  ^acg^  U  der  zweite  Theii  uo«erea  geonietriscbeo 
Orlee  mit  dem  Kreise  nur  den  Punkt  g  gemeinschaftlich  hat 
Vlea  ISaat  aich  aoeh  ana  den  obigen  Reaaltaten  folgern;  denn 
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<TaC  UL  Fig.  1.)  bMtliiimte  dra  driftoo  Thell  das  BogM  ifgf*» 

w«Mibec  Bog.ii^5r*=Bog.  ff*g^lp,  »oUt  Bog.  ^jf= ;  Bog.  oj^f^ 
4.  h«  Ca        ii^i^  y  ^ubaiuni«n. 

Ib  r^pm  niatberoat'ischen  Wörterbacho  von  Klflgel  heiaat 
■«tev  MTriMction  d«•Willk6l•^  daM  Moiitscia  der  plalonliclMii 
8ckolt  felgeod«  Lfiaang  miam«  Problem  saechreibt. 

Um  den  Winkel  ncff  =  cgff*  (Taf  III.  Fi^.  3.)  in  drei  ,  gleiche 
Theile  theilen,  kommt  es  liaraul  an,  nc  zu  verlängern  und 
tiaiiii  die  Gerade  (^//j  ao  zu  ziehen.  t^/m  cleirh  dem  i^adiua 

wird-  \N  ie  nh*^r  d#»r  Punkt  gi'tinKicn  \vir<L  (i^ivoii  findet  mau 
nicbta.  Krie«  «cbreibt  diea  Verfahren,  zur  Lü«ung  des  Prohlenia 
wm  gelangen,  dem  Arcbimedea  so*  ^  Folgendes  Mittel  aur  LO« 
mong  nneeres  Problems  wird  in  KlfigeTa  Wörterbuch  von  Cam- 
ynvne  nngeftilbrt»  «rovon  jedoch  behaoptel  wM»  daae  eine  rein 
geoMiriaehe  Idieong  nicht  aneführber  noi.  Wenn  nAmlicb  ^  n€§ 
=  ^  €gs/^  (Taf.  III.  Fig.  3»)  der  in  theilende  Winkel  nnd  em  eenk- 
teeht  um  iÄ  steht,  ao  kommt  es  darnnf  an,  den  Punkt  %  so  tn 
hestlinnien,  daaa  ect  =  e|S.  ^  Daaa  diese  beiden  LOanngen  durch 
die  unsrige  gegeben,  sieht  man  auf  den  ersten  Blick. 

JetsI  wollea  ^^  ir  zum  Schluaa  noch  nachweisen,  daas  der  oheu 
mm  LiSaong  des  Problems  henotate  geometrische  Ort  eine  gleidi- 
eaitlge  Hyperhel  ist,  wie  sie  nach  K 10 gel  sneh  die  ennlytioche 
Ltaung  ergiebt  Wenn  nimlleh  e  nnd  (Taf.  iILFIg.6b)  Punkte 
uueerer  Curve  sind,  nnd  mnn  sieht  cc^ ,  ao  bt  eai|  &  cipi  (wenn 
aXmßch  wiederum  cm  =  mg,  mp  parallel  eb%  and  mq  senkrecht 
aofm// is<t) ;  denn  es  ist  ^C|C6|=^nc^,  uiul  da  ^c^cb^  —  ^qcmy, 
ao  ist  ^  ncq  —  jü^qcmi,  und  daher  m,c  =  cn.  Ferner  ist  _\  ( inn 
lülglu  h  m»  =  7//W| ,  desfialli  aber  ^vp^m  —  ^  mp^jt^ 
=  ^  c,p3/>i  =  4^CiPiP2*  ^*  ^^Pi  (parallel  €€| ,  tolglich  ccip^n 
efai  ParaUeiogranim  und  daher  acsci|i^;  weil  aber  9fc=vif,c  und 

=         *®      ^ic  =  cipi9  wie  hehauptel  wurde.   Dasselbe  . 
glll  (ür  jeden  andern  Punkt      unserer  Cunre,  euch  fiir  den  ist 
■yesc^.  Ferner  ist  mnimqssmp^tefi  wird  nun  c^p«  senk* 
lecbtgelhllt  auf  mp,  so  tat  cf  und  daher  um  tnyssn^  sj»^«, 

Mglich  sra  -|-  nq :  mp^  p^p^  =  am :  mp^  oder  :  mp^  ^  mn :  m/i^ 
SS :  r^;  well  aber  mq  =  ^iP4»  ^o  ist  1119 :  fnf>4  =  ^1^4:  cq ,  d.  b. 
mq .  cq  =  mp^,Cip^,  Ebenso  findet  man  f»q .  cq  =  mp^.c^J^i,  <>tui 
10  fiir  jeden  anderen  Punkt  unserer  (  iir\(  ,  w  <nmiH  man  ?<'t( 
cidAt»  uie$*t;liie  tfiüe  ^It^icliMeiiiiie  Hv|iiMhel  iist»  dcrcu  Asymploteu 
a^  und  mq  »lud  und  deren  Potenz  mq  rf;  ist. 

Um  daher  den  Whikel  egg^  (Taf.  Iii.  Fig.  7.)  hi  drei  gleicke 
Helle  m  thellen»  halhire  man  in  m,  siehe  pnrallel  gi^  wmä 
Ikile  mq  eeehreeht  sif  cf :  mache  denn  ^sfe»  beschtelbe  iber 
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ii8  Miumm. 

md  den  Halbkreis  mkd^  mache  mf=zgk^  «rrichte  fa  Kmkrecht 
auf  urjf!  mnchn  fma  —  ]  R :  fVr?!er  errichte  man  auf  mn  in  a 
die  Sciikretlite  a:r  und  mache  mff  —  mXt  ^^ncirtrh  mfi^-=^frui  ^i\d 
ffift,  mA:  «o  jsiiid  und  «j  die  Si  1h  itMpunfcti».  it  urui  i'^i  i^ie  lirenA- 
puukte  iiei  i;ietc'ht»eitigeii  Uy|>efhet,  iJei«'u  Scbnitlpuiikt  mU.  dem 
Krplae,  welchen  man  rait  cg  vüok  c  beachreibti  deu  driiieii  T|ieil 
^  gegeiienee  Winkele  beefiiniiil. 


i  e  c  e  I  1  6  Ii- 


Udi>ttr  ileii  körp«rliehen  Inhalt  «ebief  «bgeeolmitteiier 

eaitiger  Prismen. 

Vea  dt«m  Heraaageb«r. 

Die  Methode,  nach  welcher  in  den  LehrlMichern  mi>istens  die 
bekatiute  Formel  liir  den  körperlichen  Inhalt  gerader  Hcbief  abee- 
eebnltteeer  dreineitiger  Priamen,  die  i.  B.  bei  den  NlTeMim  Wr 
die  Berechnung  dee  Erd-Abtraee  und  Erd-Anfirags  von  so  nn* 
gemein  grosser  prdLtlscher  Wichtigkeit  ist,  entirlefcelt  wird,  let 
fliwae  weitlaufiir,  und  ihr  Vemtündniss  pflegt  ersten  AnOiNgm 
ehiige  Scbwierijirkeit  zu  machen.  .  Leichter  scheint  die  folgende 
Aietbode  zum  Zweck  zu  führen  und  daher  der  Mit t  Ii  eilung  Hohl 
Werth  Tvt  se'tr».  u<il»ei  ich  nit'hf  hlns»<,  wie  gewohrihch  fjesrhiehf, 
ein  gerariej^y  .sondern  ein  beliebiges  öchiefe« Prisma  betrachten  werde. 

In  Taf.  1.  Fig.  10.  sei  der  l^5rper  ABA  B^A'^BT  sin  beliebiges 
nchief  al)<;e><  fMuttenes  Prisma,  dessen  drei  einander  parallele  Kan* 
\eT\AB,  A' P>' .  A" B" ,  so  wie  sie  hier  aufsteigend  nacli  der  (Jt  r.v^*» 
f»pnrHr?et  sind,  w  ir  rosn*  rf ivi«  iliirrh  ii' ,  n"  bezeirhnen  uollc,  . 
Durch  den  Pnnkt  B  Je2en  wir  die  niif  AA' A"  parallele  Kbene 
BCC",  wodurch  wir  das  ffreiseitige  t^nsnia  ABA'C'A^'C"  und 
die  vierseitige  Pyramide  B B  B"C' C"  als  Thcile  des  zu  berech- 
nenden Korpora  erhalten.  Bezeichnen  wir  das  von  A  auf  die  Gbene 
ä^C'A'V  geßlüte  Perpendikel  durch  so  erbellet,  wenn  man 
sich  dae  Prisma  ABA'C'J^C"  %n  einem  Parallelepipcden  ergintt 
denkt«  aaf  der  Stelle,  daas 


Prisma  A BA  C  A^C  =  \h .  A' C A^C , 

oder,  wenn  wir  das  von  A'  auf  A^C  gefiUUe  Perpendikel  durch 
A*  besekbnen,    

PHsma  ABA'&A'C"  = 

ist  Ferner  ist 


Pyramide  BB' B^'C'C'^  [h.  B'C'W'C*, 

also,  das  Viereck  B'C'J^C  ein  Trapeiium  ist« 
elaander  parallele  Seiten  a'— e*-»e  sind: 
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Peilte  SWWe^^WliB^^m)  +  o)tM' 
•der     

Pyramide  BB'ß'ÖJy'  =  i(a'  -f  a''^la)hh\ 

BsMicfcnen  wir  jetsst  deo  gmucbten  Inhalt  da»  aefaief  «hgescbnil- 
teiieii  dreUeitigen  Prismas  ABA  ß^A^ß^  durch       so  Ist  P  6m 

wortns  sich  sn^rlfich  P  =  -\-a*  a*^)  hh'  ergiebt,  weM«  Ftr* 
nel  icb  für  au  sich  bemerken^wertb  halte. 

Ist  ^as  schief  abgescbnUtmo  Prisma  ein  gerades,  so  dass 
die  iwrallelen  Kanten  AB,  A'B\  A'B'*  auf  der  Ebene  AA' A" 
8Ptkrt*cht  stehen .  v\  ularch  zueleirh  dn^  i^arallelo^^ramm  A'C  AT" 
«»II.  itechteck  wini,  so  ftllt  //  mit  A  A"  und  ä  mit  Her  Höhe  des 
f>r^-if»<?ks  AA*A*^  für  Aw  Gnifi(llinie  yt'.4*  Eu»^miiien;  besetchnen 
Hir  also  den  FlaLheniiihall  iliej»eH  Dreiecks  durch  F,  so  ist 
F=\hk',  also  AA'=;9F  und  foliclidi  nach  de«  Obigen: 
Pes  Ua-fc'-i«^)^»  w«lcbe«  die  bekaonte  Formel  «er  Berecb- 
•ong  dee  korncrlicben  Inhalts  gerader  draisell^K^  aeinar 
achmlleiier  Pvioiaav  lat 

Legt  man  ae  bei'm  Elsroentaranterrlebte  In  der  Storasmetfla 
flaich  Tom  Anfimf^  an  «hraaf  an ,  Mbaa  diese  Riotnel  Ür  gerade 
df^saltige  Prisnea  au  Gaden ,  so  macht  man  die  Constniction  wie 
Yorher,  und  9chlfe9st  dann,  indem  man  die  Hube  des  Dreleeke 
dA'A"  t^T  A'A"  ala  Grandlinie  jetst  durch  h  beseicbnel»  hm  aHT 
ii^eede  Weiae: 

Prisma  Aff^fWlFW  =  ^rJAF&, 
Pyramide  BBfBTWü^  siü.S'Ü'^Cr: 

alae,  well 

HC'jF^  =  a .  .i' 3* .   B'C'B'C^  =  ii («'  — «)  +  ^" " i .  A'^ 

yti  ^  _  _ 

Prlama  ABA'&Ä^Bf  ^  4aA  •  A'A"^ 

■ 

PyraiüidQ  BB' B^W& ^ii^^  \  «"  - 

Beaeiehnet  nen  P  den  gesuchten  Inhalt  des  seUef  abgeschaitfa^ 
eae  Pmms^  es  ist  P^\\ß \ e*-2e)> . kSÄflf,  also 
P=  +  e^}*  A .  il'il*.   Bezeichnet  aber  F  den  FUeheninhalt 

den  Dreiecks  AAtä",  ae  hd  h.A^Ä^^W.  alae  j(a-f o'ia'')F, 
«le  beiHesen  werden  sollte.  Mir  scheint  dieae  Batwickelung  der 
Mialeaa  lo  den  Lehrbflchem  geirsbniichen  weit  veriurfaiieii  au  Mlüfe' 

Oehar  die  aRgemehiere  Formel  Ps|(af  o'  f  a^)kfe  hk  noch 
die  felgends  Bemerlning  su  machen.  Beaeichnen  wir  den  Nelt 
gaagawlnkel  dei  BNeen  AJ^JC  ned  A'^AfC  einander 

durch  I.  8ü  i8t  offenh?ir  — ;  die  II        ies  Oreiecka  ^ÄALAÜ  in 

Bcai«  auf  die  fahoMUime  Jt^.  «nI  fa^Mi 
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al«o  n»di  ilwOblg»iis 

Bezeichnen  ^ir  aber  femer  den  Winkel  A'A'^ß"  dnrch  tt,  m  M 

Ä' =r  i4'.4^.8iiiaj  Mgiicli :  P  =  \(n  ^  i^a'')FBmasmL  Für  da» 
gerade  dreiseitige  Pmoia  uil  o  =  i  =  9U^^;  also  /'=i(a-|'a' -f  o^')  J^- 
wie  oben* 


pemoö^ü  atio  theorematis  Fernifitii.  ( Vid.  Tom.XXVlL^llfi.) 
AecU  Ur*,  Chriatian»  Fr.  LittdMaii,  Lect,  flirenf«. 

Lemma.  Eadaoi  liypotbesi  «taira  in  thMeMl»  fMift»  6it 
(Tai  L  Fig.  0.): 

AFiAC=zCH:LG,.  BGiAC^DUiEB 

AFxBG:ACx^BÜ=  CHxjUhiJJJdxEM, 

BGxACtÄ^  ^DHxEUiEm 

et  ex  aequo   

AFx  BG:AC^=  CHxDUiEH^. 

QuUe^  CU=  AK,  DB  =  IiK,  evadit 

CaxDH:=EE^.  AFxBGxÄ&^WB^iEtß, 

Tiianguia  vero  similia  EFGy  EVI}  dant 


EKiEB^FG  i  CD  (vel  AB), 

node   

AFxBGi  AC*  =  FG^.AB* 

alleniaudo 


qala  per  hyp.        =  2/1 C     q.  e.  d. 

Jam  faeUnma  eat  theoramatU  demonatratio.  Seeoadon  KmL 
(U.  4}  aal 

iiS«  =  il^    BG*  +  X 

Quum  vero  all 

=  .if  -i- FC,   BG^-t  ZBGxFG==jSF*--F&, 

afadit  _   

iiS«  »  iiC^ -I- BF*  -  i^C^ -I- 2ilFx  ITG 

val  vi  laniwalla     

J0*ssJ9+SFS»  q.a.d. 


Digitized  by  LiüOgle 


Die  onhogonale  Transversale  und  die  BrenDllnie  dei 
nirückgeworfenen  Strahlen  für  die  gemeine  Cycloide, 
weui  die  eiabUenden  Sirahlea  der  AM  denelbeB  pa- 
ralkl  äind,  und  für  die  lugariüioiische  Spirale ,  wenn 
die  eiolaUeBdeo  Strehlen  vem  Pel  deneiben  ei^geheii» 


HerrD  Friedrich  Gmus», 


As  GJsicbiiiigMi  mp.  einer  itirilekwerreDdeii  Com  und  der  ertbe* 
fßttkm  Tmaeverenle  der  einfallenden  Strahlen  eindt  so  Met  nuui 
dto  GIcicbnng 

der  orthogonalen  Transversale  der  ziTrCckgeworft  nci)  Strehlen  leicht 
»uf  foly^ode  Art.  Glpirhungeti  der  WorTiiaieii  lier  beiden  ortho- 
S^ttlen  Tmosveraalen  iilr  die  dem  Einl'allapaokte  {scg ,  f|)  eal- 
ifieckeBdeB  Pnnkte  (jr»     ond  (s*,  y)  sind  bekanntlich 

Bs  «  a«' 

«— jr=-^(<-«).  e-jr— -  ^<t'-0; 

Milch  krt,  ^  nie  neeb  durch  den  Pnnkt  (ofig,  fg)  gebeet 

*i-*  +  (a!i-3f)^=»^  (!>• 

TkMl  XXX.  • 
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Iii  €mu»^r  M  (mäo§(mmU  TrmmerM  «Mf  äin  BrttmUnH 

Die  tn^ronometritcheo  Tangenten  der  von  den  Normalea  dtr  ortli*> 
gonalen'  TraMTvmile  der  eiofallendea  Strahlen*  der  mrilckfrer» 
iendeii  Car^e  «ad  der  ortbegonalea*  Tranaveraale  der  anrflekga- 
worfenen  Strahlen  ßlr  die  einander  entspreehendea  Pankte  y)» 
i^i»  yi)*  >  y')  "iit  dem  peaftiven  Tbelle  der  AhaHaa— nun  «Ib- 
geachloMeneo  Winkel  sind  eienbar 

y—y\  y  ~  yi 

Felglicb  aiad»  wie  leicht  erbellet»  die  Quadrate  der  trigeoonetri- 
TlnilM^  dea-Etufblla*  ttad«dea*E0fleiMiiiB«iakUn.i 


Bezeichnet  man  dieee  VV  inkel ^  d^ircb  9  uud  tp* ,  ao  findet  man 
nach  der  Foroiel 

"  '    :    ,       tanpftfb  : 

•     .     :  f+MfigSk- 

leicht : 


lilli#cfc  te|.qMh.4Mi  GMetM.d«^.  ZuTackwerfuDg:  , 


(3) 


Die  Nenner  der  (irössen  auf  beiden  iSeitqn  des  Gjeichlieitszei- 
chens  sind  oflfenbar  die  Quadrate  der  Lüngeu  des  einfallenden 
uotl  des  zurücIcE^cworfenen  Strahls,  vom  Einfalispunkte  bis  zu  den 
betreffenden  orthogonalen  Transrersalen  gerechnet.  Bezeichnet 
man  diese  Grossen  ^WKh  r*  und  r'*,,  ao  findet  man  durch  OH^ 
tentiatloa  nach  i 


# 
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Jir  «arMüMPir/taMJi  Sirmkim  /Vr  4fe  #«M«flitf  DrcMlf ,  ^  MS 

'^=<-'^(Ä-0*«'-'"(^  fe-fe)-  . 

DIm  mit  (3)  Terbimdeii  gtobt: 

Mlllilo  crgiebt  aieb  darcb  iDCe^rtttloii 

r  =  i;  (r  +  C). 

DW  irillkCIrlich«»  rf^nstante  GrHsse  C,  welche  in  der  Gleichung 
iwifitli'  II  /  nii<l  r  aulliiii,  zeii:t  an,  das«  es  iiiieiidlich  viele  ortho- 
gonale 1  r  iiisvt^rsalrn  der  £uriick^:cu  ut  U  ü^q  Strahlen  giebft.  6eUeft 
ivtr  C'=U.  »o  ergiebt  «ich  folgender  äatz: 

Werden  Strahlen  von  einer  beliebigen  Cnr^e  so- 

rflci(ge  orten,  s o  e  n  tsp  r  ic  h  t  Jeder  orth  og  o  ti  a  1  c n  T  ra  n  ^- 
vtf sal e  der  ei ni a 1 1 e n den  Strahlen  j  e <l  er  / e i  t  e I  n e  r  i  h 
gonalc  T r a II« V e r sal e  der  z  u r u ck ^  ^v  r, r  I  c  n  e  ii  Ncraljlf'n 
foogolclier  15  r  s ch  a  H  e  u  h  i»  i  t ,  da-<N  ffi  r  jcMlcn  Punkt  der 
torSekw erfeodeo  Ciirve  die  L&ngen  des  einfallenden 
ntd  mrOckgeworfenen  Strabln»  vom  ElnfalUponkte  bis 
II  den  entsprechenden  orthof^onaien  TrangTerealeii 
ftrecbnet«  einander  gleich  eind. 

Diener  üaUt  Ifiest  aicb  auch  also  auK^precken: 

Werdcii  5Utihlen  von  einer  beliebigen  Curvc  zu« 
'ickge w  o r  fe n ,  ist    *Iic    einhüllende    Turve  aller 

K^tise ,  tv  e  1  c  h  e  eine  h  e  i  gt*  h  i  <z  u  n  e  ti  o  ni  m  e  n  e  o  r  t  h  o  i^o  • 
nafe  Tranarersate  der  einfallenden  Strahlen  berühren 
•ad  deren  Biiitelpankte  auf  der  auräckwer fendea 
Cirve  liegen,  eine  ortbegenale  Tranaveraele  der  ae» 
tiehgewerfeneo  Strahlen. 
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Bin  aboneimr  Sati  IftMt  «ich  «ben  m  Melit  Ar  dmi  Fall  der 
Buchung  toreiceo. 

Für  C=:0  »rhatteo  wir  statt  der  Gleichung  (3)  die  beiden 
Gleichungen 

d.  i. 

+  (y-yO^=CI.  (6) 

Um  imn  die  Glelchong  der  orfbogonalen  Treeereriiele  der  iniMc« 
geweffeneD  Strahlen  sn  erhalten»  hat  man  ans  den  Glekshnngen 

nnd  den  Gleichungen  (1),  (4),  (5)  die  GrösneD  ^>  y»       yt  an 

eiiiuiniren. 

Da  die  Brennlinie  der  anrSckgetrorfenen  Strahlen  Ten  dienen 
hehhrt  wird»  ae  lat  nie  die  Evelnte  der  erthogonalen  Tranarer- 
aale  der  anrOckgewerfenen  Strahlen»  nod  liaat  eich  alae  nach  der 

Theorie  der  Evolution  ohne  Schwierigkeit  finden. 


2. 

I.  Ea  aei  die  Baals  dner  gemeinen  Cydoide  die  Abaciaaen- 
aie,  indem  man  die  poaltiven  Abttclaaen  nach  deraelben  Richtung 
hin  nimmt»  nach  welcher  eich  der  erzeugende  Krela  hin  bewegt, 
nnd  die  ibce  der  Cydoide  der  positive  Theil  der  OrdinatenaM. 

Bezeichnet  ferner      den  Wllxong8Minkel  und  r  den  Radius  des 

erzeu((enden  üreises,  80  «»inü  Uekaitntlich 

«1  s=r(9»^— sin^)»  yi  =r(l  — C089)   .   .  (I) 

die  Gleichungen  der  Cycloide.  Für  der  Axe  der  Cydoide  parallel 
einfallende  Strahlen  ist  ofenbar  jede  sie  senkrecht  schneidende 
gerade  Linie  eine  orthogonale  Traiflsversale  dieser  Strahlen*  Neh* 
men  idr  als  solche  die»  die  Cydoide  im  Seheitd  berflhfende  ge- 
rade Linie»  ao  lat  deren  Glelchnng 
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Ar  wmrMfmnwfetwu  üirmkkm  für  M  §mHm9  C^MM,  HC  125 

ni  die  dm  Pankto  ,  f^)  der  Cydold*  Mtüfuiebeodt  AlüctoM 
s»!.  Wir  erbalCeD  tbo  nach  deo  GltiebaigMi  (4)  imd  (5)  dM 
fM%Mi  PlmgrapheiLS 

tu  den«fi  wir  mit  Hilfe  der  Gleichiinpen  (1)  .t\  und  eliminiren 
inüiispn .  um  die  Gleichung  einer  orthogoyalen  Transfernale  der 
xui  ii  k^t  ^^  nrfenen  Strahlen  zu  erhalteo.  Aus  (J)  erhaiteo  wir  durcji 
DÜM  eoUation : 

dxi  =  r (I  —  cos  9)) dq^ ,   %|  =  r sin ^dgp. 

80IM11  wir  dieM  Werth«  und  die  Wertlie  von  jrg  und  in  die 
€l6icheegeii  C^)  und  (3),  eo  erhalten  wir: 

dr*eoe9s|ar'-r(9-sr-et»9»)l>-|.y«-Siy(l-eee9).  (d) 

1«'  — r(9— Ä -Äin9p)|(l— coey)=:— (y— är)«iny.  .  (5) 

Nfbmen  wir. ms  der  ( ilrii  hung  (5)  den  Werth  von  — 3f— eili^) 

nd  eetsen  ihn  in  die  Gleichung  (4j,  so^  wird 

lÜerikiiS  ergiebt  »ich  uacb  leichter  Kechuuug: 

ed«r ,  wenn  wir  das  Qaadiet  Mf  der  Uoheo  iSeite  dee  Gleichheite« 
ailcheae  tenrelletiiidliiee» 

«d  iiiermin: 

fi  —  ir(3 + eee^  Ä  ±  ir  (1  -  cenp»), 

Nthmen  wir  in  dieser  GleirfiTing  dae  ohere  Zeichen,  se  erglhe 
ilch  1^  SB  ftp,  d.  i.  die  Gleichnng  Her  orthegenelen  TrmiMTeieale 
dar  etniatteedeo  Strahlen.  Ee  iet  daher  daa  onteie  Zeichen  wm 
nehMBi  «od  wir  erhalten  demnach: 

ar'sra+eee^^sirO-l-eeei^).  .  .  •  ,  A 
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VMiüdeD  wir  di«M  Glatehoiig  mit  der  Gieicbsag  (6).  ao  wi^bM 
flicb.leiebts      <«i  f. 

SetiaDwir  j#tet  ä^sff-ff-^r,  also  9»*«=i(^— sr),  itnSf^s-^-^n^, 
cos3^=5— eo0^  Qnd  r-f-^'  ßlr  y'»  ao  aebmen  dia  GleleiioDgaft 
(7)  QDd  (0)  folgende  Gestalt  an: 

d;'c=ir(Vi — »—«Dil*),      =ir(l— coe^).  •  •  (8) 

älerana  ergiebt  -aieh  folgender  merkfHIrdiger  Safxs 

Wirft  eine  gemeine  Cycioide  iiirer  Axe  parallele 
S trablen  Burfick«  ao  gicbt  ea  immer  eine  ortbogooaie 
TransTeraale  der  laruckgeworf^neD  Strablen*  dia 
wieder  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  Axa  nnd 
Scbeltel  mit  der  Aze  nnd  dem  Scb'eitel  der  aarttcb* 
werfenden  Cyeloide  saaammenfallen,  die  aber  dnrei^ 
einen  Krela  eraengt  Ist,  dessen  Radlaa  balb  ao  groaa 
als  der  Radius  des  die  zurückwerfende  Cyeloide  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Man  kann  diesen  iSatz,  mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  im 
forlgen  Paragrapbeo  aoageaprocbenen  Sata  auch  folgendennaaaea 
anadrdcken: 

Die  einbfillende  CurFe  alier  Kreiae,  welebe  die 
dnreb  den  Scheitel  einer  gemeinen  Cyeloide  an  diese 

gezogene  Tangente  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
aul'die-er  Cyeloide  liegen,  ist  wieder  eine  gemeine 
Cyeloide,  deren  Axe  und  S<  lieiiel  mit  der  Axe  und 
dem  Sr  Ii  eitel  jenor  zu  sani  nie  u  fa  I  len,  die  aber  durch 
einen  Kreis  erzeugt  ii$t,  dessen  Radius  halb  so  gros» 
als  der  Radius  des  jene  Cyeloide  erzeugenden  Krei- 
aea  Ist» 

IL  Naeb  der  Theorie  der  Evolution  ist  die  Brennlinie  der 
•nrflekgeworfenen  Strahlen  der  geometrische  Ort  der  Kriimmnngs- 
Mittelpunkte  der  orthogonalen  Transversale.  Es  ist  daher,  wenn 
wir  die  rechtHtnklii^eii  Coordinaten  der  Brennlinie  durcij  ^  be- 
zeichnen. 


s=rar  — — —  > 


3f  —  y  +  g'iiy' 
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1,! 


tdtr,  ivor>[i  wa  x'  iiad  ^'  als  Fanetiooeii  eio^r  4rillra  VariaM» 
f  bttracliten« 

Duck  üifftreotktion  von  (7)  ond  (6)  erbaiten  wir: 
ar^— {!y'8*J!'  s  -  2r*(l  -f  cos  27)  a?)* 

•  t 

MiMroii  wir  diese  1/Vertlie  und  die  Werths  fen  (7)  «mI'W 

Ml  di«  Gkicbuugefi  (^)  und  (10),  so  wird 

» ■» 

Setzen  wir  'Icp  —  2.t  +  »o  ust  2((p  —  tt)  =  )(,  «m2()p  =sinx, 
ct»29  =  cos^.  und  uuaere Gleichungen  nehoMiO  folgende  Gestalt  an: 

arBir(2 — sinx)»  f =ir(l-*eosx)*  •  •  •  (l'i) 

OIm  l&hrt  IV  folgendem  merlLwardigem  Satse: 

I>ie  Liiejiiilinie  der  von  einer  fff» meinen  Tycloide 
xuTuckcew  orfenen  >frah(en  für  der  Axe  dorsellM  ii  pa- 
raliele  einfallende  Strahlen  ist  wieder  eine  gemeine 
Cyeloide,  deren  Basis  and  Anfangspunkt  der  Bew«( 
fing  alt  der  Basis  und  dem  Anfangspunkte  der  Bewe» 
ging  der  lurfleliwerfenden  Cyeleide  lasammanfalleal 
die  aber  vea  einem  Kreise  erseagt  Ist^  deMen  Radiaa' 
lalb  so  groaa  als  der  Radius  des  die  surfickwerfeade 
Cyeleide  erseugendea  Kreises  ist 

ni.  Heseiebnen  wir  die  Länge  des  amüdigewerfeBaa  StrsÜls 
Ii«  £mfsllspiinkta  bis  snr  Brenaliala  der  svrtfekgairetfoiieB  Sliab« 
im  darcb      ae  ist  bekanntlicb 

1.,  wenn  wir  die  Wertbe  von  'i»  Jfi  einfübren» 
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=  r'(l — co89>)* 

li^if,    .    .    .  '  

Dies  Ratoltet  Mirt  im«  su  fnlgendero  Satie: 

Wenn  eine  c^enieioe  Cyclnide  ihrer  Axe  parallele 
Strablen  surCickwirrt,  eo  l«t  die  Länge  jede«  ivrCck« 
geworfenen  8lrahle  vom  Einielleponkt  bie  sur  Brenn- 
llnle  der  snraekgewrorreneo  Strahlen  gleich  der  Linge 
des  eotaprechenden  einfallenden  Strahle  wom  Blff^ 
falispuniLt  hie  inr  Baeis  der  aurfickwerfenden  Cyeloide. 

Den  obigen  Sata  Aber, die  orthogonale  Trane?ersale  der  an- 
iCekgefrerfenea  Strahlen  kann  man  ancb  folgendemiaaeen  ana- 
apaeebaiis  i  .(  .• 

\\f'nn  eine  meine  (\  clotcle  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurück  vi  i ri't,  80  ist  die  Länge  jedes  zurück» 
geworfeTien  StrabU  Tom  Einfallepunkt  bia  zur  urtbo* 
genalen  TransForaale  der  aunl ckcreiverfenen  Strahlen 
gleich  der  l^ntfernung  des  Ei nfalUponktea  Toli  dar 
durch  den  Sebcritel  an  die  Cycloide  gelegenen  Tangenta. 

Aus  diesen  beiden  letjitereu  äatxen  folgt  wieder  folgender  Sata; 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  Ihrer  Axe  parallele 

Strahlen  surtickwirft,  so  ist  die  Stimme  der  L.Hn^e  des 
Ä  u  r  üc  k  g  e  u  o  r  fe  II  en  Strahls  vom  L  i  ii  fa  I  Ik)mi  n  k  t  bis  zur 
Ürennltnie  der  zur(i e k  ir e  f'en en  Strahlen  '.i  n  d  der 
liSnge  ties  ztiriiekc^eu  *j  i  le  n  en  Strahls  vom  F/mtilU- 
pünkt  bis  7.iir  (»rihogiinaien  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  einer  conKtanten  Grosse,  nh'm- 
lloh  dem  Durchmesser  des  die  aurückwerfende  Cycloide 
'eraaugenden  Kreiaea  gleich. 

Die  heitien  totzfern  Sätze  gelten  natffrürh  nur  (ilr  Hie  ortho* 
gonale  Transversale  der  zuräckge\i orfenen  Strahlen,  deren  Glel« 
ebaag  wir  eben  anter  L  gefunden  haben. 

Schlidssürh  ii)a|4  nuth  bemerkt  w-kIlji,  dass,  \rie  loirht  zu 
erweisen  ist,  die  eiübiilleiMle  Curve  (\v.r  \  erbinduii^siinien  di  s  be- 
scbreibenden  Ptinktes  mit  dem  !V1itteIpiinkte  des  erzeugenden  Krei- 
aea eben  unsere  unter  II.  (»estimuite  Brennlinie  i.*<t.  Daher  liUlcn 
jene  Verbiodungalinien  mit  den  zordckgeworfenen  Strahlen  aaaamnicn. 
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•  §.3. 

i*  Die  lojrai  ithiiiisciie  8[»iralc  ist  bekanntUrh  oine  (Jurve  von 
Micher  Beschafipnbi'it,  da»i.<i  sieb  die  Logarithmen  der  Hadieu 
Veetoren,  in  ^p-r.nz  auf  einen  gegebenen  Ponkt  ala  Pol ,  verhalten 
«it  ili«  lugehurigen  Porrrw  iDkel,  oder  daee  das  Verb&ltniss  des 
Logvilbmiie  de«  Radiiw  Vector  sam  xugeburi|teii  Polerwinkel  ein 
«itlante«  iat  Beiekhnet  dieeee  conetaDte  VerblÜtiiiw  and 
■I  nad  ^  die  polaren  Coordinaten,  ko  haben  wir  aleo  ab  Glal- 
^■■g  der  lo^raritiiniiacben  Spirale: 

h 

h  ' 

Sftien  uir  loic  t']  = In  t>| ,  %vo  unter  ileni  Ln^arithmen  auf  der 
U'.hfen  S»*ite  des  (ileichheitsÄeicht'iis  <!*?r  natiirliclu'  mit  dor  Basis 
^  zu  vorstehen  ist  unil  m  «len  Morlulus  des  f  40g^ririMiiiiensy«»teni*» 
mit  fier  UasiH  6  bezeiciinet»  und  a'  =  ma»  ao  nimmt  obige  Gloi* 
rkang  fol|ceode  Geatalt  an : 

Inrg  =^  aqpi,  (l) 

oder 

»isse^  (D 

Nun  aei  der  Pol  der  Anfang  rechtwinkliger  Coordinaten  and  die 
ftale  Ase»  nnf  frelcbe  die  Pohirvrinkel  eich  beaiehen»  der  poalHve 
TbeU  der  AbacioMnaxe,  ond  ea  werde  der  poeitive  Theil  der 
Ordbiolenaxe  eo  angenemmen,  daa«  man,  um  vom  poaltl?eD  Theile 
der  Abeehvenaxe  dnreh  den  Coordlnatenwinkei  hindnrch  inni  ponl- 
.tifen  Theile  der  Ordinatenaze  Eti  gelangen,  sieh  nach  derselben 
Hichtung  hin  beM-egea  muti««,  iiairb  welcher  die  |»uc^itiveii  Polar- 
«uikel  Keuotnnten  uenleo. 

Wann  nnn  die  logarithmiacbe  Spirale  ron  ihrem  Pol  nae- 
gehende  Strahlen  inrOckwIrft,  so  ist  jeder  an«  dem  Pol  als  Mit- 
telpunkt mit  beliebigem  Hadius  benchriebene  Krei»  eine  orthu- 
jifiiiile  TransTeritalc  tifi  einlalleiiden  Strahlen.  Setzen  w'n  ili».sen 
iv.i  ltus  z:=0.  <(\  hahefi  wir,  nm  die  Gleichung  der  orth(»j;ona!#»n 
transversale  der  /iirftckgeworfenen  Strahlen  zu  erhalten,  in  deu 
ttakbnmgen  (4)  und  (5)  dea  §.  1.  j:=U,  9=0  an  aetien«  Dien  gtebt 

s'ft^+y'i!yi=OL  (4) 

En  int  ober 
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IdO  Gauis:  Dte  orWtgifHuie  Trant»€r$ale  luui  die  ärimUMt 


dsg  s  cos  9>idr|  ~  Vg  sin  71891 , 

iL      da     =  e^*,  doi  s  «c^id^i  =  apibipi  ist: 

doTj  =  t?i  (a  cos  9|  —  sin  g>i)  Bqfg » 

s«ji(ashi9i4-eM^)a^. 

bezeichnen  wir  leruer  ilic  p(»laren  Coordinaten  der  orthogonaieii 
TransrecMle  der  sarfickgeworfeneo  Strahlen  durdi  0'  und  ^»  fo  ist 

Die  Glelebaogen  (3)  und  (4)  erhalten  demnaeh  folgende  Gealalt: 
e'  SS  2^  (coa^i  eoa 9'  -|- aio 91  ein ^)  s  20|  coe ^9*)  (fi>) 

uod 

eee^'Cacos^^-^elD^i)  -f  eui9'(asin9x  -f-cos^ijsO 

eder 

siogpi  GO89' — coe^i  6iu9>'  =  a(co89|Cos9'  -f-sin^^siDf)') 

oder 

taug     --9')  =  a  (6) 

Hieraus  ergiebt  sieb,  da  oacb  (5)  cos (91  —  9')  positiv  ist, 

■ 

cosC9,-9')=;^-^, 

folglich  iet  oach  (6) 

*'=v1t^  ^ 

Femer  erglebt  eich  aee  (0) 

91—9'  =^A;sK  -t-  Arctanga» 

wo  U  eine  gewisse  positive  oder  nei»at?ve*gay/.f  Zahl  um!  Arctat^e 
den  kleinsten  zu  tang(<jpi — 9')  gLliürigen  Bogen  bedeutet.  Da 
aber  cüö(9j — -9')  stets  positiv  ist,  also  q>i — 9'  im  ersten  oder 
vierten  Quadranten  sich  endigeo  maae,  ao  mtiss  U  eine  gerade 
ZpJil  aein.  Wit  wollen  daher 

94  —  9'  =  2kff  +  Arctaog  a 
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«MktD»  wo  k  ein*  gewim  positive  oder  nogatlro»  gofode  oder 
gaaso  ZshI  bodeutot  Es  tot  stoo 


^  &  9'  -f  2ku  Arctaoga» 

Dtoier  Worth  in  (7)  oingofahrt  giebt: 

2 

V^l+o* 

ali  polare  Gleichung  der  orthogonalen  Trauaversale  der  zorflck* 
geworfenen  Strahlen.  Nehmen  wir  nun  die  Polarwinkel  ^  unter 
BilMaltniig  dosselben  Poto  in  Besog'  anf  eine  feste  Aze,  derelki 
Ug*  in  Besvg  anf  die  primitive  feste  Axe  dnreh  den  WIbM 

beftiinnit  wird»  so  ist 

^'  z^a  -|-  ^  =  ^ — 2^7r^  Arctango-f  ~^»»  — "g — • 

In  Bezug  auf  (las  sectindare  System  erhält  daher  die  Glei« 
cfcaag  (b)  folgende  Gestalt: 

o'Äf«*  09 

Hierans  ofgieht  sich  folgender  merkirOrdlgor  Sali: 

Wirft  eine  I  o  r  i  t  h  ni  i  sc  h  e  ^»pirale  von  i  Ii  rem  Poie 
»•'«gebende  iStrahien  zurück,  so  giebt  es  immer  eine 
•ithogonale  Transversale  ^er  zurückgeworfenen  Strah'* 
len,  welche  eine  der  zur iirkwerfenden  gleiebo.  nor 
tlae  andere  Lage  habende  logarithniaehe  Spirale  mit 
demselben  Pol  Ist  * 

Otesen  Sats  kann  man  auch»  in  Rücksicht  auf  den  aweiton 
I*  fi  1.  aiogeoprocheneii  Satst  folgendoffmasoen  aassprecheii: 

Ui**  einliüUerifi  e  Cur\ic  1 1  h  r  Kreise,  deren  IVIiUel- 
punltr  Mj  f  einer  I  o  t;a  r  i  t  h  m  i  ^  <  In- n  Spirale  liegen  und 
4ereD  l'eripberien  durch  den  t^ol  derselhoa  gehea«  tot 
eise,  jener  gleiche,  «nur  eine  andere  Lage  haboD4« 
Ugaritbmiooho  Spiral*  «it  domooiboa  Poi 
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II.  Ueseichoen  y  und  jr' ,  y  die  redilwIiiUisrf^n  Coordtna- 
ten  der  Brennlinie  und  d«r  ortbogoiMleii  TransferMle  der  mrttefe- 
geworfen««  Strahlen  in  Bezug  euf  nneer  jetsig«e  Coordbateneyslenit 
d«  I.  in  Being  auf  die  jetzige  feete  Axe  ale  poelliveD  TMI  der 
Abecieeenaie,  ee  Ist 

«'so'coeifrt  yase'ein^» 

and,  wenn  v  \uu\  rp  die  }Mtlaren  Coordinatm  drr  Brennlinie  der 
zurück^eworfeueu  6traiileo  in  Bezug  auf  anser  jetzigea  ^iyateni 
beaetchnen« 

Wir  erhairen»  wenn  wir  in  Bezug  auf  iß  aia  nnabliüogige  Varialile 
diffmniiiren» 

aa^  SS  ooa  iiW  —  v'  ein  iiB^ . 
bjf'  sst  ein       -f  e' coa^; 

ay  ssela^^'  -f  Seoa^'d^—  a'ain^*; 

oder»  da 

&h' = flW'a^ = oV8^« 

iet, 

dj,'  —  (neos  1/1  —  aini//)r'^^9 
dy  —  (aainiM  -I-  eea^)o'd^; 
=  (a^coa^— 2aain^^coa^)v'd^« 

=  (11*810  ^  +  2a  cos  fp  —  sin  %f)  v'd^\ 

Alae  iat 

aar'« + a^'* = ^  1) 
aa-'ö«y  -  ay'a««'  =  (e*  + 1)  r'«a^». 

Wir  erbaitoa  aiao  leicht  nach  {.  2.  (9),  (10): 

t7cos9=  o'coa^  —  o'(a8inv/-|-coa^)  = — oo'ain^»  (10) 

Diviiiuefi  wir  diese  Ueideo  Gleichungen  durch  einandeft  ao  he- 
ibommea  wir 

cotg  ^  xs — tang  ^ 
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Oh 

t»ng  ( •  n;  —  g>)  Ä  lang  (—  •^). 
ttnns  erfpebt  «eb  allgemelii 

wo  ^r'  jteirlMie  positive  oder  n^ative  t^änwß  Zohl  liedentel. 
Mm  wir  den  Werth  ron  ^  in  (1(1)  oder  (II),  eo  erhalten  wir 

Wildau  obere  oder  nn'trr  Zeichen  gUt,  jruachdeni  /'  aerade  oder 
iir)gpr!»do  \^t.  Nehni'  II  wii  iMin  n  als  positiv  au  (\\a>  uns  oflfen- 
hir  gestattet  ist,  <Ia  uir  'i»  dem  t*iirijeu:<'ni»«'setzteti  Falle  in  der 
lilricfauog  der  üf^^chrnen  logarithmiHcheti  Spirale  nor  — tpi  fiir  ^| 
m  attieni  ^  Polare  inkel  nach  der  pntgejKengo«etsten  Rieb- 
taD|^  SU  nehmen  braaibten»  um  den  Factor  von  roditiv  za 
Mcben),  «0  kann  in  obiger  Gleichung  nnr  dan  obere  Zeichen  |eeh 
tm,  ahm  ig*  nur  gerade  aftoin*  und  wir  haben  daher  unter  dieser 
Vonawetsung 

sn  R^/en.  o  X  eine  L!evvise<<^  positive  oder  iiegaUve  gaoae  iiSabt 
b«it«diDet.    Wir  erhalten  alao 

•  =  oe«*  =  ae«(**''»-i^  +  f)    ....  (13) 

•b  GIcichuMfj  f!er  Brtüinliiiie  der  zurücki^eworfeiien  ^»trahlen.  Neh- 
den wir  jet/l  wieder  die  l^nln  f \v  juki  1  /  der  Rrennlinie  in  Ur/uj; 
tu:  »ine  feste  Ant;,  die  iu  Bezug  auf  die  zuletat  angcooBimeoe 
feite  Axe  durch  den  Wink»! 

WtHoinil  wird»  ao  tot 

ÜMlamh  wird  die  Gleichung  (12) : 

e  =  c^i  (13) 

Mit  glebt  uuu  folgenden  morltwtirdigen  Satz : 

Die  BreDniioie  der  tod  einer  logarlthmincben  SpU 
ule  inrflekeeTTorfenen  Strahlen  für  vom  Pol  deruelbeu 
taaguhendn  eiaralUnd«  Strablen  int  aint»  der  lurflek. 
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werfenden  gleiche,  nur  eine  Andere  L.a^€*  httbende 
logaritbmiecbe  Spirnle  mit  demeelbee  Pol  *)• 

lesten  Axen,  \n  liozui;  auf  welche  die  l*^>larvv*mltel  t/^  und 
^  r!pr  orMiogonaim  Transversale  und  der  Brenniinie  der  zuriiclc- 
geivortenen  Strahlen  genommen  werden,  werden  in  Besag  auf  lUe 
primitive  System  beetimmt  dnrcb  die  Winkel 


^=a  +  «'=;i«— Arctang a    j In  » 
eder»  was  daaaelbe  iiit  ^tircb  die  Wbkd 

-  In  j  Arctanga, 

"TiT""  ^'       Aretang«  =  -  In     ^     +  ArdMiga. 


^)  Dieter  SaU  i«t  bakeeiiiliofa.  Mhon  toii  Jae.  Bernoiilti  gefon- 
den  Morden,  wat  jedoch  Herr  G.  nicht  wotato;  und  «eine  Abteitoiig 
detielben  ist  durchant  eigeaChämiicb.  D.  H. 
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XVll. 

IMor  eine  Ton  tranacendenteii  Operaiioneii  mchl  ab- 

hingftttdft  Formel  zur  Auflösung  des  irreduciblen  FaUs 
bei  den  cubischen  Gleichangen. 

VoB 

dem  Heraosgeber. 


b  «elneii  Warben  TbI.L  S.S3a.  hat  Jacob  fieroonltt  «faiig» 
al|nitino»  Uoa«  algtbrainehe  OpmtiiinMi  In  Aiia|Mmcli  nehmende 
Formeln  zar  AuflSranyt  dar  Glelehanf;«»  daa  dritten  und  vierten 

Grftdes  gegeben,  welrhe  nSmmtlich  aam  einer  in'»  Unendliche  fort- 
iffiffitenden  Anzahl  von  (iliedetj»  lie.stt?hen.  Natürlich  bat  er  keine 
dieser  Formeln  mit  völliger  Stren^re  ffereclifrertisft.  loh  »ai^e 
naatQrlich^',  weil  die  von  Jacnl»  liernoulli  i:eu:el>enen  «oge* 
MDDten  Beweise  dieser  Formeln  ganz  der  völlig  ungenügenden 
Art  ond  %Veiae  entuprechen ,  wie  man  in  älterer  Zeit,  —  und  aoch 
Mar  nur  oocb  an  häutig  heutzutage»  —  deiiglaichen  Ding«  ao 
behandeln  pflegte»  wodurch  nieiatena  ao  gut  wie  nichta  hewieaen» 
fMmehr  Allen  in  Zweifel  gelawacn  uurde.  Denn  hei  allen  der- 
gleichen Unleraochungen  kommt  ea  darauf  an»  —  waa  die  filtere 
Bebandlongaweiae  gana  bei  Seite  aetite,  —  streng  zu  /eieren, 
dass  die  Werthe  der  in  Rede  stehenden  in 's  ünendiiche  fortschrei- 
teoden  Ausdrucke  sich  einer  bestimmten  Grfinze  in  der  Ihal 
immer  mehr  und  mehr  uthJ  biw  zu  jeden»  beliebiircn  Grade  nähern, 
wenn  man  nur  eine  hifueitiinule  AiizabI  von  Gliedern  dieser  Aua- 
drücke  bei  der  Berechnung  ihrer  fortschreitenden  Werthe  henuta^ 
BDd  daaa  dieae  GrSoze  die  Grfiaae  lat»  deren  Bestimmung  die 
Aufgabe  fcfbn^te,  also  im  vorliegenden  Falle  eine  Wurael  der 
«baUtaendea  Gleichnng  des  driltee  oder  viailen  Graden. 
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Eine  genaue  f Untersuchung  der  aebr  bemerkensiverthen,  von 
Jacob  Bernouin  gegebenen  AundrQcke  hat  mir  i^eseigt,  das» 
•i«  in  der  Allgemelnhuit,  wla  aie  von  Ihrem  berflhmlen  CJrheb«r 
«iifgentellt  werden,  fceinenwegs  gültig  nind.  Zngleieh  aber  Mifte 
diese  Unteranchnng,  deren  Reeoltat,  nrle  genagt»  anm  Thail  ein 
negativen  war,  und  die  ich  daher  hier  vollatlindig  ntitiothellen 
keiiiesH-egs  die  Abalrbt  habe,  zu  dem  8cblut<8e,  das»  gerade  nor 
im  sogenaoiiteti  irreducihlen  Fülle  bei  den  ciibi^chen  Gleichungen 
der  in  Rede  stehend«'^  IJitii  ud  I  li'Hrhe  Ausdruck  v\  irklich  eine 
Wurzel  der  GleichufHj  liefert,  und  i'.ii  der^'n  Berechnung  gchrjnieht 
werden  kann.  ^^  eil  irh  die^e,  den  irreduciblen  Fall  darstelleude 
Formel  fiir  merkwürdig  halte,  werde  ich  die  von  mir  Gber  die- 
selbe angestellte  ünteraucbung  im  Folgenden  mittheilen.  T>a  diese 
Fornel  insofern  algebraischer  Natnr  int,  weil  sie  bei  d.er  Berecb« 
nnng  der  Wnrael  der  cnbisehen  Gleichung  bloss  einfache  alge- 
braische Operationen  in  Ansprach  ninnit»  freilich  aber  aech  das 
Tranacendente  keineswegs  verleugnet,  indem  sie  ans  einer  ln*s 
t^oendlicbe  fortschreitenden  Anaahl  Ton  (iliedern  besteht,  nie 
dies  nicht  .inders  stiij  kajiri,  da  die  reellen  Wurzelnder  ciildschen 
Gieichungen  lui  »rredurihleu  Fall«?  nun  einmal  trariscenüeme  t»iu?«- 
fiten  sind,  die  aueh  rinc  kür/Ji(  h  a ii i^  hli«  Ii  tieuehene :  ,, Endliche 
Losung  des  dreiliu ndertjahrigeu  l^roblema*'  nicht sualg^ 
braiscben  GrOssen  zo  machen  im  Stande  gewesen  Inf;  »o  wird 
man  vielleicht  die  im  Folgenden  beaprochene  Jacob  Bernoa  Iii 'sehe 
Formel  als  einen  freilich  aehr  bescheidenen  Beitrag  an  der 
Lüsnng  dieses  Mdreihnnder^ihrigen  Problenjs"  an  betrachten  ge« 
neigt  Mcin^).  wenn  auch  fiellich  hier  eigentlich  gar  kein  l^mblem 
mehr  an  Iwaen  ist,  da  ja  die  schönste,  einfachate  und  sw«>ckroäa»ig0te 
Losung  Mchoii  niitteliit  der  Kreisfunefionen  freuehen  ist. 

Unter  der  \  nraiisiietzunc ,  da>fi>  y>  und  zwei  p(»8it!ve,  nicht 
verschwindende  tiriisnen  bezeichnen,  tvollen  wir  die  folgenden 
Grossen  einer  genaueren  Betrachtung  unteru  erfen : 

n.  s.  w, 

Daf^s  zuerst  diese  GrCssen  simmtlich  positiv  sind»  fUltaufder 
Stelle  in  die  Angen. 

*)  Et  möge  hier  aoeh  wieder  an  die  achSae  AuAdanag  ven  Herrn 
T.  Clnnaen  lia  Thkll.8.449,  erlnnerl  werden. 
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ako,  wcQD  man  «uiiirahiii: 

■d  fo||lieii  dnicli  Zfriegoiig  dar  Grltoe  auf  d«r  Ihikmi  Mte  dea 
CWdbMteMidieM  io  Faetoren  auf  gawQhnliche  Weiae : 

•ä«r  ferner: 

in»  M  bt 

fillMi  4^*4- ^•-1^—'^  eine  poftiüfe  GrdMd* 
AW  besonderer  Fall  ist  noch  zu  bemerken,  «iaM 

=  p  + V(p*+^ir,).  «i*==p; 


«idalMf 
•dir 

Weil 


V(p*  + 


V'l^Äi'-^P-vcp'fw)«  vOi^  -1  ♦  vp) 

iü,  M  bl  .Mdi  «a*  f  V— «iae  poaitiva  Grüna«, 
tui  xxx.  la 
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Hiernach  habeD  wir  jetit  die  folgeBden  GieicMige»: 


I  »i  ' 


U.   6.  W. 


an»  deoea  durcii  MuitipÜcatioa 

 ^Vir^-^  qVp) 


(xi  ^t}(<irs  4-074)  (jr4-|-a:4}.... (4r»^-f-«,) 

X  ( JT^^  +  0:3  «  -  2p)  ( V + ^4*  -  2p)  (:r  4H«a*  -  ^) . . .  . 

erlialteii  wird. 

Aee  dem  Obigen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gr5aae 

auf  iier  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichenn,  und  folglich  auch 
jfm  —  iet^i  positiv,  aUp  ^»^a:H-i  it^t,  bo  das8  die  Grüaseo 

^1  f  ^Rit  *8>    <3?4»  ^5»  075t««** 

eine  fortwiÜireQd  wachsende  Reibe  bilden. 

rSach  dem  Obigen  t«t 

+  O?,*-  2f»  Ä  V(p*  +  ^iTa^a)  f  V(p*  +  7J:«-l) . 

eise  offenbar 

folglich  nach  dem  Obigen: 

 9^  v/(p^  +  9  V» 


"f  •  V  »^"4) .... 


•  •  •  • 
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wr  ABW-  *»  tmkhumm  fWiittäm  natu».  WWW.  Uf 


jTfi-i  ^  JEb         /  (x,  +ar«)(ar2  \'^r^)(Xi  i^a:^»..  (jt.  j  , ' 

W^gen  d*r  Fonoeln 

offeobv,  wenn  nur  n>2  ist,  welche  VonmaetgttDg  irlr  iH 
Falg«iid«o  aleto  feelbaiten  wollen« 

vnd  folglich  nach  dem  Obigen : 
Ee  Ut  nun 


x(i+g)(i+^;)(i+>..(i+^;) 

9  well  nach  dm  Obigen  die  Grüeeeii 

'1*  «^1'  "'e» 
•Kls  wctomda  IWIe  Ulde«,  dalwr  dl«  GitaMn 


4^      au  .     ^fjTt      a/x,       ./jr4  4/«b-I 


10» 
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140  0tmn€rl:       Um    trmuci$id§atem  Optrmi.  ttieäi mi 

f 

^Onnitlicb  gHtesar  alt  dto  Efaibeil  sind: 

« 

X  ( V«i  +  V«i)  + Vj:,)  ( V;rg  +  Vor^) ....  (Vom  +  V«^) 
oder 

FolgHcb  Ut  nach  dorn  Ob^en: 


n-2 

7  '""vCjg^-l-gVp) 


W«ll  nach  dem  Obigeo 

*i=Vji«:j52.V^=:j7ä.(2/^A  ^>cW. 

V      Ji^>W*,    *4>(5^p)^.    «...  W.,  «b-l>(%|)* 


=  1 


ft  — Ä 


folglich  saeb  den  Obigen: 

V^.  (2|i)  ♦ 


oder 


Vip.((2p)3)" 

oder 
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■-* 


Hibea  wir  nao  die  cnbiselie  CSIeleliiinK 

WC  ifizt  p  und  ^  pos-itive  Grossen  sein  sollen,  so  wird  der  Irrt» 
dncibl«  Fall  bekatioUidi  durch  Ui«  iiediugiiag 

chanfcterisirt»  worsua  ricli  argiebt»  dm  in  diMeni  Falle  JedM- 
MU  p  poaitfv  ist  Bitte  man  nae  aber»  q  gleiehlUla  als  peri^ 
▼oraiMgeBetzt,  die  Gleiebung 

mo  wArde  dieaeibe»  neun  uian  y  aetate*  die  Forai 

— y»=s— 2//^ — ^  oder  jf ^  =^      +  y 

I 

toee,  woranaaieb  erglebt,  data  ea  genigt»  le  der  niairinif 


die  Grössen  p  und  q  beide  al^  positi?  aoznocliiueo. 
Da  000  >  diea  rerauageaetit.  Im  irredoelbleo  Falle 


let,  ao  Bäberi  «leb,  weuo  »  iua  Üueodlicbe  wiebat. 


L_  }_iLi  * 


folglich  nacb  dem  Obigeo  am  so  mebr  ^n-i  der  NnU  Mo  ao 
Jeden  beliebigen  Grade;  ood  da  wir  geathen  haben »  dasa,  weoo 
m  wSchal»  onch  Xm  wiebat»  dieae  GrOaae  eich  folglieli  bei 
•  oiebt  der  Noll  nihert»  ae  nibert  aocb  der  Brach 
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llft  ^mmtrt:  i/§ä.  «im  v.  irmu€tmd»  OptrttL  mcM  aäääjtg,  f^rmei  Hc, 


•ich«  wenn  n  in's  Unendlich p  bliebst«  der  Nnll  hin  la  jedm  Im- 
IMigeii  Grade*  tiapb  d#n  Oiiiiieii  irt  a&cr 

afm^ssp+Vip^-h^Jem-'i),  oder  j:«»— p=  + 

also,  wmm  man  auf  beMeo  Seitan  quadrlrt,  and  aofhalit,  waa 

«ich  aufbeben  lä<»»it: 

.  ^^«i^sf«!^  oder  «Ii»— %wrb«f ^l^* 

waftche  Gieicbuug  man  leicht  auf  die  Form 

=       +  9-  * — — 

brinf^t.  Nach  dem  vorher  Bewiesenen  wird  man  also  offenbar  n 
Imnicr  «iü  gro:>ö  annehiuLi*  können,  <l;is«  die  Gleicbunur  jt««*  —  2/;^:« i  ^ 
mil  jedem  beliebijxen  (irade  <l<»r  Genauigkeit  erfüllt  ist,  t\.  Ii.,  vvena 
X  die  eine  reelle  (ositive  Wurzel  bezeichnet,  \\elfbe  unter  flen 
geniacbteo  Vorausäetzungeo,  das«  nämÜcb  //  und  q  positiv  aind» 
dia  dem  irreduciblen  Falle  angehörende  (ileichung  x^  =  2px  -f  q 
bakaaatUch  jederzeit  bat,  aa  nähert  sich  bei  in'a  (Jaendlldie  wacb- 
aendem  n  die  Ciriaae  dieaer  Warael  s  ala  Gr&Aae  bia  an  jedett 
beiiebigau  Grade,  odar  ea  iat  unter  Verauaaetaung  eioea  in'a  Ua- 
Mndt9  ivaebaendaii  m 

j:  ^  L'nnj:„  oder  kürzer  a;=^Xg^, 
Uebarlagt  mau  nm  aber»  daaa 

*^=:  V(;i+ V(p2  +  V*^8», 
u.   a.  u. 

Iat«  ao  kann  »an  offenbar  auch  aetzen; 

welchen  die  %'on  .lacob  Liernuulli  nenebene  Forim'l  zur  Auf- 
loauog  des  irredücsUii^n  I  alKs  ist,  umi  deren  streui^en  iiewei^  ea 
sich  hier  handelte.  Freilich  schränkt  Jacob  Berooulli  dieae 
Formel  nicht  auf  den  in  Rede  stehenden  Fall  ein,  aondem  miaal 
Ihr  vielmebr  allgemeine  Gültigkeit  bei,  ohne  übrigena  Dur  eioaQ 
eSafgermaaaen  genfigenden  and  der  Natur  der  Sache  entaprechen* 
den  Beweiä  lu  geben.  Inwiefern  und  unter  welchen  Bedingungen 
aber  dieae  Formel  noch  einer  weiteren  Anadehnung  ala  anf  den 
irreduciblen  Fall  Abig  ist,  will  leb  jatst  nicht  nnteraucben. 
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XVIII. 

Alkhang  der  Groudforineln  der  Trigonometrie  in 
fSUig  aUgemeiueiT  Gültigkeit  aus  den  Elementen  der 

Coordinatenlehre. 

\  oo 

•«I 

Uerm  Profoseor  Dr.  «m  Bim9€ 


Di«  ao  f blQlftig  baarbeitete  Trlf^Anomalrie  haben  «war  OMb- 
lift  SebrilUteller  in  den  Vortrag  der  analjrtlacben  Geomatria»  w 
«ticher  sie  auch  eigentlicli  gehurt,  aufgeDomineii,  ohne  jedoch 

▼od  der  Coordinntenlehre  die  Vortheile»  welche  sie  darbietet,  zu 
i^hen.    Ks  n>rice  mir  ?psfaftet  sein,  hirr  <m  Luiv  als  i  i  'jlich  an- 
*ö»ehen,  wiet  die  IJelLi i  dUihij  der  Trigonometne  durch  An^^eiidung 
vnn  Coordiiiatei)  an  kürze»  Aligeroeinbeit,  Schärfe  und  Leichtigkeit 
der  Uebaraicht  gewinnt.   Man  bedarf  zu  dam  Eode  tüt  die  Wio- 
Mnaetinnen  und  die  ebene  Tritrnnonietrie  nur  der  gevrOhnUehan 
itebtiriiilsaligen  Linear-  und  der  Feier •Caerdinaten  in  einer  Ebene, 
Md  flir  die  iKwrperiicba  (aegenannta  apbariaehe)  Trigonamatria  der 
ncbtirbkeligen  Coerdinatea  im  Räume  nebat  einer  Varallganraina* 
laeg  der  Polareoordinaten  in  demaelben.  Dieae  GegenattUide  bann 
nin,  aiK  h  nenn  die  Trigonometrie  allein  behandelt  wird,  leicht  in 
lur£t;f  Zt'ii  (.rledigen,  um!  nerder»  hier  natürlich  übergangen;  nur 
über  die  erwalmste  Verall^pmeiiieruni;  der  Polareoordinaten  wer- 
te nntan  eiuige  Worte  nolbwendig  «ein. 

BegrilTe  der  \\  lulLelfunciioneu. 

V  1  In  t'tnem  sewriholicheii  rechtwiniteligen  (  otir.liuatenpy- 
fleme  in  aiiter  Lbeue  »eiea  dr»     die  Ceerdlaaten  eiiiea  beliebigen 
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144  ^^ätete:  AMeUung  ucrjurumlf&rmtiH  der  irigmuua.  m  poütg 

Punktes        .sein  Ab»f:iii<l  vom  Aufani^^punkte  der  Coordifiatwi 
fp  ticr  Winkel,  welchen  <]ie  l^inie  d  mit  dem  positiven  Theile  der 
asAchse,  von  diesem  nach  dem  po8itiven  Theile  der  ^Aehme  b'w 
SQ  einer  ganzen  Umdrehung  odt*r  AB  fortgezäblt»  einnehlieM^ 
aUdano  «ind  die  Definitionen  der  gewühnttehen  WinkelfuociiaoMi 

ff  W  .T 

(I)      CM9=s^>   ein^sr^»  taü§q?=^^,    cotqp  =  -; 

worin  (iiL'  absohiteii  noroeriscben  Werthe  einer  jeden  Fimction 
«Inrch  die  rechlu inkeliiren  Dreiecke  zw ischcü  .r.  //  mul  </,  tiii-  alue- 
hrdi?»cfien  Vora^i'ichen  dieser  Warthe  aber  durcli  die  Zefcheri  der 
('ogr<Unaten\' crthe  ^Cffehen  sinfi.  Aus  den  («leiohungen  (1)  hat 
man  «ofort  die  Detinitioiien  der  übrigen  Winkellunctionen,  mo  %iie 
dia  Beiieliongen  swiKclien  den  Functionen  desselben  and  gleich 
groeeer  positiver  ond  negativer  Winkel.  Aach  Icann  man  «ehr 
laleht  die  Gleichungen  swiachen  den  Functionen  von  ^  und  denen 
vaB  ableiten»  indem  man  noch  ein  aweite»  Coerdlnatm- 

•yatoQ  für  ietatere  au  ffUlfe  nimmt»  und  devaen  Achaen  anf  ▼ei^ 
aehledene  Arten  mit  denen  de«  cratea  Syaleme  sniMiroroenraileii 
linst,  z.  B.  (ÜT  fp^R.  wenn  die  C^oordinaten  des  zweiten  Systems 
iCijji  hei8»«5iMi ,  die  .rjAchiie  mit  der  — f/ ,  liie  yi  Achse  mit  der 
-ft^Achse,  so  d^ss  X|  =  — ^»^|=;rist.    Alsdanuhat  luan 

(la)  «oK9+/0  =  ^=-2=^— »inv»  aio(9)+Ä)=i^=2=coa9. 

FiTr  ipf2lt  worden  die       und  ^|Acb»e  heaiiglicb  mit  der 
nud  — yAchae  aoaantmentaUen. 


Gieichungen  swiMchca  sin^»   cotup  und  9,  so  uie  lür 

sin  (9  j:  if»)  und  cos  (9  ^ 

}.  2.  Zuerst  bietet  sich  hieniacb  die  Fr.tce  dar  nach  den  ent- 
wickelten Gleichungen  zwit^chen  einem  Winkel  und  »einen  Functio* 
nen,  eine  Aufgabe,  die  ohne  Künstelei  nur  mit  Hülfe  der  höheren 
Analysidi  gelo^t  werden  kann.  Zur  Anwendung  derselben  bei  den 
acuten  SchriUee  in  der  Geometrie  ist  man  xwar  im  streng  wiaaen» 
achafUicheu  Gange  volllLommen  berechtigt  (denn  dieaer  iat  vom 
Allgemeinen  auui  Beeonderen»  die  Analyaia  betrachtet  GrSaaen  in 
hOchater  Allgeuieinheit»  die  Geometrie  aber  speciellere,  die  Raum* 
grSssen)  und  nach  Begrfliidung  der  bezeichneten  (ileichungen 
geben  <{io  imaginären  F>Tponential-(jrii88en  »(»gleich  die  Ausdrücke 
für  die  Functionen  dn  ^iniiuie  n.  s.  \v.  in  buchster  Allgemeudieit. 
Aber  bei  dem  gewöbniichen  Untt-rrichle  i^t  es  wegen  des  Be- 
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äktUmm  rni!  'ier  Pitninigiliraft  der  LernefTf^f^n  dardNun  notb- 
«ndl^  üe  TrigofiMelrie  m  der  Diierential-RMsbiNnif  zu  beM- 
hm,  wwßwMh  mMaon  dl«  Formell  Mr  die  fVmdloBen  der  Suiiim 
ni  MTerans  vee  Wekeln  dliect  jedoeh  In  völliger  nllge* 
«einer  GOltigkelt  ebgelelfet  werden  nOeeeii,  wae  nllerdingn 
•kie  die  Cnordinatenlehre  mit  grosser  Weitliaftigkeit  verbunden 
igt,  vresshalb  denn  auch  ^lie  meisteu  Lehrbücher  diese  Gleichnngeo 
nor  fiir  spitze  und  alleolklls  für  stumpfe«  nicht  aber  iür  grössere 
VVmkei  beweisen. 


A*  Rein  wiiutuekafilUeke  Bekandhmg» 

{.  3.  Üa,  wie  leicht  zu  rm  eisen ,  Sinus  und  Coelnne  vOllige 
GMitiouitfit  für  eile  teellen  Werthe  des  Winkel«  9,  naroentUck 
awk  Air  9=0  keeitsen,  und  dnrckau«  eindeutig  sHid«  eo  kann 
MB  nie  naek  dem  Tayloracken  und  Maclaurlnacken  Satae  enCwlk- 
kda»  und  da  für  gleick  greese  poslüre  und  negative  Winkel  der 
SiOM  gleiche  absolute  Grosse  aber  entgcgoiiLresetzte  Zeichen  bat, 
der  C-osinus  <lüigt'^en  tsowohl  der  absoluten  ürösse  aU  dem  Zei- 
cbcn  I  K  viillr!^  gleich  ist,  so  kaiui  «Itü  LiUv^  i' Lcjunf»  von  jenem 
r  i  Ii  U'  III  >lar|ji»»ftT»«rh*»n  Sntze  nur  i^oteiizen  uii^t^ratieii,  die  des 
leUiereii  digegen  nur  Potenzen  geraden  Hangen  enthalten,  und 
■09«  mit  i  beginnen»  weil  co80=l.  Bezeichnet  man  daher  der 
Kflrze  wegen  cns  9  und  ein  fp  durch  e  und  die  Differeotial-Qoo- 
tienten  im  Allgemeinen  roll  Sg,  J^..*.  i!|,c^....«  die  Hlr  9ssO  aber 
■H       iSa*.««  C|«  €9....»  eo  kat  man 


(9 


Vffl*  Am» 

.    ci<p»  v.w*  ri<p« 

ii  welchen  leisten  Gleichungen  nun  die  Coefücient«  n  C  und  1!^  sa 
inailteln  sind ,  was  von  dem  hier  genommenen  Standpunkte  ans 
«f  mekrerlei  Arien  geeckeken  kann* 

Nimmt  man  ausser  dem  l^unki  P  (§.  I.)  noch  einen  andern 
deesen  Coordinaten  bezüglich  x  -§-  ^jr,  jf  ^  j^jf,  9  -|-  49 
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146  ^>  Alsse:  AäieUuffg  der  crtmäftHrmelu  iier  Triifm^Mm»iM.H4U0 

und  d  i^iudt  und  iälU  luau  auf  die  Linie  PP*  aus  duiu  Anfanm 
|iiiiikt  der  Coordin&teii  ein  Perpendii^l»  an  inaeHt  ilioses,  d 
das  Dreieck  PP'A  gleichschenkiich.  mit  der  ,rA<'hse  den  Wink« 
qi  f  \Jfp^  and  daher  die  Linie  PP'  luU  einer  Parailelen  2ur  «cAclil 
4eoWiiik.i{iiP-fi^9.  Mao  bat  datier  iMDltioBiniteif(UBdiiMb(ki 

folglieli»  da  die  Gleichmisen  (1)  mit  den  aoalegen  tt?  dr  <f  ^. 

und  y+Ajf 


geben. 


^sin^ss   2810  i^9cos(9-f  t^^j, 


ond  deanaeh  dnidi  Entwickeinng  einen  jeden  Paefeis  cechfn  mm 
(S)  für  die  DÜemlial-Qnotlenten  ein  Coeflideeten  der  eiele 
Glieder  der  locremeoteD*  Reihen  oder  als  Greuzen: 


(3) 


ellig), 

d  sin  CD 


in  welciien  Gleichungen  der  CoetBdent  5|  epiter  beetimnt  wei 
den  wird. 

Auch  aaf  rein  analytischem  Wcsre  gelangt  niau  zu  demaeilie 
Reeoltate.  Ana  den  Glelebnngen  (1<)  bat  man  nämiieb: 

nnd  daher 

(4)  0  =  w,+ccj, 

also 

«i-nnacb  iiotbwendig  nein  muae: 
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wum  talor  f  cImii  aoeb  nihar  im  emiltelflito«  Fador  v^r- 
«lAt»  vnd  bemerkt,  dm  poeltiv»  C|  aber  oegatl?  feMHUMii 
wdea  anee»  irelt  voa  9  ss  0  aa  iler  peeltive  SInue  wicbet»  der 
fMÜlfe  Geeinos  dtf^gen  abnimmt;  Hbrigene  würde  dne  eadere 

Aioabme  In  (5)  nnr  das  Zeichen  des  noch  unbeHtimniten  Fac* 
tors  Z' ändern.  In  lietretT  dieser  Bestinitmin ^  loiihrt  nun,  wenn 
nicht  eine  rousiante.  sdinJeni  eioe  Funt  tii'ii  von  qp  sein  sollte, 
die  (.  uriünuität  von  Sinns  und  Co«inu8  auch  diese  LUL^tMiscLult  in 
2:!F'irhpni  Maasse  von  /  nach  den  Gleichungen  (t)  und  (5),  und 
BM  kann  daher,  auch  f  aU  Function  von  qf  befrachtet,  alte  boha- 
m  Differentialqaotienten  aus  (5)  dureb  Differentiatien  ableitaa« 
Diese  rerbundefi  flrit  der  8abatitation  aaa  (tt)  giebt,  wenn  man  die 
MMeailalqBotieaien  von  f  mit  /i ,     a.  e.  w  lieielchael; 


ifi) 


V.  s.  w. 

man  siebt  leicht,  dai«»  nüiveraelo  van  im  und  Cn  nfrr  die  ersten 
GDeder  den  Factor  die  ührii^en  aber  sammtHcb  Froducte  nie* 
dmr  Dimenaienen  ?on  f  und  seinen  Differentialqoolienten  entbaK 
Im»  end  daber  ancb,  well  a  and  e  abatracte  Zablen  aind,  van  ge- 
di|tren  Dimenaienen  als  der  «ten  in  Beiug  aaf  die  In  f  gexShlte 
Babel!  nein  werden.  Eben  aber,  well  SInua  und  Ceainne  abetracto 
Zihlen  sind ,  q>  dagesren  in  irgend  einer  beliebigen  Einheit  ausge- 
drfickt  werden  Lanu,  >  •  luii.sjien  c  (Ml  ntvik 

Pfttenz  dieser  Einheit  |irojmrtionalt  fi  hi\i-<ar  entliali^n  ,  daiuif  die 
Rten  (tlit;der  der  i>l eichfingen  ('2)  ebentalli»  ahstracte  Zahlen  «er- 
dtii.  Da  hiernach  und  nach  (6)  i»,  c«  und  fn  benannte  Zahlen 
tmdar  (^n)ton  Dimension  dieser  Einheit  sind,  die  in  jeder  der  Gtei« 
cbvogen  (6)  aaf  die  ersten  folgende^  Glieder  jedoch  sämmdicb, 
Vit  eben  geaelgt,  ven  einer  geringeren  Dimenalon  ala  fo|glleli 
i«a  fliner  bSberen  ala  der  (— N)ten  dieser  £lnbelt  aind  *  so  wfirdea 
iiCleicbangea  (6)  gegen  das  tirnadprincip  der  Glelcbartigkelt  ver- 
diese  abrigen  Glieder  aiebt  samartlich  gleieh  Nall, 


«Uta,  woraus,  weil  (Ür  7=0,  »gSzSi  und  c=l  ist,  nach  (5)  t crigt : 
Ümbncb  gabea  die  GlebAangen  (II)  In  die  aaf  aaderam  Waga 
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14^  v.Hiete:  A^eilung  Oer  (irunäformelu  der  Trigünttm.  in  p&tUp 

gefyiideueii  Gl«chuogeu  (^)  über»  und  die  aligsmeiuea  GleichuiigM 
(2)  werden: 

Cüsy  =  1  if      +  ' 

■S,V'  .  'S,»?»*  ^ 

1.275  + 1::::5 

tw  freteher  nan      m  bestimmen  ist  ' 

Sei  lu  dem  Knde,  um  die  Natur  von  der  kurz  vorher  ge- 
machten Benerkyiig  xufol^e  näher  zu  bezeichnen,  H  die  Zahl  der 
Theile  des  rechten  WhikeU,  in  welchem  qp  ausgedruckt  Ut,  uod 
K  eine  noch  n&her  so  ermittelnde  nbstracte  Znhl»  ee  kann  maa 
netieos 

'  '  K 

und  die  ¥orhergehendeii  Gleichungen  werden: 

Nun  hestininit  bekanTillicli  die  Anaivsis  den  hier  der  ünter- 
scbeiflung  wegen  tlnrrh  cosan  nnd  sin  an  zu  bezeichnenden  Cosl- 
nue  und  Sinus  einer  Zahl  z  durch  die  Formeln; 


(8) 

iaii 


^9) 


cea  an  ZS5 1  —      +  —etc.; 


6in  an  X  =z  -  -elc, 
ifelcbe  Keihen  olfeuhar  iur 

^  r 

all  den  Ferbergehenden  gani  identisch  werden.  Sie  geben  daher 
■y*  sdQÖ»  ^asO  aidaniend,  und  nn  «In  gani  beAiebIgee  ioteiräH 

K 

^t^-^^(p  fortschreitend,  ganz  dit*>*elbeD  VVerthe  der  fragbcbeo 

FttBctioiieii»  und  eraeugen  diene  Werlbegana  in  derselben  Ordnung 
wieder«  an  oft  2  um  isrund  9  um  41?  eich  geändert  haben.  Unter 
m  und  fi  ganse  Zahlen  veratanden,  wflrde  man  statt  (IQ)  Mab 
iiet3H^  j^Snajen; 


i^iy  u^L^  Ly  Google 


K 

s  -f  m .  2ji  =  j|  (^-l-fUiS)  • 

Di  aber  Hess  fiir  zr=0  und  9=rO,  so  wie,  w«il  |ft  ond  «gaai 
«ilUfarlieh  «nd,  Mcb  ffir  m=l  und  fial  gMt,  «o  ToIbI: 

ai)  2«»  ^  ^iS  alM  ir==^. 

Man  kann  diess  auch  t»o  (aiii>i.*n da,  der  Bestimmuiig  uuti  üeiu 
fiifiiie  4er  traglicben  FonctioneD  genia»<i  diese  für 

X  s  iii.2sf  +  1«  ^ss  ».Iii  -f  1^ 

S  =  fM.27{-fi3S  9  =  1».  4A'ftii«t^ 

birilglleb  die  Werthe  0,  1,        erhalten,  mid  iwtaefcett  ifieaen 

K 

Wtrthen  der  s  und  9  bei  dem  FortacbritI  A<=  y^A^  gtins  ra" 

iammen  crehen,  so  uiiisÄen  die  obijen  frrtervalle  mit  Fük  Iv^icbt  auf 
(HD  emaillier  gleicb  aeio,  waa  xu  der  Oieicbuug  (II)  fuhrt 

Aach  noch  auf  gani  anderm  Wege  kann  man  eu  d  einseihen 
Sitiuuiie  geJaiigen«   Für  tp  =  U  hat  luaii  nämlkh  aut»  (8) 

bdmn  diese  Reibe  micb  (9)  cinattJC  tot  Diese  Gleiebanir  f(iebt 
Maestiicb  aecbr 

A     .    t         .1  »i"an2*  1.3, 
%  s  Sil«  -|-  flinan  z  -|- 1  — 5  V  2"4*'**    2*+etc. » 


s»(2ii-|-l)«F— der  vorslebeoden  Reibe, 
wtkbe  beide  Attadrücke  iür  sin  an  2  =  1  gebeo: 

Mm  bei  also  Air  siiiaBst:sdB«ii#^=  1: 
01a.)  1C  =  (2m+D«. 

Setit  man  «m.  om  das  noch  «vülUlbriiebe  n  lo  beatimmeD, 
W^%m^m  f  eelebe  Werihe  lübleed»  dMs  die 
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WM  den  Dreiecken  JiwMcfaen  äi,     d  iamhi  zu  ermittein  «ind, 

tte  yt      I  n.  «.  w.,  CK)  wird  für  hssQ  dm  Gio^  U^^ü^licJi 

K     TT    K     7%   ^  —     n  -  ^« 

0=^>  2^4"' '        d  erhäU  aas  (0)  und 

<9)  wl9  gehörig: 

M  ^  =  4=  «man  g-,    cos^  =  Y  j=co«an^» 

•tn'jY  2^ *******  "4*  cos^  =  Y  g^^^*»*^**  4^' 

IL  «•  W.  ' 

Wenn  nich  nun  auch  noch  andere  von  Null  verschiedene  VVerthe 
von  n  angeben  lassen  •  welche  diesen  SiooMen  und  Cosinus« en 
dieselbM  Wertbe  verschaffen  wie  n=0,  40  werden  diese  anderen 
Wertbe  von  n  jedoch  weeigetene  im  Allgemeinen  TerechMen 

ausfallen  für  verschiedene  Werthe  von  f  oder  von  cp.  ^an  ist  aber 

¥ 

K 

Sis=z      also  auch  K  eine  fiQr  alle  Wertbe  von  9  gieicbe  eaa- 

i4eBto  Grileee,  welche  Eigeneehefl  hierneeh  mit  einem  «en  IWI 

verschiedenen  Werthe  von  fi  In  der  Glelchnng  (IIa)  sich  nicfal 

vereinbaren  [ässt.    Man  hat  daher 

7t 

tt=0-  und 

m 

und  die  in  die  Gleichungen  (8)  eintretende  GrOsee 

oder,  was  dasselbe  »agt,  den  Sats;  die  analytischen  und  geome- 
trischen Cai»inuä  und  tSiuu^  fallen  gaitx  2Uäaiuiueiij  ssauix  man  in 

jenen      ^  ^  seUt,  oder  In  ieteteren  (St  din  «IllkjUiiüche  Bin 

heit,  in  welcher  9  aasgedrückt  werden  soll,  den  ssten  Xbeil  von 
2R  wählt 

iMit  dieser  Ucbtreinsfimmung  sind  nifenbar  auc  h  alle  die  For- 
meln ,  weiche  die  Analyt^is  für  ihre  uns  diMi  iina44tfiärei)  h^xponen- 
ten  herrührenden  Zahlenfunctionen  kennen  lehrt,  und  zwar  in 
völliger  Allgemeinheit  erwiesen.  INamentlich  geboren  hierher 
die  Oieiihingen  lllr  die  Tangente  und  die  Ofarigen  Wbihelftnieli^ 


Digitized  by  LiüOgle 


wm,  db  AoiMel»  Ufr  dl^ie  durah  deo  Wink«!,  s.  B.  ioden  im 
Ii  den  GMcfeoiigen  (0)  2—  ^  seist»  (da  nicht  in  dimer»  «nndm 

Mr  ia  (IIa.)  ii=:0  ist), 

kmm  vnd  Tornahmlich  die  Gleichangen  Air  die  Pnncllenen  ^oh 
Bmmtn  nad  Diffafauea  vaa  Wiakela,  ao  daaa  dieae  In  rata  wia* 
MMchaftilchar  Granse  gar  l^aiaer  weiteree  Eiürtarang  bedarfen« 

Ffir  dem  gem^kidiekm  VntnrIßkL 

j.  4.  Wenn  man  die  hühere  Anaiysis  nicht  voraus^eUen,  und 
Mer  die  Beziehung  awiüchen  einem  Waolcel  and  seinen  Fonctio- 
■M  aielit  gleich  anfangs  ableitaa  Itana»  aa  bleibt»  wie    %  erwibal^ 
'  Mii  ibrig,  aia  die  aathwandigaa  Fonaeln  nnd  naMntlicli  die 

die  FnacHoaen  der  Summe  vnd  Difinrans  Tca  Wiakaln  direcl 
mt  die  Elemente»  jedoch  In  allgemeiner  Gdltiglceit»  an 
was  aaf  mehrfache  Weise  geschehen  kann.  Hieran  die 
Cooriiliiaien-Vemandlung  anzuwenden,  fuhrt  eine  ZerreiKsnng  die- 
se« Gef^eneitandes  im  Vortra^re  der  aaitlytischen  Georuclric  berbei« 
Qod  tordert,  wenn  die  Trifronometrie  allein  behandelt  wird,  etwas 
imgtf  hernach  in  dieser  nicht  weiter  iiöthige  Vurhei  eilungen. 
Hin  fenneidet  diese  UebeUtäude,  indem  man  die  fraglichen  For- 
Mla  aaf  die  relativea  Coordioatea  oder  noch  besser  aaf  den  leicht 
lun  allgemein  zu  heweiaenden  Sats  grOndet:  Wenn  man  swei 
Pbdite  A  und  B  im  Räume  dnrch  eine  gerade  Lhue  h  und  durch 
Am  snaammeahiagenden  Zug  von  »  geraden  L4nlen  /|» 
fübindct»  welche  mit  L  nnd  den  damit  durch  die  entweder  simmtllch 
meh  A  oder  aimmUlchnachB  zu  genommenen  Endpunkte  der  /  gezo- 
genen Parallelen*)  be/^iiglich  die  in  derselben  Richtung  unH  bis 
ta  AR  ge^hiten  Wmkei        w%*.*,Wm  eiuscbliessen,  so  ist: 


0  Teffmittehit  dlsssr  Psrallelsa  und  derdarck  sUBmaidie  »fl  End- 
p|akt«  gedaehtea  auf  L  lechlviakeligen  EbniM  («der  wenn  alle  L  und 
iHs  /  ia  deraelbca  ISbene  liegen,  aaf  L  gefällten  Perpendikel)  lüat  aick 
lar  8als  leicbf beweisen,  indem  man  bemerkt,  daee,  wenn  in  ftUn  Punkte 
mm  oder  mehrere  negative  Yen  B  aach  A  sa  iit|?ende  Projectaonen  vor. 
keauDea,  daaa  noth wendig  auch  eine  ihrein  Gesanmitbctra^e  i^lciL-liti 
Bamsie  peeitlTer,  d.  h.  von  A  nach  B  xu  liugendcr  Projectioneo  ▼orkom- 
■MB  maee,  am  wieder  in  die  ^te  aaf  L  rechtwinkelige  Ebcac  ^cliUi* 
|en.  An«  (12}  folgt  aoch  leichi  and  altgcuiciu  der  Sats  für  relative 
€eotdina<aii. 
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SofoH  eigiebt  «Icli  Musk  hieran«»  das«»  wem  I«  d«r  Mfßhmm 
die  «  die  in  der  RIelitnng  von  dem  peeitiven  Tfceile  der  arAeh«« 
nach  dem  peeittveo  TMIe  der  f  Aelise  gezihlteo  Winkel  der  i 
bedenten,  nnd  man  die  relativen  Coordinaten  ?oo  Ji  in  Bezug  aul 

A  mit  i  uod  ^  be^eicliaet«  dano 


(12)  2.  /^coi»tr^  =  2.  /^«ioto^, 

indem  mit  der  t/Achse  den  Winkel  wx  —  U  maclitj  und  nacli  def 
Aadeatung  Im  §.  1.  cos  (wA--^)=sin  ioa* 


In  Besag  aaf  ^  (^1:6)  denke  man  aick  nun  Ta£iV«Fig.|. 


ffir  b  im  Isten  u.  4ten,  Fig.  2.  für  b  im  2ten  u.  3ten  QadrautcD)  in  der 
Riciir  jfiü  vom  po^jitiven  Tfieile  der  j-Ach^e  nach  dem  der  ^Aofise 
denVViiikel  ^=  \MA  und  von  MA  au«»  den  \\  Inkel  b^AMB  aufge- 
trMjTPn.  nehme  III  MA  im  wiilkührlic^hen  Absfamle  ^/  von  il/ einen  Punkt 
P  an,  errichte,  nenn  (t  zwischen  ü  und  Ii  oder  zwischen  3/2  nnd 
iR  ist,  auf  MP  in  wenn  rif^pr  6  zwischen  U  und  3/2  ist,  auf 
dem  jenseits  M  verlängerten  JHP  in  dem  gleichfalls  um  d  von  Jf 
entfernten  Punkte  das  Perpendikel  PQ  oder  P'Q,  welches  im 
Punkte  Q  die  Linie  MB  trifft,  und  fiUle  endlich  von  Q  auf  die 
^Aehse  oder  ihre  Verlingerung  das  Perpendikel  QN,  Sind  als- 
dann der  Ahatand  und  die  Coordlnaten  Ton  Q 

so  ist  begriflsmässig  allgemein 

€0s(a  +  6)  =  ^ »     sto  (a  -h  6)  =:  ^  - 

Znfolge  der  Gleichungen  (Ii)  lassen  steh  aber  x  und  y  durch 
die  Projectionen  von  IHP  und  PQ  oder  von  3tP'  und  P*Q  auf 
die  ar-  und  ^Acbse  au-  li u« len.  Bezeichnet  man  tüese  mit  MPx, 
MP/,  PQxt  PQjff  «nd  itir  Winke  l  jener  T/mirn  mit  den  Achsen 
bezüglich  durch  A'A  A^,  und  beachtet  die  angegebene 
Bealehnng  der  Punkte  P  nnd  P'  an  der  Grösse  von      «e  bat 
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1/    Avt  lodlcll 

On.  IT 

m 

i  r  <HJ.  M  * 

a  + 

a  —  iC 

XQ 

FQ 

Mi", 

( — d){ — sinaj 

M  4a  PQ 

ird)  tsrClR-b) 

■ 

dtg(4Ä— 

od.  P'Q 

=:d  isö 

=2 — ^^/te6 

«-v  »gl 

^^diz6 

— dtg^aiDO 

<ftg6coaa 

b  Alton  Her  Filkm: 

x^MPa  4"       —  ^eoaa — lg  6  ftio  «) , 

Mm  iat  ab«r  iwdb  (1)  oder  k^grlfmiMig: 


il 


vi  daher  gaiu  allgemein: 

2^     ^oa(a -f- 6)  =  CO«  acoa6— >Mn6«iii 

^  =  aia(a -f-^)  =^  'i-'iio^  cutta« 


Man  siebt,  därnn  bei  diesem  Beweise  die  Grösse  des  WiokeU 
0  ganz  ohne  ElnflaP!»  ist,  and  nur  die  von  b  dio  Unteracfatidaiig 
^er  M\ti  FiUe,  wenigstens  der  gri^saeren  DentÜchbeit  wegno^  W* 
fer^r^rt,  M  den  Reeallnl  etrenge  «ligeneiike  GOitigkeil  m 


eicli  ens  (13)  «of 
■  c+Asil  eetniir 


Die  CMdn^gee 


mr  ^  (e-6) 


Weffee  nMeite», 
Mm  folgt: 


11 
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■ 

co^^  Cü4»6 -f  äin  ^^ui  ^     caü  a=  oos     — 6)» 

da  CM6*-|-0iiifli*ss:l  und  di«  Obiig«o  Glieder  reebte  eieb  ufhebei. 
Oder  mn  kann  eudi,  de  fdr  A  idle  Wertlie  «aHleeig  ebd»  etaüdl 

j^cl^r«jb^B  ARr^öt  woduccb  niiMi  aus  (13)  erbäjt: 

eoik(«-f4i2^6)«iPCQ8(a— ^)=cqeiicoe(4i2— 6)— eliiaelo(4Jr^^) 

Dieee,  eo  wie  eile  fibfigen,  dercb  bioeee  anelsrtiecfae  Operatle» 
nen,  aus  (13)  gefolgerteo  Gleicbungen  beben  dieeelbe  aebeecbrlBbte 
Gfilti^eit,  welche  die  obi^  Begrfindeng  dee  fernielB  (13)  ▼er* 

»ciiaÜ't,  und  tieUürieii  daher  keiner  weilereo  Erörteruog. 

■ 

^GrandfornielB  der  ebesM  Trigos^metri«. 

$.5.  Da  bekanntlich  nach  den  EJenenten  der  constmetiveo 
Geometrie  ein  Dreieck  durch  solche  drei  seiner  sechs  Bcätand- 
theile,  unter  denen  wenigstens  ein^  Seite  sich  befindet,  völlig 
oder  (l(>ch  nur  mit  einer  ZweideiitiL'keil  be»üinmt  ist,  so  miisseri 
die  analytischen  Beziehiiiigeu  ivenit^.Ntens  vier  StOcke»  die  drei  ge- 
gebenen und  ein  ge^iucbtee,  enthalt««,  «nd  da  dietten  und  Winkel 
mit  einander  abwechseln,  so  folgt  leicht,  dass  nur  die  drei  Grund- 
gleiebungen  aufsaenchen  eied:  1)  zwischen  4  an  einander  liegeodeii^ 
%)  iwieeben  3  an  einander  liegenden  und  1  daveo  getrennten ,  und 
3)  swiachen  2  an  einander  liegenden  und  2  daven  getrennten  aller 
eben  desshalb  an  einander  liegenden  Stficken.  —  Zu  Auffindung 
dieser  Grundformela  werde  im  Dreiecke  ABC  mit  den  Seiten 
<i,  c,  der  Punkt  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so^  ietlie 
Seite  AC^b  als  die  Achse  der  .t  an£i.en<iiiiiiien,  und  die  Coordi- 
naten Jc,  y  von  H  pinm  il  <lirect  in  Bezug  auf  A,  und  einmal  als 
relative  Coordinaten  in  üezug  auf  C  und  A  auegedrückt.  Diese  j^iebt 

Q)  x^^coß  Azsijb-^a  cos  C, 

(N)  ysseainifssaeinC 

Die  Gleichong  (11)  ist  die  dritte  der  bezeichneten  GmudÜNnMliL 
Die  zweite*)  ergiebl  «ich  aua  (l)*-f-(U)«: 

•)  nie  «clielnljcir  liierluT  ii;eh(>ri:^^r   lir« ti m in ung  de«  dritten  Wink«»!» 

»Q«  «iaeF  Seite  aoM      ibeiiiee  JipiHstn^«  Wiokeln  id  domk  ä^ät^ 
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vi  dhi  €i9ts  hüt  MW  m  j|  • 

INeüfnwaiidtuiigen  dieser  Gleichungen  in  bequemere  Rec^nun<^9- 
kmm,  80  wie  die  Fället  ^  einer  oder  melirere  bekannte  Be- 
üwdthelle  durch  andere  Angaben,  z.  B.  de»  Fiicheiiittball% 
faMeo  ehid,  kSnnen  hier  keine  Stelle  flnden* 


Grandlormeln  der  kürperlicben  Trigonometrie. 

§.  6.  Durch  eine  leicbte  constructive  Betracbtuog  kann  man 
liel  iberzpti^en.  dass  von  den  secha  Winkeln,  welche  bei  drei 
k  einem  Punkte  sich  schneidenden  Ebenen  an  diespin  sich  bilden, 
je  drei  durch  die  drei  anderen  bestimmt  sind,  jedoch t  Ihnlick  irie 
Ii  ebenen  Trigonometrie  bei  swel  Seiten  und  cincftoi  von  Ihnen 
ddl  eingeechloeaenen  Wbkel,  hier  eowobl  bei  awel  Kantenwin* 
hb^  nnd  einen  von  Ihnen  nicht  eingeschloooenen  FlieheBwInkelf 
tk  bei  Bwelen  Flichenwinkeln  und  einem  nicht  daxwlecben  Hegen« 
fco  Kantenwinkel  Zweidentigkeit  eintritt.  Zwischen  welchen  Stucken 
Uriifidformcla  aufzusuchen  seien,  ergiebt  sich  datier  hier  ain  Ii  [hn- 
licli  fiie  in  der  pbeiten  Trigonometrie,  nur  mit  dem  llntn fnrdr, 
^ts  wHhrend  ia  icUtercr  bei  den  drei  an  einiiiider  In  ^cruien  und 
fliaem  davon  getrennten  Stücl^e  die  Beilehung  einer  5cite  nebet 
des  beiden  anliegenden  Winkeln  zu  dem  dritten  Winkel  %nrch 
£e  Gleichheit  der  Summe  der  drei  Wmkel  mit  2R  erledigt  war. 
Her  eowohl  sivinchen  don  drei  Kanten-  nnd  einem  Fllchenwbkelt 
all  im  drei  FIScbeo-  und  einem  Kantenwinkel  eine  Grandgloleknng 
arihMdboD  iet,  von  denen  jedoch  auch  ohne  Booehrinkung  det 
Grtee  der  Winkel  die  letztere  Formel  au«i  den  eieteren  «abge- 
Wtet  werden  kann,  wie  sich  uuten  näher  zeigen  wird. 

Ear  onheechrlnkten  Begrtlndnng  dieser  Formeln  bedarf  man, 
eil  !•  1.  erwihnl»  aoaeer  den  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Linea»- 


^  Me  Beaenaongea  Kantenwiakcl  nnd  Fläeheawlnkel  wer- 
imfin  minehin  gehrillateHetn ,  beiendera  inderKvjftl«llogni|ihie,  In  aa- 
gebtaneht.  Sffarhri«htig  achelat  mbpFlicheavIabol 
WhM  nwiaahea  iwelaB  Flieheüi»  nnd  laaCeawhibel  daher  dm 
iweli  Kanlon  ieientaa  m  heaaea.   Biehdg  wleo  ea  wohl. 
Bhoaeaviakel  aa  aagea* 
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coordinaten  auch  einer  etwas  allgemeiner  als  getvuhDlich  gehalte- 
nen AufTaMung  von  Angularcoordiuaten.  Gegen  eine  feste  Ebene 
tind  eine  durch  einen  gewissen  Punkt  in  ihr  gehende,  ihrer  Lage 
nach  iniveränderlicbe  Linie  in  ihr,  wofür  hier  (Ta f. IV. Fig. 3.)  die 
aryF.ljene  ABCD  der  Linearcoordinaten  und  der  positive  Theil 
MX  der  durch  ihren  Anfangspunkt  ßi  gehenden  x Achse  sn  neh- 
men sind,  wird  die  Stelle  eines  beliebigen  Punktes  P  bestimmt» 
wenn  man  sich  durch  diesen  unter  beliebigem  Neigungswinkel  N ' 
gegen  die  angegebene  Fundameotal-Ebene  eine  diese  schneidende 
Ebene  gelegt  denkt,  und  nun  1)  den  Winkel  AiWi/;,  welchen 

dieser  Durchschnitt  JU^/  mit  der  Linie  \M  macht,  2)  den  Nei- 
gungsuinkeli  N,  3)  den  Winkel  npMP  zwischen  dem  angegebenen 
Durchschnitt  and  der  von  M  nach  P  gezogenen  Linie  MP^  und 
endlich  4)  die  Länge  D  dieser  Linie  angiebt  Hierbei  werden  alle 
"Winkel  bis  zu  der  Winkel  XVt|;  positiv  von  dem  positiven 
Theile  MX  der  arAchse  nach  dem  ßf}  der  yAchse  «.  s,  w.,  fer- 
ner N  von  dem  in  dieser  Richtung  weiter  vorwärts  als  i^;^  lie- 
genden Theile  der  jrytiiene  nachdem  positiven  Theile  der  zAchse 
SU,  und  il;MP  von  \1>M  an,  wenn  iV<2/2,  nach  -f  t,  wenn  aber 
iV  >  2R,  nach  —  z  zu  gezählt;  endlich  wird  der  Abstand  /)  stets 
positiv  genommen  *).  Es  sind  zwei  Systeme  dieser  Art  von  Coor- 
dinateo  nüthig,  das  zweite  jedoch  dadurch  vereinfacht,  tiass  die 
durch  den  Punkt  P  zu  legende  El)ene  ?l  VPW?C'  die  .r^^Ebene 
stets  in  MX  schneidet  und  den  Punkt  P  daher  der  Neigungswin- 
kel »  IHmI  Winkel  \3fP  bezeichnet,  \^  obei  w  ahnlich  wie  iV", 
also  von  dem  4-y  enthaltenden  theile  der  :r^Ebcne  nach  -{-z  zu, 
und  XMP  ebenso  wie  '^MPy  wenn  M^  mit  MX  zusmmenfiele, 
gesähk  werden.  Die  gesuchten  Crundformeln  ergeben  sich  non 
sogleich,  indem  man  z  in  beiden  Systemen  nStb^nlkll« 

nit  Ufilfe  der  Gielchmigen  (1^  ausdrackt. 

7.  Zur  Erleichterung  denke  man  sich  vom  Punkte  P  anf 
die  E^)ene  .ri/,  den  Durchschnitt  .^/i/;  und  die  ;rAcbse  MX  die 
Perpendikel  Pj^,  PQ  und  P^  gefällt,  ziehe  und  bemerke,  dass 
für  die  Anwendung  der  Formeln  (12),  um  die  Coordinaten  j-,  y 
von  ^  oder  P  durch  Mq  und  auszudrucken,  diese  Linien  stets 
pesitiv  zu  nehmen  sind,  folglirh  in  ihren  ali^eljraischen  Werthen, 
wenn  diese  durch  die  Wiokelfunctionen  negativ  werden»  das 


Wenn  4ie  ebsegsaeMiteB  Wialrsl  in  isr  eogegebsosii  Folge  (JTy). 
jr,  ifty  cewcniivc  geMit  werisa,  se  Mn  kebra  MastlMfheil  iea 
ffieglickMi  Paaklss  F  statt«  obgleioh  dweslbe  dianh  TWichtMsa«  Aafa* 
hn  hsssfefcast  weMsa  kiaat  a>  B.  hsi  isikw  JT ilaiah  Jry«#,  ^Fsaä 
u4  Xf^m^Vtf 
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i^lrtlf  »dehai  ?  onwi— tin  Ist,  am  dieMmeriwheB  WMtba  pottttv 
■mmImb.  Beiaicliiiel  idm  ran  duidi  (JT^),  (AP).  (XQ,{Y^)  ete. 
it  fM  4m  Acbaen  odmr  Ibm  PamlMen  rfnreh  Ii  in  der  podti- 

fM  fUebtong  bis  %n  den  Linien  üfip,  J!f/^,       gezählten  Winkel, 

ebenso  (iure  Ii  (r,  /^)  den  Winkel  i^MP^  Icratjr  tiurcli  ^,  r,  ij' 
die  Pro jert'nttjf'ti  vcM  J\Il\  urul  f,>i;  aiii  di©  »r-  und  i/Achse,  und  lawst 
dabei  in  den  unten  i^teheuden  ,  drr  idM'ii  atigegebenen  Zehhitii:»*- 
ir«ue  der  Winkel  leicht  folgenden  Ausdrücken  fon  den  doppelten 
liidm  da«  obere  für  N  zwischeo  ZU  ond  R,  das  untere  abec 
ir  if  swischen  R  and  311  gtltoo»  ao  ergiebt  sieb  folgmida  Za* 


0  bin  12 

/2  bis  m 

bis 

3i2  bis  AR 

i>cas(frJ9 

(JfiP)=FÄ 
-*l>caa(tiO 

hkfitk  io  allen  vier  Fällen: 

f  SB  ^  üsin  (^P)  cos  iVsiu  (Ay),  if^D  sin  (^/^  cos  iVcos  (Ay)« 
I »  OtoM  (ifP)  cos  (A^;) .  fi^DeoB  (^P)  sin  ( A^) ; 

riM  fai  «rateo  9y«tam  gaos  allgombla : 

#n  {<f  =:/>cos(^P)cos(A»  -  Z>siu  (^/^siu  (A»aw/V, 
I  =  ^-f  V  =i>eoa(ifr^aui(At}  -f  l>iiii(t^CM(Jrt)coa/ri 

«i»  Ja  iiacb  obigar  Art  dts  Zibfens  attts  gleiebMitig  (^P)  ond 
lV«lir«dtr  bald*  <  2i2  oder  bald«  >  W,  aboaao  allgemtins 

2  =  l>sin(t|^/^siniV. 

Im  zweiten  Coordinateu-Systenje  kann  man  die  Werthe  der  xi^r 
kicht  direct  oder  durrh  die  Bemerkuni:;  ableiten,  das.s  düb  erste 
System  in  das»  ^»veite  übergeht  lÜr  (At|')=:0  und  A=:n,  wodurch 
(t/^:=(Ai^),  Mü  =  x  und  wird,  jedoch,  ireü  y  Coordl- 

ütt  ood  nicht  la  projicirende  Linia  ist«  obna  Zsicbaniodma^ 
«dMi  tfbüts 

msaD9M(Äfi,  f  slltiR(AP)catiit  s es  slaCxJ^ 
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Wafden  «OD  di%  Werlte  der  Coordkiaten  in  betdHi  SyrtiMi 
eWiAoder  ^leieh  gesetzt,  und  (i^i>)=«,  (XFy^b,  <JlV>)=«»  ti=sil* 
if  — ir  0»  wmI  daM  atett  iMgativer  Werth«  wi  19  (fiir 
2V  >  M)  ^im  Ergbisaagva  s«  41t  neDonMo«  ao  «gklit  «Ml 

(14)      <   -  srotilss — r  ^  ooBCCotiSr» 

I     S  MDlf 
I  ^ 

oder 

elna       sin 6   sine 

;iiii^~ii7Ä~iittC' 

wdchqp  dfp  bekannten  drei  prsten  ürundformeln  der  kürperlichao 
TriLTüiiomeUie  sintl ,  jodoch  in  völlig  allgenieiner  (iiiltigkeit 
erwiesen,  indem  bei  der  Unbe8cbränktheit  aller  bei  der  obigen 
Abieitang  vorkommenden  Winkel  offenbar  keine  dreikantige  Ecke 
deokbar  ist,  die  sich  nieht  durch  die  betrachtete  Ecke  A^JP,  und 
swar  anf  mehrfache  Art  darstellen  Hess«»  ao  das«  airei  beHehlna 
der  drei  Flächenwlnkel  In  den  Endformeln  vorkommen.  Hierdnrch 
Ist  aiebt  allein  la  der  letiten  der  obigen  GIfIchungeo  der  Qnnflai^ 
sin  c 

-T— TV»  sondern  auch  ia  den  andern  beide»  Formeln  jede  Vertan* 

»in  t/  * 

fichung  einander  i^o^emiliersteht  uder  Kanten-  und  Flliclienwinkeln 
mit  andern  einander  gegenüberstebenden  voltkonimengerecbttertigL 

$.  8.  Die  noch  Qbrige  vierte  Grandformel  ergiebt  sich  be- 
kanntlich y  wenn  man  von  flberstumpfen  Winkeln  absieht,  sehr 

leicht  iiiilU;l>t  der  soffen a unten  ErL'änzunijsecke  aus  der  ersten 
Grundloi iuei ,  und  es  ist  n)n<>lich,  iiin  r  ziemlich  ueitiaufij^,  liier- 
von  aujsgchend  ihre  aü-riiu'iue  Gültigkeit  ü,u  zeii^pn.  l)  e  !  ;i  m  r  e 
Ast.  I.  pas;.  I4l.  (ed.  und  Tralles  in  don  Abhandlungen 

der  lierlioer  Akademie  von  1810  und  ldI7  haben  diese  Formel 
aus  den  drei  anderen  ganz  allein  mittelst  Rechnung  abgeleitet.  Sie  er- 
hält hierdttrcb  swur  mit  dieaen  völlig  gleiche  allgemeine  Gültigkeit; 


*)  AngctifülMg  betelchnet  B  den  innerhalb  der  Ecke  an  der  Kante 
ihft  liegenden T  oder,  allgemeiner  antgedrnrlkt ,  den  Winkel,  wüfrher  ia 
—tgcgen^'— etiler  Rfchtong  Ten  N  und  von  den  Theile  der  ^lyCbese 
getähit  wird,  welcher  rückwärts  von  Mtf^  oder  nnch  MX  al««  von 
Jfy  aus  in  der  der  Zsblnng  de«  WiokeU  XM^ff  entgegesgMetiilea  Hieb- 
tang  litgt. 
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i»AMiilMg  bbibt  aber»  üM  iMb  den  Miiifet  »  fljf iiiiiiile  • 
Iii  rftmibüi  lelcli*  absaMtai       dtefc  inMr  kiMIU 
■äHliftig,  und  dOrlla  mehr  aU  gute  Uebnng  in  anaiyliacto  Redn 
•Mfr  Mn  UoterHcbte»  wie  aU  natürlicher  Eaweia  aiiier  aolelTaa 

Crindforroel  an/uxehen  seh».  Bei  dieser  Sachlage  ist  vielleicht 
üi^  Uigende  Begrüiidiine,  im  Wesen  eine  Verallgemelneruti^  det 
sogenannten  Eri^Siixui)|4»-  (Mief  beseel  üfiUa-Ecke»  einiger  Jü^aob- 
tng  Dicht  gans  uiivverth. 

Es  seien  (Tal.  iV.  Fipr.  4  )  aß,  oy  die  Durchschnitte  ffireler 
Ebenen  mit  der  des  Papiers,  «d,  die  aul  den  inneren  oder 
tin  tii  U'i  jiugekehrten  Seiten  dieser  Ei)ei)en,  a^,  die  an t  ihren 
itM^Ncreii  Seiten  errichteten  Perpendikel ,  der  hohle  Winkel  7.\\  iijieheo 
ÜMso  Lbenen ilir  erhabcuer  oder  überi^tumprer  P=^4ii—p, 
wti  Ihalich  der  hohle  Winkel  der  Perpendikel  ^o4>»fli,  dior 
ftwifaipfe  swiacbeD      «nd      =iV,  ao  ist  aogeafUUg 

»  =  2ie^p  als»  |i 3t — 

^teigleichen  wegen  der  vorhergehenden  Gleichung  zvriacheii  PDttd^ !' 

N^^R-^p-tMC-^P  alao  P=26R^I9. 

I:^ricbtet  man  folgficb  auf  den  drei  Ebenen  irgend  einer  be- 
Irbicren  knrperlichen  Ecke»  und  zwar,  uro  die  zusammengehurigen 
FiieheawiHkel  au  nebnien,  auf  den  dem  Beschauer  xngekebrtan 
Sdlea  der  drei  Ebenen  (f  ergi.  folgenden  Paragr.)  in  Ihren  gemein* 
adMIicbeo  Donibecbnittapankto  («  Taf.  1 V.  Pig.  4.  und  M  Taf-lV. 
t^Zti  Perpendikel»  and  verldndet»  je  nachdem  der  nwlacben  je 
ami  dewtlben  liegende  Fliclmwialiel  der  gegebenen  Sehn  ein 
fcdbler  oder  ein  erhabener  Ist,  diese  beiden  Perpendikel  ae  durch 
«ine  1  beuc,  da^8  diese  hieruK  Ii  ^len  hohlen  oder  den  erhabenen 
WiiiU?!  zuiHcheu  diet»en  Per{M  ii(ljk(  In  au^lullt  (ivas  immer  inOg* 
ikii  ist,   da  kt  inv  iÜim  r  (ir«'i  V crbin<iungen  auf  die  andere  Ein- 
§mm  bal),  so  erhält  wau  eine  Hülfseoke,  deren  kanteniviitkel  aa^. 
dta  gegendberetehenden  FIAebenwinbeln  der  gegebenen  Ecke  enb>  i 
weder  in  der  Bealebnng 

i^itmy  liÄ  —  y  oder  lo  der  Bezitkueg  iV  =ijR^P 

•tehen.  Da  Inner  hiernacli  jede  Ebene  der  Hiilfsecke  durch  z^mm 
Linien  geht«  uclcho  bezüglich  aul  /nei  Ebenen  der  gegebentüi 
Ecke  rechtwinkelig  sind,  «*n  niutM»  auch  jene  Ebene  aul  der  den 
InlatereD  beiden  Ebenen  gemeinschaltlichen  Linie,  d.  h.  auf  der 
dnfch  sie  gebildeten  iüuile«  rechtwinkelig  aeln,  und  daher,  wenn 
4er  WMni  affbrnben  imien  aolchen  Kantsn  dmeb  tif  eder  iV* 
«ed  der  n«rlacben  den  entnpreclienden  beiden  Ebenen  der  HAfa- 


Digitized  by  LiüOgle 
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edn  duceb  oder  R ,  j«  nachdem  er  holil  odtr  ObaisgteBpl  isl» 
baMidntt  wird»  -dboiiM  ahi^.dw  BemhangMi 

(Ifc)    '       |9' =  212  —  11'  oder  P'=6Ä  — i?' 

itI»mudoi>   Offenlitr  mhrtn  «iMr  bold«  B«Mm8eii  mmU  ta 

(15«)»  aU  (15ft)  ganz  zu  den«elbon  WinkelfmwtioneB»  denn  swteelMi 
doo  Winkeln  v  und  u>  gieUt  die  Gleicbang 

«■dl  die 

(6Jl-«)-^(4Ä  +  2Ä_)=;i(3Ä_.). 


Stehen  nun  deu  Wuikeiii  a,  b,  c,  A»  B,  C  der  ?esebenea 
Ecke  bezu^lirli  die  iJ,  B,  if,  ß,  e  in  der  llüU«^ecke  gegenübei, 
•o  hat  auui  snch  der  ereten  der  Gleichungen  (14)  nUgemeln: 

cosi  8  eee«eoec-|-eioaaliiceoeS« 
nieo  kraft  der  Beziehungen  (15): 

eoe  B  SB  eoe  il cos  C — sin  il sin  CcosA» 

welche  bekannte  vierte  Grundform  et  der  Trigonometrio  hienaci 
ebenfalls  in  Tellig  allgemeiner  GOltlgkeit  erwiesen  ist 

{.  9.  Die  Ableitung  der,  fünf  uod  sechs  Stücke  einer  kürper- 
liehen  Ecke  enthaltenden  Formeln  *),  von  denen  zwei  ans  den 
Wertben  voo  y  §,  7.  und  aus  dem  vorigen  Paragraphen  sehr  leicht 
tiicb  ergeben  9  so  wie  die  Umforromig  der  Gruodgleichungen  filr 
die  einselneo  Ao%aben  und  Reebnongen  liegt  nicht  Im  Plane  des 
gegenw&rtigen  AnfsatseSy  da  dieee  Gleichungen  Tielleicht  mit  sebr 
wenigen  Ausnahmen  gans  dieselbe  GOltlgkeit  wie  die  Gmndfor» 
mein,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind,  besitzen.  —  Zum  Sdilosse 
mögen  aber  noch  einige  Worte  in  Betn  IT  der  überstuinpfen  Win- 
kel io  einer  Ecke  um  so  eher  c^estaih  t  sein,  als  dadurch  die 
Constructionen  des  vorigen  Paragraphen  übersichtiicher  werden. 

Zur  leichteren  Auffassung  der  Entstehung  und  der  versdiie- 

deoen  Arten  diener  Ecken  denke  man  sich  drei  von  einem  Punkte 
Ai  ausgehende,  aber  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  Linien 
MA,  3fB,  MC,  und  je  zwei  derselben  dijr«  h  Ebenen  entwoder 
auf  dem  kürzesten  oder  auf  dem  weitesten  Wege  (d.  tu  entweder 


Io  Del.iMihie  Astron.  !.  r  h  n  ii  X,.  Ad.  Iiiir»r,  Sairniiiing 
Irig.  Formeln  ^.  ff.  und  mehreren  siiderai  Schriften  siemlich  «oll- 
Nlflodig  in  findcii. 
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»»  dMS  Um  BbM  dm  •iMpriDgenden,  oder  so»  diM  aie  den 
iiMIpiiDienileii  oder  flbentonipreD  Winkel  twieeheo  den  helnef» 
lauteD  Mden  Linien  einnimmt)  TerlNinden.  Ee  entoteben  niednnn 
%mllidi  iirel  einander  nnhe  Tefirnndte,  jedoch  Teraeliiedene 

EdMo  ans  den  zwei  entgegengesetzten  Ansiebten  deeeelben  Ge- 
bildes herrCihreiii] ,  iiideui  bei  der  eliieii  die  drei  Seiten  ßy  f 
diener  Ebenen,  bei  der  anderen  die  drei  entee^cngejsetzten  Sei- 
tcii  c',  /  derüeibeD  dem  Boacliniier  /.iiffekuhrt  sind,  in  beiden 
Lagen  zwar  die  Kantenwinkel  flieseiben  bleilx n,  die  Flächenwtn- 
kel  in  der  einen  ai»er  die  in  der  anderen  xu  XH  ergait/pu,  wenn 
■■B  Im!  derselben  Anaicbt  nicht  vorscbiedene  Seiten  derselben 
Ibine,  a.B.  flir  einen  Fliebenu  inkei  an  der  ernten  Ebene  ihre 
SiilB  «»Ar  den  anderen  ihre  Seite  nimmt»  ein  Vereeben, 
«liehen  nnmentiieh  in  dem  nnten  bei  ^  anfinmhrenden  Faiie  leicht 
■Sglich  wire.  Znr  Angabe  der  einieinen  Fille  mSge»  die  lieiden 
Aaiiditen  durch  I.  nnd  II.,  die  einspringenden  hoblen  Winliel  durch 
1^,  ABC,  die  entsprechenden  aus^priugendeu  oder  überstumpfen 
i)m  mit  a*b*c* ,  A*B*C*  bezeichnet  werden. 

1)  öind  die  drei  Linien  MA,  MB,  MC  anf  den  kO^ienteo 
Wegen  verininden«  so  entatehen  die  drei  Kantenwinkel  mke  ind 
ii  I.  die  drei  Fiiehenwinkel  ABC,  niao  die  gewi^bnihshe  Ecke 

(Tar.lV.Fig.5.«)),  in  H.  dag<^en  A*B*C\ 

^  Bieibeo  die  Verbindungen  von  JU4  mit  MB  und  MC  nrie 
eben»  die  swt^chen  letateren  beiden  Linien  geschieht  alieff  nnl 
dmi  wellenten  Wege»  ne  bleiben  auch  b  und  e>  dagegen  hat  man 
IM  m  jelit  i^*  nnd  in  L  AB^C,  in  IL  aber  A^BC  (TnC  IV. 
1^  •  L  oad  Flg.  6  II.) »  niao  an  fiheminmplen  Wmkebi  einen  Knn- 
imnrlnliel  nnd  in  !•  die  bdden  nnliegenden»  in  II.  aber  den  gegen- 
Iber  liegenden  FlAchenwinIcel. 

di  Bleibt  aber  jeUt  die  Ebene  BMC  wie  bei  I)  and  wird 
dagagen  MA  mit  MB  und  MC  auf  den  weitesten  Wegen  Terbnn- 
len»  no  entatehen  die  drei  Kantenwinkel  a6*e*  nnd  in  Taf.lV. 
P%.7L  die  Fiiehenwinkel  A^BC**),  in  IL  jedoeh  (Tat  IV. 
P%.71L)  die  AB^C^t  alae  werden  awel  Knntenwinkel  nnd  entwe- 


•)  Die  Begreotung  der  Ebenen  in  dieten  und  den  folgenden  FigOfSB 
tneli  grn^^te  Kreise  einer  Ka^el  ist  biM  4er  leicbterea  ZeiobmUiig  Wtgan 
gmibil  «ad  ohne  irgend  ein«  Bfaiebnsg  «nr  Kogel. 

B  und  r  iwischen  der  unteren  Seite  der  Ebene  BMC  nnd  den 
«sittcgenden  Seiten  der  beiden  anderen  Ebenen.  Uoi  Taf.  1%'.  Fig.  T  I. 
fSBs  wie  die  Abrigea  sa  stellen,  wnrde  ßfBC  eis  von  oben  sagessbcn 
■Mb  bi«r  geteichnst,  sonst  hftits  eigentlieb  die  nntsie  Mio  dloisr 
Rhsos  de«  BiMcliansr  sngsbebrt  wordsn  aMwea 
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1^  V,  äteMe:  AMatuttg  ätr  ünmäformitiH  Oer  Tngmumuttrie  tUm 

4er  dar  eiBfeMbbsMiitt  oder  die  beide»  eoliegendee  FlieheMtiekel 
flliefeCiidiip£ 

4)  Verbiadet  man  eTidlif  h  je  zwei  der  drei  Liiuen  aui  dee 
welN'slrii  Wegen,  so  werden  alle  drei  KanterrvTinke!  Öberstunipf, 
und  entweder  bei  einer  Aii^icht  alle  drei  tificbenwiekel  ebeoblli 
oder  bei  der  anderen  diese  Winkel  behL 

Durch  dir  1  .illo  iiud  4)  ist  dii«  \f\  v.  Mffncfiow's  Trigo- 
nomi^trie  mis«!es|iro(  lK'n('  HehiniptunL' ,  das??  e'me  Frke  ntrht  7wei 
^berstumpfe  kantetnvirikel  enthaiten  könne,  tbatsäcblicb  widerlegt. 
Der  Irrtbum  rührt  da^on  ber,  daea  die  doppelten  Zeichen«  ifOMit 
In  den  Cvaeeeleeben  Gleichungen  alle  FwKtioneB  ven  Snmme« 
oder  Differensen  too  Winkeln  bebnftet  werden  nitüei,  liel  der 
Pomei 

ein  \{a  ,  Cf^K^^—C) 

*    ishi  ^ii  sin  \B 

« 

nicht  henehtet  sind,  «ad  daher  angesehen  Ist»  daes»  irell  w^gs» 
shiaelneseln  JeInC  der  Quotient  rechts  posItiT»  dlessaveh  anf 

der  linken  Seite  der  Fall  sein  mffsee,  diese  jedoch  nicht  sein  kOnne» 
n  eüii  sowohl  a  als  c  ^  2/^  wfiren.  Alltin  i^erade  in  diesem  Falle 
ist  das  doppelte  Zeichen  und  rKniuntlich  «i  s  initere  n<  th\\ endig, 
indem  dadurch  die  Bedingung  iles  Posiiiv£»etii(s  vollkuimiH  rj  erfüllt 
wird.  Gej^en  die  vielleicht  vorzubringende  Beh?»nptnnt' «  dass  die 
Fälle  *l)  und  4)  fiberhanpt  nicht  zu  den  dreikantigen  Ecken  ge* 
horten,  i^t  zo  erwidern,  dass  in  dem  Begriffe  dieser  Ecken  als 
eines  Gebildes  ans  dreien  in  einem  Punkte  sich  dnrcbsch neiden- 
den Ebenen  es  gar  nicht  ansgeeehiossen  ist»  dass  svrei  deiselbeir 
zwlsciieii  ilireni  gegenseitigen  und  dem  Durchschnitt  einer  jede» 
mit  der  dritten  sich  noch  einmal  schneiden.  Wenn  auch  EcImb 
mit  mehreren  fiberstumpfen  Kantenwinkeln  In  der  Anwendung  sel- 
ten vorkommen,  so  erscheinen  dagegen  die  mit  ihnen  besonders 
duri dl  dif  Hültsecken  nahe  ver\v;intlte{»  u\\i  mehreren  uberstutiipfen 
Flär^uMrw irikelti  in  der  Astioinnnie  und  Geodäsie  desto  häufiger, 
und  ganz  abeesehen  davon  fordert  doch  die  >V i s s ensch aft 
Ailgemeiubeit  in  der  Lösung  ihrer  Aufgaben. 
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XIX. 

Ueber  eiMn  tkiti  von  §aiiiea  Zahion« 

Vom 

Uerru  Doctor  Durkgt 

to  Zfirieh. 


In  Legan dre's  Theorie  des  Nombres.  Part  2''''.  §.  I.  Art 
laOL  fMlel  «ich  folgender  SetB :  Bedeatet  ii  elee  gteie  Zahl»  eo  kt 

Bkn  kann  diesen  Satz  auf  eine  Art  beweisen,  bei  welcher  nich 
nfleicti  ilie  Werthe  der  Ivt  lhe,  wenn  der  Ex}  '»nrnt  <Ier  GrtNSsen 
■i  fi — 2,  iLikw.  vou  II  verschiedeu  itit,  uil  ergebeo. 

Beeeiehiiet  mn  mit  (n)x  den  Ceelidenten  fen  in  der  Bot« 
iUileag  von  (1  -f  jr)«,  so  deee 

,  ^     «(w  — 2). ...(«  — i  +  l) 

 l.i.3....i  • 

Mkaee  neu  obige  Reilie  foigendermaeMD  echreiben: 

o 

«tbtl  ee  gleichgültig  Ist,  oh  mao  dleSomme  fär  X  bis  n  oder  bie 
«-liiral,frelldeeGtteaairi9iivmcbiitodet  Setitnmjelil 

Utibee  die  Gribnen  veveiiadeit»  ued  de 

^*  ee  fekl  der  m  beettemeede  Amdwidi  iber  in 
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Mit  muk 

SS  «(jr— ....  («-  ») 

wd  anlagt  den  Brach  i^^-v  Id  Parlialbiieli«,  wo  oMU  wuk  ba» 

kanuiiich 

wo  F^jb  den  Werth  den  I>iffereritialquotienten  der  Futietion  1^^) 
nach  a  genommen  (üt  bedeutet.    Nuo  ist  aber: 

Pk  =  H^-'l)ik—2)  „.,(k-(k^  1)) (k-(ki-l)) (ifc~(ifc+2)) .... (k- m) 

oder»  wenn  man  I.9.3....  ssss!  aotat: 


Ea  iat  aber: 


(bigUch  vrird 


uud 


1    _  (-  ly^  ^(n)k 

Fi  -  Iii 


1  5^ 


Bntwlekelt  man  jetst  den  Bruch  oaeh  faNendcn  Potoaaett 

von  X,  Bo  kaoD  man  schreiben : 

und  erhält  dadurch: 

(2) 

worin  die  Summen  aMmmtlicb  l(Or  A  von  0  bia  n  au  nehmen  aind* 

In  diesem  Ausdnn  ke  8ind  nun  die  foeflicienten  der  negativen 
Potenzen  von  a-  von  der  Form  des  Ausdiutk;«.  (1  j ,  indem  nur  statt 
der  Potenz  k^  alle  möglichen  ganzen  Zahlen  ala  luponeaten  von 
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Di«  BMtlnmvDg  dl«flef  GoelBdeiitM  gMchMI 

aber  leiebt  darch  die  directe  Lotwickelnng  roo         nacb  lalten- 
PsItniM  TOB      S«lit  mAD  ntolidi 

••  folgt: 

Nu«  tat  aber  ersicbtiich,  das9  diese  Entvtickelunj;  erst  mit  der 
(i4 1)teii  Petent  von  —  anhebt,  und  dane  diese  Peteni  den  Fee- 

1  hat.  Ea  werden  lieber  die  n  eraten  Glieder  dea  Auadrudsa 
ftracbwindeD  mOeaen»  wednidi  wuuk  erbilt: 


lfc(~  \f  {n)k  =  0.  I)*  (n)kk  =  0.  lu-  1/      ife»  =  0. 

•  0  0 

1)» (ii)a' =  0  u.a. f.  ....  bis  l)*(ii)ai<i-»=:a 
0  e 


1^  Ceelleienl  dea  (ii4-l)ten  Gliedea  aber  wird  =1,  alao: 


\A  n 


2:* (- 1/(11)4 if  =  l  oder  (-1)»2:a(-1)*(«)*A:"=».'. 
w    e  o 

*Mea  der  Legendre'acbe  Sati  tat. 

üm  die  Worthe  der  Nuninje  für  die  höheren  Potenzen  loii  k 
ZQ  erhalten,  mui»»^  man  aul  die  Bedeotuog  der  Gruaaee  a  lurilck- 
itkea.  Ca  iat  aber. 

-.»  =  der  Summe  der  Zahlen  von  1  bi.  »  ^"^-^ , 

•fai=der  Summe  der  Combinationen  2ter  Claaae  der  Zahlen 

1  [m6  u  oline  Wiede^rhuluügeiiy 

^«isdiT  Nuiiime  dar  Cembiaatiooeo  3ter  Claaae  ven  den* 
eelben  Zahlen» 

n.  e.  f. 

IM  der  Geelleleiit  ven         gleidi        daher  efhlit«M»$ 
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(- 1)»     (- 1/       ^»+^  =  Iii 

Der  Coendetol  von  -—^2  ^  gleich  (— «i  +  fli*)»  md  flifcft  m« 

die  RecbnaDg  «as,  so  findet  man  llin  ^leteh  der  Summe  der  Co»- 

binationeii  2t«r  Clm«  dar  Zahlen  1  bw  «  mit  WMwholmg«i* 

II 

datier  wird  tilmal  der  ^urome  derCoai- 

o 

UnafionaD  2ter  Clause  mit  HVIederbolonKen. 

Fiir  die  iir»hf»reTt  ^^^^er)zen  von  k  aber  lasst  sich  der  Werth  der 
Summe,  wenn  er  aucb  iumtr  ermittelt  werdeu  kann»  docb  nicbt 
no  ain&cb  aoanpredien« 


Beweis  des  Ton  Schlomilch  Archi?Bd.XII.^o.XXXV. 
aufgestellten  Lehssatzes^  —  über  die  Ableitung  des  Dif- 
ferenüalsTon  logr^;  und  —  über  eine  aUgeoieiiie  Auf- 
gabe über  die  Fimctionen  yoa  Abel. 

Von 

Herrn  Uofrath  Dr.  T,  Clausen 
an  Dorpat. 


Der  in  Rede  stehende  merkwürdige  Lehrsatz,  der  eine  Ver- 
gleicbung  sehr  hoher,  noch  nicht  bearheitotor  Transcendenten 
enibüt,  durch  deaaeo  Autfindong  äch|5milch  g^aanen  Scharf* 
sImi  gnntigl  hat,  acheInt  mir  4m  Was  m  ainar  aahr 
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kign  Emdte  «if  diäten  Felda  m  Of  m«.  Ltoge  babe  ieb  fer- 
m«  apegedelipte  Unteraoclittogett  diceer  Arl  vergebens  enrarCet 
Ca  die  Anrmerkeamkett  dee  natbematledieii  PublikniM  anfe  Neue 
«d  nehr  eaf  dieeen  Gegeneteed  la  lenken,  gebe  Ich  folgeoda 
AsnueoDg. 

Rieb  Miüdiiig'«  Integraitafeln  p.  157.  iat: 


/9 


I\n)  .«Iii  ^«  arctang^) 


(0*  +  ^ 


I  iXii)ain(Narctang^) 
e-«"  Jf- » ^t^(^x)hx^^  f 

/a                               I    11»)  8iD(fi  aietang  -) 
r^*-»ain(5/J;r)8jr:=   , 

/9                               ]  ilLn)Mn(aarctaQg§) 
*aiii(7^>&r=j5.  ete.; 

(«a  +  ^i 

«in (7/Jjr)  «f  . ... 
5=  ;.8io(«arctai*g-)/l«j, 

«cia  «an  A'*}=1  -    i  Jn^^^+^te.  in  inÜnUnn  eatii 
Sei 

r = a~**  cu»  yäU;  —  e~     co»  (ü^u:)    e~     c«mi  (ü^ä )  —  etc; 

Bmm  folgt  aoglelcb; 

iScea(^)  -l-  raln(2|lap) 
sir«alB(^)  -  r-^ah (IWir)-fr^ ein (7fx) -etc., 

a:r^cea0^)--r-«-«eee«^)-i-«-teeaa(7#»>-«l&; 
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168  CiauiiU:  BemeisäiM  tvu&ckiömiUk  Areh.Bä.ÄU.. 

wmum  dmA  Elioüiuilion  vw  T  folgt: 
Alto  wird 


/ 


•  <-«(!  -e-««')ain«?j?)a^-^8j       r(«)     .  ,      .     /J,  _  . 


Setzt  man  «  =  0.  5  =  1,  so  wird  der  Zahler  »inti^r  dein  Inte- 
gralzeichen —  Oy  und  der  Nenner  nicht  verschwindend,  ausser  in 
den  Fällon  2j:=jv,  3»,  ö«,  etc.  Der  Werth  des  Integrals  be- 
steht «Uo  io  dieeem  Falle  aus  mehreren  einzelnen  TboiJen,  deren 
Smmlfitiig  mit  der  Ceti chy 'sehen  ReeMä-Rechoong  Aehnlich- 
kelt  hat 

Es  $ei  und  a=d  eine  sehr  kleine  GrOsse,  deren  Qua- 

drat und  höhere  Potenzen  vernachlKssigt  werden ,  2x  =  1) 
00  dasH  mao  die  Integration  auf  oehr  kleine  Werth«  von  (  he«, 
kann;  dann  wird: 


1 +2e-««co«(2ar)  +  e-*"=(l  +  «~«")*coa  j:*  +  (1 —e-««)*  »in««. 

Es  ist  nun,  wenn  mau  sich  auf  die  uiedn^äten  Pulenzeu  von  $ 
und  i  beschränkt: 

l  +  r-*«=:2,  eoex8:t|»  1 (21+1)««,  »in «=(-1)^ 5 
demnach  Or  einen  heetimmten  Werth  von  l  da»  ohige  Integral:« 


Sei  C=(21-f-I)M.9taiig«.  ao  whd  dM  Integral: 

■ 

welche»  man  von  s=5  — hl»  *|-^  nehmen  hann,  da  wegen  der 
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■   

KWMH  fOB  0  ein  kleiner  Werth  Ten  t  eelion  einem  Winkel  von 
I  aabeui  entspricht  Des  Integnl  Wird  nlao: 

«Mi  aki»  für  aUe  ganze  VVerthe  von  k  \mi  ü  uti  bis 

ö)"  ^*-"> = (t)  /^•>' 

llriiM  die  vm  SchlftBiieii  gefindoo«  Fomwi  iat 


Dm  Dlftreatial  ton  Log  IX*)  ÜMt  aidi  raf  iölgaid«  »ekt  «!•• 
fccht WfiM  aMcites.  Bsirt(MindiDg'«Iiit0«ralurelD  p.lSI.)t 

mitMntiift  mnn  nach  6,  eo  ergiebt  sich»  wenn  oisn  nach  Ln* 
|usge*s  BeseicboiiDg  ^^^^r'Cx)  setxt  und         durch  ^s) 


M  (e4-6)sl>  6=1,  also  es«—],  se  wird 

r(o) r(6)  _  r(<~))  i_ 

/Xe+«  -  r(i)  -  1-1 ' 

II 

•dfif  durch  theilneise  Integration: 

I  1      /* '  a:'-'  —  I 

=j;;f-[(x'-*  — l)Log(l— »)  +  JZTlJ  HU^jT^' 

o 

«ad  da  der  er^te  Theil  aD  beiden  Grenzen  vcrach windet : 
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170  CimmM:*BmMi9  A  w.  agmuN€k  im  irck.  m/tat*  UHn^m, 

Im  imltett  Baade  tob  Grelle'«  Jottmai  fflr  Matlieaatllt 
ISodet  «Ich  eine  Abhandlung  von  Abel  Aber  die  Fnndienflo»  weJobe 

der  Gieicbnng 

Genfige  leleten*  Die  Anflüenng  dieser  Anfgnbe  ergiebt  aiclf  tieni" 
lieb  einfach  auf  folgirade  Weine«  Es  «ei»  wenn  '^(z)  s     s = 

qi(x)=^l,  *=*F(Ö,  9(y)Än,  |r=:#to): 

iK'£)^Fi{Qt  also  auch  /l[jf)  = 

•o  wird 

IMTecentilrt  man  swelnal  in  Besiehnng  auf     ao  ergiebt  äleh« 

il'i '  (I  +  f )  =  ^  (ö    W  +  F. '  (I)  . 

Satit  man  min 

F|(i)  =  l?,   F,'(ö«/i',  F|^|)  =  B'; 

•o  gellen  die  obigen  drei  Gleicbnngeo,  nach  Elimination  von  F(v) 
nnd  Fl  (9): 

0  —  (A'B^  -  J'Ä')  ^  ( + r)  +  (A''B  -  ilB")  t/;i '  (^t  +  r) 
deren  Integration  bekannterwelae  sehr  leicht  ist 
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MimUtHg:  Mer  tien  i^iriu  äei  IniegnUs  /  -4s,  §Sc,  171 


lieber  deo  Werth  des  Integrals  /  d^i^  ,wmnm 

uud  n  positive  gaoze Zahlen  sind  und  iit>»  oder  ist 


Herrn  Professor  Dr.  F.  Minding 
un  fter  UniTeriiüi  so  i>(»r|fui. 


Wenn  n  =  I  uud  m  eine  srer  üiü  Zalil  v,  ird  da«  ?or« 

gelegte  lotegral  =qc.   Denn      ibC  lür  ein  gerades  t» 

die  Sunme  der  ein^klfttnoierteii  Reihe  l«t  sber»  wie  bekannt,  un- 
tndlicb  ^ri>88.   Dieser  Fall  bleibt  datier  uq  Folgenden  uobeachtet 

]       1  /»• 

Die  Gieichnng  ^=  jj^  /     e-^^'-^djf  giebl 

o 

a  o  it 

=  ^  jf"  jr-*dir ^    f-*»  als«* Ar- 

Für  dn  geradea  in  ist: 


tiff^sf  (eoanu:  ~  cob  m — 2x-{-m^co9m-~4x  — ....  -f  (—  1 
«i4  Ar  «!■  uDgsmdss  mt 

•iiife|(irinitt-i%sbji^8'«'fsiisinils==i^ 


11^ 
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0 

wo  m'  flbmU  filr  die  g^OMte  in  ^  enlliftlteii«  gaaae  and  s 
für  gMwUt  ist 

Da  lerner 

60  folgt  (ür  ein  gerades  m : 

/•  «inj:«  e     /»»  _  , 


und  ti3r  «in  ungeradem  m; 

o  o 

n 

ßoieielintttwiedeniniii'dlegrtetein  ^  enthaltene  gaiiie  Zahl» 

m  ist 


wo  «— 2»'=:0  oder  =1,  je  nachdem  w  gerade  oder  ungerade: 
trennt  man  mit  Hfilfe  dieser  Formel  in  Y  den  ungebrochenen  Thoii 
▼ein  gebrochenen,  and  bemerkt  dabei  sogleich,  dass  die  (]i->2)te 
Potenx  von  f  aus  dem  erateren  wegftllt,  weil  fiir  gerade  m 

1— t»!  +  mg— ... .  +  (—  i)"»' .  iinm'  =  0 

ist,  so  «folgt: 


•••• 


.  (— i>"'-'.»w-i.a*»'j 
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m  mttä  u  püstuce  guu^ic  jLaäiea  unä  und  m^u  väer  m^=^  iH,  17d 


,tm-Ur-\  m,.m— d*»-**'-> 


•  •  •  •  ^* 


(Dir  In  K|  vorkammende  CSrensivertb  n — n'— I  toh  k  drflcfct  dl« 

Ji— 1  «—1 
flMto  in  — 2"  eothaltene  gani«  Zahl  ans,  nlmllcb  — ^  ftr 

n 

fh  «iseradea  «,  'j— 1  Air  elo  gerades  ».)  Werden  obige  itelben 

ftr  linar*  bei  f^eradem  m  2^aial,  bei  uiigerailem  m  (2i(E^J)nii[^i  tiii- 
jefeutiirt«  ao  kommt; 


. .  • .  H- (~  1)^' .  Mto' cee «), 

■ 

jnte  fUf  gerade,  dieses  Ar  uDgerade  m.  So  lange  naa  die  An- 
■II  der  Differentiationen  kleiner  ist  als  m,  sind  die  Ableitongen 
kkerband  mit  dem  Factor  »inx  hehaflet  und  verschwinden  also 
1^  jr=0.  Wird  ilaUei  die  im  l  ui^^eutieu  meiiraiaU  wiecUirkeb* 
Nid«  Summe 


m  AbkSnnng  mit  /(ni,  k)  beielchnet»  so  dass  m  In  /Km«  A)  Inmeff 
ikw  gerade  Zahl  bedeutet,  hingegen  f&r  ungerade  m  die  ent* 

f^hende  Samroe 

«^^ni|.fli— 4*— ....        l)'"'.Mi«'SS^(fn,  it) 


t;  so  ist  /(ni,SA()=0,  wenn      eine  Zahl  aus  der  Reibe 
t>4,e.8,....ni— 4,  m-S  Ist,  und  /|(si,Sil-I)sO,  wenn 
dbe  der  Znhten  1,  3,  5,  7, ....m—S  Ist. 

Für  2X  =  m  erhilt  A«»»)  «»^  <<Br  Ik^l^m  den. 
Wtith  iü^.ml 
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/OD 
— dj-,  weim 

Q 


Diesen  8uruniatioiieri  zufolge  verschwinden  in  )  und  }'|  säinmt- 
liche  positive  Potenzen  von  unt\  es  zeigt  sich,  tians  i  und  )i 
tu  der  That  ächte  algehraUche  brücbe  sind,  nfioilicb: 


^(-l)-^»^^J 


Für  ein  gerades  n  ist  it'  =      <iäber  findet  sich  sofort  durch  In- 

tegimtioD»  sttfol^  der  so  eb^  erkUttteo  Bedentmig  des  Ztidi«M 
f{m,k)z 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  Yg  zuerst  von  0  bis  y  integrirt  wird: 
'  F|ily==(-l)ä'\it«-i.log(l  +£)-m^.5=:5^Mog(l+=^ 

e 

r 


ist  aber  ;iog(J -{-^=slog^  — log mf  ; log (l-f^);  wird  dieser 

AiMdraek  seliBt  i&m  entspraciieiiden  IbnliebeD  lA  vor«tebtp4f« 

Integral  eingef&hrt»  so  folgt: 


TH". 


e 


-«1 .111—2»-» .  J  l.»g(I +^^^)  + .  . .  +  (- 1    m«' . 4 Iog(l  +  1 


-f-  (— mPr-Mogii»  —  Ml  .«1—2»-^ .  leginx^^^-  •  • 

....  +  (— l)"''^irw^i.3"-Mogat 


Bs  Ist  aber  /*|(m,  n^\)^0,  weUbier  nod  it— 1  unger^diir  sind 
und  n — l<m;  daher  ftllt  das  erste  Gfied  rechter  Hand  sofort 

aus;  geht  man  ferner  zur  Grenze  i/asoo  fiher,  so  verschwindeo 
auch  die  folgenden  Logarithmen,  und  es  wird  für  gerade  ni 
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m  und  n  posWrf  ganze  Zahlen  sind  und  OT>n  oder  m^n  itt.  175 
^      ^',</^=(— l)«lm"-Mo^m— m,  .m— 2'«-Mo^m-2 


+  m^.  m— 4"-'*.  log  w— 4— . ...  +  (—  l)»"'-»  ww-i  .3"-^ .  log  3 1. 
Für  ungerade  n  wird: 

J""  Frfj^  =  (-l)'"«".iU/t*-Mog(I+^^-.... 

Wird  hier  wieder  mit  den  logarithniischen  Factoren  dieselbe 
Verwandlung  vorgenommen  nie  vorhin  und  bemerkt,  dass  für 
gerade  in  und  ungerade  n,  wenn  zugleich  7t — ]<m  und  n  we- 
nigstens =  3,  /Im,  n — 1)  =  0  ist,  so  verschivindet  auch  hier  das 
im  Integrale  auftretende  Glied  /l[7/i,  n  —  l).logy;  ferner  werden 
die  übrigen  Logarithmen  in  dem  lotegrale  =0  für  ^  =  qc,  und 
man  erhält: 

/OD  nJ-J   
Ydy={r-\)  •  | m"-> log m  —  m^. 2«-» . log m— 2  + . . . . 

. . . . +  (- 1)"''-^  m»,r.i .  2"-»  log  2 }. 

Endlich  ist  liir  ungerade  n: 

r,rfi^  =  (-l)V^.|./j(m,7i-l). 

o 

Bezeichnen  wir  der  Kurze  ^vegen  auch  noch  die  Summen 


m^logm — .//i— *2*.logm — ^-\-m%  ./n— 4*.log m — 4 — .... 


^  — 1 


....  +  (—1)«     .i/im_^.2*log2  durch  f\m,  logm). 


ffi^logm  —  nt]  .m — 2*.Iogm— 2-f .... 


....+(—1)  «  .m„^ä.3Mog3 


durch  /i(m,  Ar,  logm),  »vo  immer  w  in  /"gerade,  in  /J  ungerade  ist, 
so  lassen  sich  die  den  unterschiedenen  Fällen  zugeh«>rigfl|^^' 
des  gesuchten  Integrals  nunmehr  wie  folgt  schreiben:^ 


m  Miuäimgs  Mir  tfr»  Wertk  Uto iM«r«l»  * 


V 


m 


/••iDJ^  ,      (—1)  ,  .  .  1 

— «-^)   i*»  »"^  »  gerade)  !• 

m-\-n 

(—1)""^ 

*(_  1)  ^ 

=  a^-^.riT^*^^'        '^^^^   (wiuDger.,  nger.)  4. 
Hier  bt^  wie  icb  zu  grösiserer  Deutlichkeit  Dochbenrorheben  wiii: 


.ifi 


....+(—  1)^       Wim      .  2«i-^  log% 


/i  (//I,  n— 1,  log  m)  =. inF-* log m  — m| . m— 2«-* .leg m  -f . . 

....+(- 1)  2  .  m^,3 . 3"-^  log3. 
InsbesoiKlere  vvird  Itir  m=:l: 

^/^  ^^^2571^/'^'*»'*"'^^  **  gerade, 

o 

Ä  i^-j^ /i  (/^,  7t — 1 )  wenn  n  ungerade. 
Beispiele. 

e  0  0 
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m  umi  n  pustuve  gan%e  jLakien  UHä  unä  m>/i  üäer  m=H  177 

0  o  o 

0  o 

t 

1  ,  3» 

/»rinx».      3,    „  /"•»toa:»,       5,    27  /^»sinar». 


4. 


leb  bmolBe  dl«  gtgenwIHige  Gelegenheit,  am  Aber  dee  Zih 
Mmnenbang  swiecben  deo  lotegraleo  J^^^'^^  und ^(~^^  ^ 

•ine  Bemerkang  eiozoscbaltefi,  welche,  wie  ich  mich  erinnere, 
▼or  mehreren  Jahren  einer  meiner  damaligen  Zuhtirer,  Uerr 
Zfvett,  mir  mittheilte. 

Es  ist 


oder 


Amm  dSeeer  Bemerkaeg  folgt  (Ür  ««od  wieder,  wie  ebeo  gefim* 
des  ward. 


0 


■idile  aedi  die  Folgenmg  der  EiwAheiwg  werth  eein,  deee 
■essO»  ebe  «sm. 


ÜK 


178  Mim4im§t  mer  dm  W€f(k  4m  im^mU  J*  *  ^^^4^i 

u        >  o 

wird. 

In  einem  ao  mich  gerichteten  Schreiben  aus  Tschernigow 
vom  17.  Mai  d.  J.  stellte  mein  schon  genannter  Freund  Herr  Zwett 
fibcr  beetininite  Integrale,  welche  eine  periodische  Fanction  ent- 
hiltent  felgende  Betraebtangen  an»  auf  die  ich  achon  desshallh 
.gern  nSher  eingehe»  weil  nie  mir  an  der  gegenwlrtigen  Untere 
«achiang  den  ernten  Anlaea  gaben. 

£a  ist 

o  o 

wo  Fx  eine  aogleich  anzugebende  Function  ist  und  statt  ain^r 
auch  eine  andere  periodische  Function  geaetat  werden  kann.  Da 
nbnlidi 

O  ö  2^ 

SU«  0 

80  folgt : 

= /5r  + /(ar  +  2«)  +  Aar  +  4»)  + . . . . 

Die  angei»elieno  i  inlornMinir  *n\^  iiutor  «1er  Voransäsetzung,  dass 
*  Fa  zu  einer  endlich  auszudrückenden  Fuucüoa  convergirt.   £a  ael 

fx=\^,   (jp(sinu:)  =  ein JT",   «»o  wird 


oder 


_  I  1 


Nun  i^t  aber 


#x+a         _  / 

 ;/  T=T* 


o 
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m  und  m  ßoHüpe  g^tu^e  ^akUti  juwi  unä  myu  mier  wu  Ut- 171^ 
«»"*^(a?+l)*  +  J  ij 

aUgemein : 

 ;/  T,/  7-  y   77  t:t' 


M  0  0 


+  •=(^»W-~>7/    J  7-;/    J  W 

U         ü  0  0 

ud  w«il  Mch  obigem  Satse 

u  «I 

1      p^dt  p*di     p^dipf    dt  , 

0         0  0         0  0 

wo  die  Ansalil  der  lotegntioiieii  nach  I  gleiok  it  ist. 

So  weit  ging  die  Mittheilang  dea  Herrn  Zwett;  ea  ochieo 
■rfr  der  Mflbo  irorth,  den  darin  angefangenen,  aber  freilicb  wegen 
der  rieifachen  Integrationen  einige  fi^cbwierlgiceiten  darbietenden 
Ciang  der  Rechnung  weiter  in  verfolgen.  Setxt  man  allgemeiner 
^(aio  jt)  saiodi^t  «o  ergiebt  sich  auf  deniselbeo  W^e: 


■  ^  dx 


/^di    p^  dl       pt  di    P'    dt      Z'«  ^ 
0  0  0  0  o 

Nach  Elnfthrnng  der  Reiben  flh  aln^m*  and  mittelo  der  lolegnie 

P^     .  o        i  JmnO-t) 
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/3>  ginjm 


wird  nun  folgender  Werth  In  tieaUlt  eine«  (» — i)iaclieD  integnl« 
gafaoden,  nXmliciis 

wo  Rlr  gmid«  mi 

r-«*-*.iiog(i  +  ,„g(i+^ 

ued  für  ungerade  mi 

T=  Ti = fMMrtfctg-^  —  ifw-i  at  dg  +iiw-iarctg-^^— 

log^  log  j  log  - 


1k 


Durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  t?  =:  — -|  werden 

logj 

diese  lotograle  auf  folgende  Gestalt  gebracht : 

O  0  0  0 

wo  die  Anzahl  der  Integrationen  rechterhand  stete  n — 1  ist»  und 
für  gerade  m: 

T  =  wi;,r-i. ilog(l  f  2V)  —  «i«'-a. ; log(l  +  4»c«)  -|- .... 

....+(-l)«'-».;iog(l+m%«), 

l&r  ungerade  m : 
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m  uuä  H  ffOsWce  ganze  ZahUn  sind  vnd  m>ii  Oikr  ftss«  Iftf.  \!^\ 

T=  2j  =  i/warctge— fiim'-iarctg3«  +      +  (— l)«' arclg  top. 

Ob  AmfUinng  dergMoodertonliitogrmtioneii  «UlMt  «ogltieli  auf 
&  Sehwierigkeit,  das«  achoo  die  eraten  oder  doch  die  aweiten 

htefrile  der  Glieder  von  T  und  7\ ,  in  ao  fem  sie  von  Null  anfan- 
geo  sollen,  unendlicb  gross  werden:  wesshalb  dieser  Gant^  der 
Rechnung  aut  den  ersten  Liiick  lihrrliaiiiU  nicht  zum  Ziele  zu  füh- 
ren, sondern  sich  in  Unbestimmtheit  zu  verlieren  scheint,  hol 
näherer  früfung  zeii^t  sich  jedoch,  dass  dieser  UebeUtand  gebo* 
ben  wird,  wenn  man  von  jedem  Logarithmus  oder  arctg  in  T  die 
«itea  Glieder  der  dafiDr  geltendea  Reibe,  bis  zu  daraanficbst  der 
«lia  foraageheoden  Potens  tod  e,  absieht,  indem  TermSge  der 
Bgtaacbafleo  vod  T  aile  ao  hintttgeffigten  Glieder  eich  für  jeden 
Warft  ▼en  e  an  Moll  anfheben.  Setat  man  nimlich 

Hulici  zu  bt:nierkf»Ti  ist,  dass  2fi — *2n'^ — '2  die  der  n  zunächst  vor 
bernehende  gerade  Zahl  ausdrückt,  nämlicb  n — 2»  weon  M  gerade» 
aad  a-*l,  ireon  n  nagerade  iat;  ao  iat  ateto 

weil  j(Mk'  ijnivrrli;iti(l  vorkommende  Potenz  von  r,  sie  sei  r**,  die 
Summe  f{m,'lA)  zum  Factor  bekommt,  welche  hier  wieder  —  0 
ist,  weil  m  gerade  und  grüs&er  als  2,  v^  cTÜgstens  gleicb  2  and 
lü«'mer  ala  m  iat  Demnach  iat  also  T  folgendermaaaaen  an 
acbiaiben: 

Sr^aw-i  l  ieg  (l+2V)--vC2a)|-aw-ailog(i+4V)-^K4a)J+*..- 

1  )-»'-M  log  (1 + mV)  -  9(m»)  I. 

Wird  4tui  äiiiiiiche  Weise  gesetzt : 

r  -  i  e »  + i  r* +     1  j«' £^  =  Vi  W . 

wa  ia'— 1  die  der  n  annlehat  Torangehende  nngarade  Zahl  dar- 
aldlt,  ee  iat  wiedemm 

iii^9iW-aw-4 .  »i(3a)    aw^a.^&i^)-....  +  (-  ly^^(wm)=Q, 

daher 

TissniBg.|arctgr— aiiii»-i|arct§3r— ^»|(3e)| -f.... 
....  +  i^iy^  iaielsMit-.9(M)|. 
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In  dieiier  Form  lawen  sich  onii  die  gMondertan  lategraUoiieii 
all«  vonäMm;  teb  tetse  einige  eis  Beispiele  hierher: 

o 


0 


U.    8.  i*. 


jS  larctge-rj  =   jloga+e^, 

e 

/•def^de,  ,  ,  I  1.,  1,  ,  .  iog(l-i-r<) 
o  o 

0  0  0 

I      11  .  1    Ureter     /l      1  ^  I . 

u.  a.  f« 

Um  allgemeiu  die  (n — l)rachen  Integrale 
0  0  *lk 


und 


0  0 


III  Hinsicht  aut  ihr  Verhalt*»ri  für  r  =  !io  zu  ijnterMit:lien .  hat  man 
nur  nöthig»  die  votgeactinekeneo  IntegratioueD  für  sehr  grosse  t 


Digitized  by  LiüOgle 


m  tmä  M  posiiite  ganze  ZaAien  $inä  und  ffi>ii  ader  m=n  isi.  IH^ 

an  (Irr  höchsten  in  cp(r)  und  q>i(v)  vorkoiuaieTifion  Potenz  v(.rt  r 
SB  ToUiiebeB;  man  findet  durch  die  wiederholte  Integration  diese« 

^«  .  ....  's  2(— 1)*"*  1  +  loga 
Gliedes  in  q>[v)  bei  geredein  »:  '  5^  * 

*  t 

in  (^i{c)  bei  geradem  n:  — j*^  iogc» 


bei  oogeradem  «:  •  — 


im  ersten  und  vierten  Falle  nahern  Nich  €iie**e  Werthe  mit  wach- 
■eodem  fi  der  ^ull,   Horaun  »ich  der  iSchluss  /Ziehen  lasst,  da«s 
und  ^i(o)  fflr  es^OD  dann  endliche  Wertbe  erhalten,  wenn 
»  md  II  beide  gerade  oder  beide  uni^rade  sind,  oder  kürter, 
weBB  g«rade  iet  Dagegen  werden  bei  nngeraden  M't-n 

die  Werihe  ven  ^e)  nnd  ^(e)  für  vsssod  nnendlieh  grenn»  eiieri 
wie  am  yeraidelienden  Integralen  im  aweiten  nnd  dritten  Falle  her- 
tergeht,  in  der  Art«  daee 

^e)  —  dlog«  s        nnd  log(e)  =  ^(e)« 

wo 

i)V  (-1)5 
a=— pjj—  «od  «j»  =  -pjp 

Ür  o^QD  endliche  Wertbe  erlangen. 

Vm  uuii  auf  dem  gegen vviirtisren  Wege  d»f*  «jesuchtc  Integral 
z^Q  finden,  hat  man  die  Werthe  tulgender  Auadrücke  tür  f?=:OD  lu 
i>«tiaiiDeo,  nämlich: 

•,..+(— l)«->.m—i.^aie)|  fiit  gemde  «. 

t 

....  +  ( —  !)"•' .m"-' .  ^i(mr)l  für  ungerade  i».. 

^"J  "if  n  geimde,  eo  erliaiten  y(2«)«  1^(4r)*  ^K^)  fflr  esoe 

>n  endllehte  Wetth  ^od),  wnä  ebenen  f^(e),  1^(89), 


Digitized  by  LiüOgle 


184  MMim§:m»ämW^4Mimi§Na$ J^'^^^d»,  üto. 

^1  (Öo) « •  •  •  •  «lle  den  Wertb    ( oo).  Ol«  Betfinmimg  dioMr  W«rtb* 

würde  jetzt  noch  eine  besondere  Untersuchung  fordern ;  vergleicht 
man  aber  die  oben  gefiiodeoeD  Ergebnisse,  so  folgt  soiorl,  wenn 
m-^n  gerade  ist« 

— ifjp  wieder  wie  eben  in  den 
iieiden  einem  geraden  m-^n  entepreehenden  FSllen. 

Für  ein  ungerades  in -\- n  setzt;  m  in  li'(r)  —  0(f)  +  d  lege, 
tl;,(r)  —  ^i(f^)  +  ^1  log«,  wodurch  die  beiden  vorigen  Ausdrücke  in 
ioigeude  übergehen: 

^  lin«,#-i,  2«-i  .0(2»)  (—1)«'-» .       6(Me)  | 

+  n— l)loge  +  /(m,  n-l,  logni)|f 

'  I (MM». 6i(e) -  ew-a . 3—» (-1)-' .«i»-^(nie)i 


+  2^  •  (~       ^ ^1      «  - 1)  log  t>  +  /i  (m,  II  - 1,  log  m)  |. 

In  dem  ersten  dieser  Aasdrflclce  ist  m  gerade,  n  ungerade,  und 

n  —  I  <  //*,  jodocli  n  —  1  wenigstens  =2,  daher  f{m,n  — 1)=0; 
in  dem  zweiten  ist  m  ungerade,  n  p;erade,  —  1  <  w  hik!  n  —  l 
weni<;stcns  =1,  daher  f^iniyV  — 1)^0;  hiermit  verschwinden  dir 
den  Factor  logr  enthaltenden  Glieder.    Für  t7  =  0P  erhalten  Icfft*  r 

6(2«)»  6(4r),  alle  denselben  endlichen  Werth  =  ^  und 

eben  so  61(9),  di(3r),....  denselben  endlichen  Werth  6^i(tx)  =  ^, 
Daher  verwandeln  sich  für  e  =  Qo  die  ersten  Glieder  der  beiden 
▼erstebenden  Ansdrflcke  in 

and  werden  aUo  gleich  Null.  Es  bleiben  also  als  Warthe  des 
g^sncbten  Integrals 

^  s= — '~fi^»  ^ — ^9  logm)  für  ein  gerades  m  und  nngerades 

5~~^J,_:^/i(w,«  — l.logm)  fiir  ein  nngerades  m  und  geraden  n; 
i|beielnetinnnend  mit  den  vorher  gefundenen» 
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MAhodo  BouTelle  de  AteoiBion  det  Hg^et  et  nrhcei 

du  second  ordre» 

(MeÜwde    des  sections   planes^ j 

Fat 

Montiear  G€ür§eM  D^iior, 

Diictenr      «rienroK  m.iilK'maliqucN ,  ^l«-nibre  de  In  So<  iotc  ilet  liciOTeM 
et  Art«  de  i'iie  de  U  Uvunion  (Mer  dct  Indrs). 


1.    Cette  methndc  consiste  a  ramener  l'etud«  de  la  snrface 
Celle  de«  sectifuis  (pi'v  determincnt  cortaitis  plaus.    Elle  fournit 
de«  cnracteres  aaal\ ti^  kvs  .   {\]n  perrnetteiit  de  reconoaitre  imn^ 

dialeinent  I«  natura  geomöirique  de  ia  «ufface. 
L'dqmtioD  du  »ecoiid  degid 

+2Ca;  +  2C'if  +  2C^  +  Fss  0  (1) 

pMt  icprd«eiifer  troU  espdce«  de  surfaoes,  auiqiteUes  fdpondmil 
dw  earBctires  analytiqaes  bieo  dentiiictB»  qae  Ten  obtieBt 
«iMddhitoment  par  la  traaalation  de  l'origine  a«  eentre  mdme  de 
la  Mrface»  auppoad  rdel  oa  Imaginaire»  unique  oa  multiple,  k  warn 
dUtnice  fioie  ou  ä  rinfinL 

1  SappoBon«  qae  la  sorfaoe  (1)  «oit  rapportde  4  aon  ceiili«; 
f^mliB  (1)  «e  chaage  eo 

a)=^**-|-  tßyzf  2Ä'«:f  2Ä*;ryf  i/=0,  (2) 

*B  Mm  leie^  qea  •  • 

lieum^  Ii 
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IM  30Mt&rf  MmmU  mimatü  de  mi%ui§n 

= A{B^A'A'^Bf(B"B'^A'B^B''(BB'  -  A''Br). 

^A!'{Bn^AA')  -  Biß  BT  ^^B)-  B'^B^B^A'BTii 

-J^;=i€(B'^-A'A''HC%A*'B"'-BJ(),i'C\A'B'-BB'% 
a=  Z?(Z?C-  -ß'  C'^BTC)  -  CA'A"^  CÄ'B'\  CA'B' ; 
^N'^C(B'^^  A^A)  +  CiAB- B^BT)  +  C(ilB-  ITÄ). 

^N''=C'\B"^AA')i'C(A'B'^B"B)  +  CiAB-BB). 
zsL^iB^iy-^BC^B'ay-CAA'-^  CA'B*^  C'AB. 

Lm  ägalit^s  (II)  doiin<iit: 

AD  es  (^Ä—  B'B')*  -        -  il''.^)  (B^—  J^O ,  j 

A^D^iA^'B^^BB^f-i^B^^AA*) (Ä'«—  il-'ii);  ) 

B'D^^ii  '^^A"A)U'B'-H  ii)-^A!' B"-BB')(,AB-BBr)S(^) 
B^B=s(B^*-AA')iA''B''-BB')'-(AB-B'B"KA'B'-'B'B).) 
Las  äqaation«  (III)  fourntoaent  ahm: 

(VI) 

AC-       -        =  ^CClAB—B'B")  —  C«(Ä*  •  i<'^*) 
+  e'«(Ä'*-        4  C*'*(Ä''«  -  AA') , 

N'C'--Ja''C'' -NC=  WCi^B'^B^B)  - 

+  C«(Ä'«-ili<')  +  C*(Ä«— J'.l"), 

-f  C*(B*-il'J")  +  C'HB'^-^A"A); 

d'oü  Oll  tire 

(VII) 

ßfC-^i\  C'-{-N"C^=C^(B^--A'A")i-C'H/i'^-A''A)^C'H 
'-%C'C''(AB-B'B")-2C*'€(A*B''-'B''B)-^'iA''B'''^BBf), 
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(Vlil) 

DiM  le  cft«  partienllw,  on  fbn  a 

2i=0.  ^'=0.  il'=0, 

i&k  reiatiooa  preceüeutes      redubeiit  a; 


N''z^ßf{BC-^BV  '^B''C%i  / 


tfX) 


Ii  Lm  troi«  plftüs  de  coordonnte  eonpent  la  snifim  «ol» 
Irab  l'igoe«  reprdaantdes  rcspeetivmenl  par  las  dquationa 

A^^A'^^^B^99^H:=^.  \ 

i(  It  plaa  9=  fit  y  ddtemiine  ime  aaction,  qai  ae  projelta  an  le 
fha  A  aeivaat  la  eaurbe 

Aa^-i^%(»'ß^B')st  I  M'/3S4  2i}^-|>il'0<*-l>iV-O.  (4) 

titra  une  ellipse,  uiie  h^pecbole  ou  uue  paraboie»  auifant  (|ue 

Ttipnaaloii 
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qni»  6»  vertn  de  la  pranl^  das  rekition«  (IV)»  peat  «'dctlN 
/«'V dl' .  Cmrmiire^  mnmi» tiqu09  O  l'tfllO^MM«.  SuppoMii» 

qae  reqiiation  (2)  repr^enfe  nn  ellipsoTde.  L«8  troia  sectiops  (3)  par 
les  piaii8  cuurduuues  ^eroot  des  eilipsei» ;  par  consequent,  leff  troi» 
diffdreuces 

•ont  tonte  ndgatives,  ce  qol  exige  qu#  le«  troi»  codlGcient« 

A,  il" 

des  ourrds  de«  Tarlablee  aoleot  diffdrentedeidro,  de  mdme  eignem 

et,  parsuite,  positifs;  puisqu'il  est  toujours  adinls  que  le  pre* 
luier  terme  de  requation  (2)  a  äte  reiidu  pu^-iitif. 

II  feudra  de  plus  (jue  !a  sectiaa  (4)  seit  une  ellipee,  qael  qua 
eoit  oa,  en  d'autrea  termea,  que  l'expreasloii  (5)  seit  adgative^ 
poar  teut^  valeor  da  param^tre  variable  ß  du  plan  adeani  Comrne 

le  d^nominateur  l^'^-^AA'  de  la  quantite  (5)  est  iieü;atif,  le  nu- 
m^rateur  devra  touiours  etre  iiosifif.  II  e»t  donc  d  une  iiece^ite 
abaolue  que  le  polynonie  U  6oU  oegatif. 

II  eat  du  reete  evident  que  netre  ellipeofde  eera  rdel  et  fini, 
ae  rdduira  h,  un  point  oa  sera  inaglnaire,  *elon  que  les  aection« 

eHi|jtii|ues  (3)  aeront  rdellea  et  finies*  se  rdduirotit  k  leur  centre» 
OD  seroot  imagioaires ,  conditions  qui  sont  expriinees  par  lea  troia 

relations 

J^<0,     ii=:Ü.  i/>0. 

Pulsque  D  est  n^izatif,  ccs  trois  relationa  peuvent  «tre  rempia- 
ei^f^  par  les  suivaiites : 

NC+  N'C  +  JV"C*  -f-  ITD  >  0,   NC-^  N'C  +  N''C"  •^  FD =0» 

Sl  noiis  rapprochons  toutcs  ces  conditions  et  qiit;  iious  toni ons 
compte  deä  ub.servatiun.s  laites  au  iiumdro  precedeot»  üqus  pou* 
vona  eih  dedutre  le  tbeoreme  «uivant: 

Amr  ^  fdguaiion  du  seeand  degre  ä  iroi»  variables  re* 

presenle  un  eiiipsoi'de,  il  faut  et  il  sufflt 

10  que  les  Corres  des  variables  9e  troweni  dam»  fegaaUom 
af  aaiaat  afMäa  da  mima  aiioa;  . 
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»fmi»  dtftfrMM  m-A'A^,  iT*-  il^il,  il<««--iia' 


^  de  poijfname  JJ  soU  infärimw  a  %cro*  ^ 

Cet  eiUpäoi'de  est  re'el  et  flni,  se  reduit  ä  90n  centrt  am  §H 
imaffimure,  Mutiani  que  l'expression 

€si  superieure,  0gaU  ou  inferieure  ä  wra. 

AttutdilimitdffB^ro,  l  eqnaHon  (2)  repr^ente  ndCMaidrmtat 

—jäte  k  centre;  donc,  dans  ce  cas,        des  denx  hypeüboMdei| 

ou  |p  cdno,  cbaque  lois  «jirelie  n  exprime  pafi  relUpaoIde.  Cm 
drcoostauces  «e  preseotent  donc  pour 

et,  pour 

Ii  reste  ä  «(Sparer  ces  trois  surfacen. 

11  est  d'abord  Evident  qn'on  a  1«  cdne,  al  if  sOl  • 

SuppaitoDs  que  le  coöflicieDt  >i  de  j:^  ue  8oit  pae  nul.  En 
rtfioivaut  requation  ^2)  par  rapport  ä        noua  trouvoos 

Sl  B**^ — AA'  a'aat  |M«  nnl,  cette  dquatioo  peiit  encm  ao  nattra 
•ist  la  forme 

Ax^B'y^Bz 
^Mf  !•  cdoe  aaymptote,  noua  troDTona 

L'ioapectiol)  de  caa  üeux  dernieres  equationa  fail  ?air  qaa 

\^  ai  />  <  0,  ß"^--AA*  >  0,  le  cune  asyroptote  admet  lea 
^ttti  gte#fairic€Mft  rectUigne« 

{^AA')p  ~iAB-ß*ß'')x^,  Ax^ß  g-^Bi^^  """^^ 


190  DoBUrs  MäiäoOe  mtmUM  ä$  tUmmiim 

(Ä"»  ~  AA')3f  -  {AB  -  B*B")i  =  ±  *    AD,  Ax  +       +  -Ä'« =tt 

« 

Or,  la  surlace  (2)  est  un  hs i>erboloYde  a  iine  nappe,  eile  ad- 
mettra  des  ceneratrices  rectiHff»»e«  jtaralleles  a  celle>  ilu  <  (»ne. 
Mai«?,  d'apres  lequatinri  (7),  celte  ciieonstaiue  iie  pourra  ö©  pr^ 
Moter.  dans  le  |ireiiiter  ca«,  qae  al  M  eat  positif  au 


pntofiift  D  M  v^gatlT;  et,  iImis  raomid  ««•,  ^pw  «i  eal 
o^gatifon  eiioore  IVC-f  f  i¥«'C^<f  FD  <0»  «ttM^n  A 
est  podtit 

Lee  gMrfttrieee  rectilignee  de  rbyperbolefde»  qni  eemepep* 
deot  4  eelleii  do  cdne,  e«»rotit  elora  reapectivement 

(B"^ -AA')y^  {A B  -  BB")  z  ±  V^AH^z  0, 

et 

(B"*  ~       y  -  {AB—  BB'  )z±z  V  =0, 

Si  le  coelticidiU  de  J  est  tiul,  i.^quatioa  du  cdoe 

eat  aatlafaite  par  lea  vatearM  z=sO;  le  cdne  adniet  done 

Taxe  dea  x  pour  {^^nc^ratriee  rectiligne. 

Dana  le  caa,  oik  loo  a  eii  ni6me  lempa  il  =  0,  ^'  =  0,  lea 
tzea  des  x  et  dea  y  aout  lea  deux  des  g^ndratrices  rectilignea 
da  cAne  asymptote. 

II  en  serait  a:iKsi  des  troie  axesp  sl  Ton  avait  en  lutoe  tempa 
^  =  0,  ^'  =  ü,  J"=:a 

Or  iine  discussion  analoiiiie  a  la  procedente  lerait  voir  que 
OOS  concluä'roiivH  ^ubsistent  encore  dans  ces  cas  r^ults«  r^ooa 
pouiroDS  df^nc  dire  que 

Ueqv'iüiin  du  second  üegre  ä  trois  rariah  leg  represente  un 
hypt  rholtiid,'  ä  une  nappe ,  un  cöne^  ou  un  kyperöoioide  a  deus 
nappeß^  mmani  que  i  m  a 
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1«  B<»^  B'^AA^y^i  Ott  /l>0;  et  ACfA'C'-fiV'CH^'^<;<>; 


&  L'^^oatioii  (1)  repr^evton  Tiiii  oo  Fautre  das  dmas,  pani« 
I,  si  l6  polynom«  h  est  nal,  et  qae  les  qaaatiMc  If»     •  iV^ 

■e  lont  pas  toutciü  egalet»  a  xero.   Daik»  ce  ca«» ,  l'une  au  moin« 

■'Ml  pis  Dulle:  car  ka  troia  ^lana  coofdoon^  ae  paovaat  |iaa 
Uli  taaa  les  troia  parallele«  ä  Taxe  du  paraliololde»  Admattona 
im  qoa  B^-^AA  aoit  diffdraat  da  xdro. 

7.  Cependant»  avant  d  atier  plus  loin,  etablissoaa  quelques 
Utatit^  qui  conviaaaent  au  cas  ou  D  est  ^gal  k  aaro  et  Taae 
aa  aoiDs  des  troia  qaaatitda  N',  N"  diff^reate  de  idro.  Cea 
klentiläa  a'obtieanetit  aiadaieai;  oooa  aooa  conteaieroDa  de  loa 
Mio»  aaaa  Ica  ddmoatrer: 

N  _   

iJ* -  A'A"  —  A^ß"^=W  -  A'B'-' B'^B ' 

Ä'   iV"   A 

iV*'     _  iV  

IR^  -d^'     AB  -^  B'B  ^  AB^  B*B*'  *  ' 
H^AB^B^B"*) = A'U'Ü'— jV^J^B^—^A') ;  (XIII) 

Ä"iV  +  il'A +ÄA"  =  0,  1^  (XI  V> 


V  ^^ÄAT' A''  =  0;  ' 


—  -  •  /Tin 
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^^'-^^'^NCTWC'+WC^'  ^^^^^ 

Ä  =  22v^i9  '  [ 

^        "  2iVi\'  ' 

iliV«  +  A'N*^  +  /l"iV'*=2(ÄiV'iV"  -1-  Ä'A"iV-fr  B'WPi').  (XX) 

8.  Caracteres  anaiptiques  du  paraöoiOiäe  eHipU- 
que.  Si  B"^  —        est  iiegatif»  la  section 

de  la  surface  (1)  par  ie  plan  ^i//  scra  une  ellipse.  Ainsi  cette 
«orface  est  un  parabololde  eÜiptique.  Kons  feroni?  observer  qae, 
dans  €6  cas ,  les  deuz  aotrea  difföreoces  —  ^'^1",  ^  — 
sont  OH  niSgatives  ou  (Egales  a  stfro»  ee  qui  exige  qae  les  tfois 
codf&dents  A,  A',  A^  soieot  diffdrents  de  zdro,  de  mdme  signs^ 
•t,  parsuite,  posUife. 

Si  cependaiit  I  uji  de  ces  troi«  coelTn  ients  etait  nul,  ce  qui  ne 
poarrait  avoir  lieu  que  pour  A" ,  il  faudrait  que  ß  et  B  fussent 
aii^si  nuls. 

ce  qai  prdc^de»  il  aous  est  permis  de  coiwlnre  qae 
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än  Umn  H  mur/k€u  ^  mmd  «rvürt.  IfM 

m  m9Hi9  tf«r  «rol^  mtmerüteuTM  N,  A%  A^*"  digireni  de 
Wtr$,  et  que  fune  des  irai»  differencee  ß* — A*A*\  B^^A'*A, 

— AA  täl  utiytUit^iif  les  ätiui  aulrtst  aiatU  HtgaUvee  QU  nuiiee, 

9.  Caracieres  analytiquee  du  parabeMäe  kyper^ 

boligue,  Par  deö  coii^ideratioiis  analugueö  aux  precedeutes  ou 
Uuuve  que 

l'ifwMem  4m  eeeemd  Oegrd  m  trete  eartMee  r^ieeme  m 
fteekeMde  hyperboHqtie,  ei  ie  denaminateur  />  eet  mt,  que 

fm  au  rnoins  des  H  ius  fuunerateurs  IS ,  IS',  JV"  est  different  de 
%ero,  et  qv**  l'une  des  (rois  q%inntileH  ii'^-^A*A'\  B**  —  A"A, 
B^—AA'  est  poeittce,  des  deuic  auires  eiani  nudtee  eu  peeitiwee* 


fr  III.  SnrfaeM  «wie«  «'«ar  teflMÜ^  4m  Matm  M 

lilpie  dmite. 

10.  Le«»  surlace«  aont  caracteris^e«  par  ie«»  iroi»  öqumtioM 


^"4:+  A'$-^  Bt + 6 '=.0, 


(0) 


mppoaeoi  distinctes  deuz  i  deaz«  mal«  telltii  qne  l'une  qndeanqva 
dWa  eHea  aoit  nne  cona^qocnca  da«  den  antrea.  L*4q«ation  (1), 
^lAt  ce  cas»  peut  repr^seiiter  un  cyliiidrc  clliptique  oa  uo  cylin- 
dre  li\ jM'rboüque.  Si  les  trois  droites  reprä«entees  par  la  combi« 
liaUoii  deux  a  <1>  tix  de8  tf«|u«itiujm  ^l^j  aont  paraiieiea«  aaaaaacon- 
fondre.  ia  cyliudre  est  parabolique« 

11.   Cy andres  elliptiques.    Lea  aectiona  planea  da  caa 

cytindrcs  sunt  des  ellipses  ou  des  g^n^ratrice«  rectUignes.  Si 
*itain  y\<-»  plans  (D)  u  est  parallele  a  l'im  des  axes  de  co'irdfin- 
les  traces  da  cylin(ire  sur  les  troii»  plans  de  coordouaaea 
«mt  daa  aUipaaa.   11  faudra  dooc  qae  noua  ayona 

tenipa  qsa 

1^=0.  ^=rO,  A'cO,  IV^^asO. 
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•SM  le  cyiifldre  etait  parallele  a«  plan  4ea  jfz,  aa  trasa  aar  c< 
^«  amit  dew  droitaa  panUlilea«  m  qni  tad^tnü  q«a  f  #^ 

£düo  fii  ie  cylindre  etait  paralie^e  k  l*aze  daa      on  aurait 

8up|»o8ons  donc  que  /IJ'  soil  celle  de  ces  trois  quautitts 

qiii  uGst  pas  nulie.  La  scrfinri  pur  le  plao  des  jrjf  aera  uim 
eUipaa  representee  par  i'equatioü 

-Ar»  +  2Ä"Äy  +       +  2Cr  +2C'^ + FäO;  (III) 

or  cetta  eUif^aa  eat  r^Ue  et  iluie«  ae  faduit  a  aau  ceutre»  on  eü 
imagioaire,  auivaut  qu'oii  a 

Ck  +  C  V  -1-  Fd 
paaitlft  itnl  oo  adgatif •  « 

Dane 

•  L'Sfmattan  (1)  representerm  m  mßiMr»  eU^Ufue  reel  ei  ß/A. 
mi  eifiMre  eU^päque  Uißfdmeni  mkiee  au  vm  draUe,  on  m 

10  O=:0,  iV5=0,   Ä"»— ilil'<0,   ai  +  CV+F<l<0; 

12.  ^7/ lindreif  hyperOoiiq u et.  La  dlacuaafoo  du  naiD#rc 
pn^cildent  noua  montre  de  auite  qua 

Ut'(/ufi(iün  (1)  refiresente  un  cyUndre  tf^P^^^^^^  ^ 
pians  qui  se  couperU,  selon  pte 

!•  1>=:Ü.  iV=0.  Ä"«— ^^'>0,  Oi  +  CV+Fd=^0.*) 
2«  D=0,  i^r=0,   ß"«— i<i<'>0.    Cn  +  CV  +  Fil  =  a 

Nona  feroDS  observer  qu'oii  a 

*)  Ije  «ii^ue  ^=  «ignifie  diilerent  de. 
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I9L  Cgiim4r09  9ürmk9Hqm99.    Ce«  cyfindm  peuTent 
4k%  mguMm  comme  )mn»  de  eylindres  elliptiqaeft  oa  hyperboli- 
dont  les  axeji     nonl  traosporMs  ä  nofini.    Oo  peut  dooc 
Hü  mmI  ^ae  1«  cyliodiw  pafaliani|iiM  aoat  douda  d'aae  ialiaile 
di  mtrea»  diapoada  aar  noe  drolte  rel^guda  k  rioM. 

t£9  tmrmc^Tf  mmlgHqiite»  tf^ciitcydMrif  aM  dfidaanmt 


!■  IT.  SuriMea  d^neea  il'iuie  infliiUe  de  ceBirea  alUie« 

dMS  mm  atee  i^lani 

ML  Caa  aailaeaa  ae  prdaentent  dana  TdqaaHan  (1),  chaf(Qa 
qae  lea  f^quatiori8  (9)  rentrent  daris  uue  aente,  qoi  eatTdqaa- 
tion  lij  piam  central,    Klles  coniprennent  deux  plans  paralleles, 
reeU  uu  iiuagiaairaa»  oa  bieo  uu  »etii  plao»  et  deriveot  da  cylin« 
ire  paralMiiique« 

Dana  ca  caa,  laa  piaaüei»  manihrca  daa  dquatioaa 

Ax^  f  1ß**a>^  +  AY  2Ci:  +  2C>  4^  f  =  0, 
Aj*  +  2Ä'xx  +       f  2Cx  +  9C*»  +  F=0, 

deviMil  etre  decompoiiableti  cn  im  earre  d  uue  tonction  du  preniier 
d«gi«,  angmentd  daaa  quantitd  canatanla.  Or  caa  d^aallaaa 
pmaal  a'dcrira»  an  oava  boroant  aoz  daox  prawidraa« 

(d«+ Ä's  +  C)«-(Ä'»— J  '^)2*— 2(Ä'C-4C^)x  -(C*-il#) =0. 
^  badta  doae  qaa  roa  ait,  oatra  1^=0  al  i¥=0» 

Lea  deaz  pbuia  aoat  rdab » imaginairaa  an  aa  eanfaodaiil»  avivaat 
IN  raa  a 

V^^AF^Q.  C*.^AF,^0,  C^'-AF^Ik 
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f|.  T«^  ^»liiei^u  ipeneral  de  Ii»  digetiitalo»  de 


iö.  Representation  geometrique  de  t^ttHem. 
 ('.Ml 


Surfaces  avant  un 
fitotre  unique  ä  mie 
diskance  fiaie. 


C^nrfaces  priv^et.  de 
€^iitre&dii>taDce,jlnje 
et  ayant  un  seul.  c^Q* 


fiNirfaces  douM 
d'aoe  infinild  de  een- 
tres  eituds  aer  une 
drölle^*dlBUnee  fiele, 
ea  enr  une  droite  ä 
riofinl  ea  daos  un  plan. 


I  EilipMide  fdel  et 

Genre  eUipsotUe  \  <  Uq  poiut;  *  > 

(  EUipaoide  Imaginair«. 

i Hyperboloide  4  bm 
nappe; 
Cdoe  duaecpod  degfd; 
^  flyperboloide  a  dem 
\  nappes. 
1  Paraboloide  elliptiqae; 

jParaboloYde  hyperl»«- 

CyUndre  elliptiqae; 
•» 

|i]  üne'drollif;  ' 

I  « 

Cyliudfe  elliptiqueima* 
ginaire. 

iCylindrehyperboUqae; 
Deux  plaos  secants. 


[Oenre  pataboiai 


QfMäre  genre 

hpperöalique 


Cylindre  genre 
paraboUque 


Cylindre  paraboliqoe; 
PeiiX|ili|Di|^9raU#l«if 


Ud  aeol  plan; 


Kplne  pataUÜit 
imaglnaiiea. 


Digitized  by  Google 


r^qnatfon  «In  Morond  ilecrre  it  troi«  VAri»bleii. 

Cor qf  leres  anaiyuques  de  la  surface. 


D<0  et 

a<o«t 

Ä«-i<J>a  Ott 

N^O,  (») 

AC+A'C 

Ä-O. 

AC^-2B"(:C^A'0 
^  F(M''»^AAri=Oi 

\  FtB''^AA')<(k 

^'«-^^  >0.  (&) 

1 

-f  i  ^^aj     — /lyl  /  — /=Uj 

^  fXß'*^AA*)^0. 

9 

0=0. 

A=0. 

■ 

\ 

A  B'it 

AkQ, 

•  * 

'^^^                                     —  •     '  ■ 

C     C*  C" 

B"^AA'=zQ,  («) 

i4     B  "     B'   ,  , 
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(1)  II  uum  qne  I  on  dea  Iroit  aqnif«tear«         ,  A"  «nit  dilTiireofr  dt 

0t^  AocoBfl  4w  troU  diff^renm  3*— — J''«— iL4'  «'aü 

(t)  Ancm«  de«  trat«  «ITiSrac««  ii',  ^'«-i^i,  ilf?-<U'  »'«rt 
■dgftllv«,  et  r^B«  d'eltot,  bu  oioiBS,  est  poailWe. 

(4)  et  (5)  Si  I'une  des  trois  diffiSrenrM  Ä«  — AM",  Ä"«— iU' 
dtait  null«,  Ic  rylindrc  «erait  parallMe  ao  plaa  CBrr«Bp«Bd«Mt  M 
coordonn^cä  ;  tit,  «i  deax  d'eatr«  *bI1m  ^taiMit  bbUb«,  Ib  cylladiB 
•erait  parallele  k  Taxe,  iBteraBcUoB  dsa  deai  plw  cBordBiBdw 
correapondant  ät  cet  diflS^Bcaa;  mBia«  dBBS  ca  cbb,  le«  BBtte«  dlf- 
f^reoces  sont  Uojour«  B#|(Btive«  (4)  ob  po«ltiTe«  (5) ,  «BSfBBt  fBO 
le  cjliodre  ett  elliptiqne  oo  byperboliqae. 

(«)  Lettroudiffer,-n(cs  ß'-~AW\  Ä'«— ß"*  —  AA'  «ont  toHjeai« 
aallea  das«  tou«  ce«  caa. 

A    B'*  B* 

(T)  Si  le«  troi«  rapporU        (T-  "qh  «H»i«ni  ^ga"x ,  il  faudrait  foe  Im 

A'      B     B"      ,  .   .4"    B'  B 

troi«   rappwrl«       ,        ,         ®"     *  '"»PP®'^'*  ^ »   1^  ' 

pB«  dgaoB  IBB«  le«  troi«k 

(B)  Tbbb  bb«  rapport«  «oaC  BdeB««Blf«BMat  dgaas.  II  bb  Bit  da 
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du  »econd  ordre. 

« 

I.  Les  trois  carr^fi  den  variables  ae  trouveot  daos 

r^qvatloo  (1)  da  la  «arfmee. 

16.  l**  Ä  (v  .?  irois  carres  sont  (fr  meme  signe,  et  qfte  Um 
trois  rectangieä  ae  trouvent  dam  i  cq  iKiliun  ( 1 ) ,  c  e  1 1  e  -  c  i  p  o  u  r  r  a 
•'tpröseute<  toute  esp^ce  de  »urlace  du  «ecood  degre. 

Poiir  reconnuilre  Tespecc  de  surface  exprimee  par  requatioD 
1),  on  caicule  I06  troi««  ciiüereiiee^» 

a*— B'^^A'A.  B^^AJt.  (II) 

A.  Si  ces  troi«  differences  sont  iiulleg.  I'r(}uütiuii  (!) 

epresentera  titi  fvlinilK»  paruljolique  ou  Tun  de  ses  derives.  (Deux 

fttM  paraiieies«  un  seul  plan»  deux  plan«  parallele«  imagiiiairea). 
> 

B.  Si  nne  seole  oa  deaz  des  diff^rences  (11)  sont 

nullf  >,  I  i  8iirlace  (1)  iie  f)ourra  pa8  etre  d  ellipsoVile.  i^our  tieter- 
Buoer  b  nature  de  la  «.unace,  on  caicule  Z>. 

i 

a.  1^  est  dgal  k  i^ro,  la  aurface (1) ne  a«ra  ni  ao  liypero 
kMe,  ni  vn  cAne.  —  On  calcnle  cnaolte  /f,  2lf',  N**. 

u.  IS  il?»  »uul  iiuls  tiHis  les  troi«,  la  .-^tit  l  u  i'  (\)  ne  pourra 
pii  ^tre  de  paraboloide ;  eile  est  im  cyliiidre  ciUptique  ou  l'uo  de 
•en  (l^riv<$8  (Une  droit«  ou  ud  cylindre  elliptiqna  imagitiaire),  un 
cjfiadre  hyperbolique  oq  deux  plans  6^canta»  que  celle  des  diffe> 
iiam  (11),  qui  nW  pas  nulla  est  inf<^rieure  ou  aap^rieiire  k  sdra. 

ß.  Si  \  \\\\  ou  Tautre,  ou  tous  le«  trois  numerateiirs  i\,  A',  N** 
»Wif  llflVrenfs  de  ^i'ro.  In  snrfaco  sera  r«»lle  de  i'nn  de«  deux 
paraboictdea*  1>^  par-ilH.ld  nlr  st  ra  elü jit upi«  ou  Ii vpet  boli«}ue, 
^uivant  que  la  dittereoce  (iJ)  qui  n'est  pa«  nulle»  est  lulärieure  ou 
'i^t^rieofe  k  s^ro. 

Ik  Si  iD  est  diffdreot  de  adro,  la  «orface  (1)  sera  Tliyper- 

une  nappe,  le  cdne  du  secoud  degr<^  ou  1  byperboloVde 
^  U«ux  oappes. 

C  A«eiin6  des  troia  diffdraaeea  (11)  i'eat  dgaU  4 
*^vsw  L^dqnatloo  (1)  povrra  reprdaenlar  tvnitee  lea  aoifiieaa  d« 

■•«oad  degr^,  ä  l*«xception  des  cyliadres  genre  parabolique. 

a.  Si  le  ddnomlnateor  D  est  nol,  en  mAme  teapa 
las  trois  nuMdrateafa  iV,  NU  N**^  la  sorface  aaia  un 
cylladia  eHipHqo»  M  liyparMiqaa»  avivant  qae  lea  dütf maaa  (II) 
ialrtairea  an  aopdilam  k  adra. 
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2Ü0  B99tor:  Müktäe  momtUe  de  äUmumtm 

b.  Si  D  tat  Uni  et  q««  Tan  de«  ftum^rateiirs  If,  N\  iV* 
est  diffärent  de  xdro,  U  snrlkceMrA  od parabololde eIßptfqiM 
on  hyperbotiqne,  sukant  qne  les  difftoneM  (11)  smit  iofdriwes 

c.  Si  i>  est  ditlereni  de  zero»  laenrlMeeataceiiU'eiuitqtte. 
.  «.  Elle  eef»  reUipeofde,  peer  D<0,  B^-^AA' KOi 

ß.  Elle  «era  l  hyperUülüVdc  a  une  napne.  le  cflnr  ou  1  hy]i6f- 
boloide  ä  deux  nappes,  pour  JJ  <^0  et  /^"^  —  .4/i'>0,  ou  poar 
D>0,  et  cela  aaivaot  que  nC^JS'C-^N'C'-^-FD  «aft  ia£6- 
rieor»  dgal  oa  anpdrieur  4  adro.  ^ 

17.  ^r«^i*  carres  sont  äe  meme  signe  et  toua  le* 
tecUmgleM  ne  sonS  pas  äans  tequation  (1).  Dana  ce  caa  la  aur- 
^ce  n*eat  ni  «n  paraboloi'de  liyperbolique,  n!  on  cyliiKlre  hyper^ 
boiique»  ni  no  cyUodre  parabollque;  eile  ne  ponrra  dtre  Tan  den 
dem  hyperboloTdea  oo  le  cdne  qne  ai  Ten  a  1I>0. 

Si  les  trois  rectau<;Ie&  inarKuhMit  dans  T^quation  (1),  la  sur- 
face  eat  uu  «Üipsoide  ou  i  uu  de  sea  d^rivee«. 

18.  3*^  Lea  ü  ois  caj  rrs  ;/f  sont  pas  de  meme  signe.  L'equa- 
tlon  (1)  pourra  roprescnici  aacune  des  surfares  suUantes: 
relüpsoide  ses  «lorivees,  le  paralHiii/rtie  *  iHi'tiquc,  le  rvlindre 
elliptique  et  aea  däriveea,  le  cyliiidre  paraboiique  et  aea  deriTdea. 

A.  Pour  />  =  0f  eile  esprimera  le  cyllndre  hyperboUque  on 
dcux  plana  st^canta,  ou  le  paraboloi'de  hyperbolique,  aulvaot  qne 

lei»  trois  numt  iatcurs  A,  iV',  iV"  «ont  uuls,  ou  que  Tun  d*eux  au 
moins  est  diiferetit  de  zero. 

H.  Loraque  D  eat  diffdrent  de  adro»  on a Tun  dea dens 
byperbololdea  ou  le  cdne. 

II.   L'iii)  dü8  trois  carre«  nianquc  dans  i  equatien  (I). 
(la  Murfttce  ne  paurra  pm  Üre  d'eliipsoMe,) 

10.  P  Les  denr  autres  carres  sont  de  me'rne  signe.  LVqua- 
tion  (1)  pourra  representer  toutes  les  surface«  du  sccond  ordre« 
autres  que  rellipi^oYde.  Cependant  eile  ne  donuera  le  parabololde 
elliptique,  le  eyÜndre  elliptique  on  aea  ddriveea,  le  cyllndre  para« 
bellque  ou  aea  ddrivdea,  qn'autant  que  lea  rectanglea»  qui  renfet- 
ment  lea  variablen  du  carrd  abaent ,  inanquent  dana  Tequatlon. 

20.  2**  Les  deux  autres  carres  sont  de  signes  contraires, 
La  surface  oe  i$era  que  Tun  des  deux  byperbololdea,  le  paiabe* 
leide  byperbolique»  ie  cylindre  hyperbelique  eu  aon  ddrivd. 


Digitized  by  LiüOgle 


tiea  U89ie$  ei  iurfmce»  du  u€^Hä  vrärt. 


n.  La  anrfaee  ne  poiim  \mm  Mra  t'ellipaoVde,  ni  aucun  de 
M  dMvAi,  nl  le  parmboloYde  elliptiqn«,  ni  le  cylindre  elliptique 

«u  l'un  de  sea  d«*rives»  ni  le  ejyliinlro  jfarcibolit^ije  oii  i  uti  de  «e» 
Jerives.    L*^quatioy       reprt^iseiitera  ijiio  l  iin  nu  l'.njfre  des  doux 
liVjieibi  l'.Yiitv-,  le  coiio,  le  paraboioide  byperbolique»  c^Üiidre 
|yperboii«|ue  ou  aoii  d^ivö. 

1*  La  «uifac*  am  an  cvUodia  iivperbolique »  on  a«  conlpo^era 
ifedMS  plana  atainta,  ai  Ton  a  I)s0.  iir=0,  iV'sO«  A'^sO. 

2*  EU«  a«ra  uo  paraboloYde  byperholiqoe  ponr  ^^9,  at^Tna 

•8  woin«  des  iiuiii^rafeurci  A,  A'',  A'"  diff^reiifs  de  /ero. 

3^  FJle  8era  Tun  ou  laiitra  dea  dauz  byperboloKdaa  oU  ia  cdoa, 
pttr  Ü  diffaraat  da  adra* 

I?.  I«*^quatioii  (1)  ne  renferme  aocan  daa  troia  carraa« 
mala  coutiaot  lea  troia  ractanglaa. 

Dana  ca  aaa,  alle  na  fiaum  rapidaantar  qna  l'on  an 
fadia  daa  daus  liyparbalaMaa  aa  la  cdoa. 

V*  Lea  Irota  carr^0  at  an  ractaagla  manqaant  daua 

l'dqaatlao  (1). 

23.    l/eipiation  ne  repre8entera  i^ue  le  parabolonh»  hyperUo- 
ut:,    it  le  cyiiiidra  byparboliqua  ou  aon  deriva  (deux  plan«»  »äcaiita)* 

1*  £Ua  na  daana  bi  pranMra  da  caa  aarfacaa  qu  aatant  qa'alla 
aiÜNaia  aa  malaa  Taaa  daa  piami^raa  palaaancaa  daa  daas  va* 
Mai  da  raataaula  abaanl. 

Si  aaa  daux  ▼ariaMaa  aa  IraaTant  ä  la  pramldra  pabwaaea 
litt»  requatioii,  ii  laudra  eii  oulre  quo  les  coeflicieiita  de  ces  ter- 

«IfT  premicr  degrti  ue  boieitl  jta^  pruportiotiiiei«»  aux  corlfi- 
ocikK        dauz  reetHoglei«  prei»i>nts. 

^  Elle  axprina  la  aylindra  byparballqaa  aa  aaa  ddrivd  daaa 
^  laa  autraa  caa* 

Laa  irala   carri^a  et   deu:^  rectauglaa  uia.a4ueiit 

dana  l'dqnatiaa. 

Ü.  Darä  aa  caa  alla  asprlmara  an      la  parabalaTda  hypar« 

Wique,  ai  la  tariaa  da  prämier  dein'^t  qui  renferme  la  variaUa 
CMrane  aui  rectangle^4  alweiit«,  «e  trouve  dans  requation  :  ev 
^  !•  cyliiidrc  ijyperbolii|ue,  ai  ca  iernie  luanqua  dann  ret^uaüuu. 

tWl  ULX.  14 
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202       Do  nur:  MeiMt  rapiä§  j/igur  eairg  in  equaliotu 


■  •      .■••I  .f. 


XXIll. 

Midiodo  rapide  ]p6ar  dcrlre  les  dqttMiMi  im  «i^es 

des  ligQ^  ei.  siirface«  du  ^econd  ordre. 

,llloiMienf  Georffeß  DoBimrn 

Doc(0ttr  ^«  «nteflces  itinUieuiaiujdcg ,  Mem|;rc  dt-  la  hiui(*t^  des  Scieocr« 
el  ArU  de  llle  <le  U  R^unicin  filier  de«  Indes), 


]•  La  m^thode,  qae  iioas  pubilonh  daos  cft  articie,  e«l 
simple  et  elementaire;  eile  est  independaiite  de  ia  translorniarioii 
des  coordoooees.  £lle  permet  d*^rtre  irnmediatement,  a  l'aidc 
des  dMv^es,  F^quation  aus  azes  de  relif|Mie  et  ile  rhyperbele, 
r^tiation  de  Faxe  He  la  parabele»  alaai  qoe  lea  ^aatlona  av 
axea  de  l'ellipaoldai  des  byperiioloTdea  et  dea  paraboloTdea.  Cea 
rdaallate  a*obliooamit  de  aiilte«  qiiel9tia  coiDpliqodea  qua  aoteot  lea 
^qnationa  de  cea  coorbaa  et  de  €ea  aurfacea,  el  quetque  aoiaat, 
d*aiUeura»  lea  aoglea  dea  azea  de  coordoDo^a. 


/.    E^uatiou  au,x  axes  tU;  i  cUipae  ei  de  f  ht^fH^t'Me» 
2.    Suppoäons  que  i  equation 

soki  Celle  d'nne  roniqne  ä  centre;  ^dniettotm  qti  elie  mnt  j;i|ijM»rtee 
a  dea  axes  de  coordouoee«  incünas  entre  eux  d  un  angle  d.  Sxneui 
s*f  lea  eoordonoäea  d'ua  aomniet;  p,  g  celles  du  centre  de  la 
ceiirbe.  L*axe,  qui  passe  par  ee  aottinel,  eat  reprdaentd  par  une 
dqntioii  dont  le  codllideDt  angulaire  eat 

M  SB  — ;  • 
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map  mxu  ät§  H§9m  ti  MturflK$$  äm  ucmid  §rär§.  äOS 
La  tangente,  qoi  pMie  pw  la  ata«  pomt,  a  un  coi^ilideal 


€e«  dMx  jrifoitas  mnt  peipandlcaltlra»  «nti«  ellas;  ptr  mk- 

Um  4v  eonilitioii  eonno« 

1 -f- MM* -I- (M  i- 6s  0; 
et      doDue  reqaaäon 

on 

(^^~eM«A'^)(y-S)  =  (r,'-«»H!r,.)(«'-j»), 
qi'oA  peilt  encore  «crife 

_   ^   /v 

(J— 3f'— ^ +  CO» 
Or  je  4b  qm  l'^qMtiaii 

(TM-tMBr^  ör-f)  =  (/•t-ci»«/^*)  (I) 

Tnii  ohtient  en  renipla^aiit  dau8  1  urie  iJe  ct;ii  trois  deroierea 
rtktiaaa  laa  coordonoeea  dP'»  jf'  du  •onimet  par  it*^  variablea  cou- 
jf,  aal  pr^dateaal  r^uHoe  aus  aiaa  da  la  caoiqaa  (!> 

En  effet,  la  llgne  reprfaentrfe  par  rdqaation  (I)  paaae  par 
c^ieuM  daa  points  x'y  y'  et  puisque,  ^ar  (2;,  4.ette  equatiori 

satktaite  par  ies  coorcionn^ea  de  ces  puintH;  de  plas,  ki  I On 
rtaplaca  dana  cette  ^quation  f  *^^      par  ieur«  valeura  re<»pectivea 

*l  U  tranaforme  en 

^  <|ie  Tos  r^t$olve  cette  demi^re,  on  trouvera  qu'elle  ae  decoju-' 
{H)ia  daoa  le«  equaiiuim  du  |treiiii<:r  degr^ 

•  (B-2ilcaa«)  (y-y)        -€){x  -  ji) 

V  (4-  C*)H(^  -  2iicaa«)    -  2Ccoa  %)^% 
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dt  (y  -  V )  Vcr-^)«  +  (1?— 2CC08Ö)  iß-^^Avüe) «  0. 

D«»c  ütfqaatiiNi  (1)«  qyi  «»t  d«  «ecotid  dagfi^,  rdpidamite  deiix 
driÜM  ]NimBt  ptr  1«  rgimr  et  par  le»  Minmel»;  donc  die  «tfC 
rdqoatioa  aus  axe«  de  la  eonlque  a  cciitre. 

De  ce  qui  precedea  11911a. deduUops  ce(le  regle  hie«  »iiuple: 

Itar  «Mi^  riqßMon  m»  wer  #fm  cienlinie  d  emtfrv,  tf , 

iti/JU  d^  retnpiaeer,  datu  repsatiom  de  eandUiam 

de  iki  recianffiäarilä  äe  deux  droits^ 
m  0t  wi^  re^fedtpement  p0r  lu  rdtßorU 

ou  p  et  q  dcMignent  ies  cooräoimees  du  cenfre  de  ia  coniquem 
3L  Si  la  Gooiqoe  <Mt  rapportee  k  «on  ceiitre,  IVquatSoii  aux 

el,  daiif«  le  ca$  li'axet»       coordniinee>  lectatigulaires, 
c'e8t-a-dire 


(II) 


(III) 


//•    Eiinaiion  de  Paxe  de  in  ^arabolt, 

4.  Adniettons  luaifiteiiatit  que  l'equation  (1)  represente  uiie 
|iarabole;  dana  ce  caa  eile  pAurra  ae  niettre  aeua  la  forme 

y ^  =^  (i^  V.^  +  XV C)*  t %  +  Ea:  i  F=^0,  (3) 
qui  fait  voit,  que  toetea  lee  droitea  paralielea  k  la  llgne 


Digitized  by  Google 


M  mNoolrent  Is  eoarbe  (S)  qu'en  mm  «eiil  pttiol;  donc 

VC 

est  c<ii(rßcit'i)t  .ii»gnl:iirp  de  l'axe  de  i  v  p.ir  ifiole.  L«  coiJtücKgul 
d  inelinaison  de  la  taugeote  au  tiooiniet  jc' »  ^'  e»i  ' 

^-y^  ■ 

/ 

«t«  com«  CM  denz  droilM  modC  [lerpeiidieiilaireii  entre  elles»  od 
a  Is  rd«tioii  de  coodltton 

ou«      supprimant  le«  accenta  de  o:',  jf': 

q««  je  diu  dtre  rdquetiou  de  Taxe  de  le  pmbole. 

Ln  «ffft,  cette  «quation  du  premier  degre  eat  Katiafaite  ^ar 
lee  coordoendee  x'gjf'  du  aominet;  eile  repcöeente  donc  unedroite 
paeMDl  per  le  eenmet  de  U  eeurbe.  De  pliie,  comme 

r9:^^Ajf  +  Bx+D=^ 2 V/1  (9V A  +  « VO  i-  D. 

f^=^Bjß^  20  +  £  =  2vCiyVA  +  *  VC)  + 

•ile  peel  «'ecrtre 

+  />( V.^  —  cos  61/ C)  +  E(VC-  cos  ö  V^)  =  0 . 

^^^^^  C'^2c««öV  .^Q 

rt'nreM'fiti^  <|r>ii<  iiiu'  «Irnlte  parallele  ä  Taxe;  doiu*  die  reprö. 
«etit^  l  axe  meine  de  la  ^arabole  (3). 

Hees  veyene  einef  que 

Mmtr  094rir  i'asc^  4e  da  pwra^U,  U  wfßl  de  remplaeer  dum$ 

I -1- mm' -f  (ifi4  mOee»  9  =^  0 


\ 
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VC  fs 

-vi'  -f, 

8i  le  co^iBeient  B  du  racfcangle  j:;y  «tait  uegatif  dans  l'eqnntiori 
de  la  pafabole»  il  fandrait  cliangw  le  eigne  de  VC  den«  teut  ce 
fil  piMde. 

5.  Si  lex  azes  de  coordonueea  «oiit  rectangulaire«,  i'e«|iiati<fii 
de  i'aze  «era 

Viijr',  +  v€s^s=a  (VII) 


6.  6uppo6oiia  que  i'equatioo 

repr^sente  une  eurface  ä  centre  (l'elltpsoYde.  Tun  ou  l  autre  dee 
deux  hyperbokiifdee*  oa  le  cone  du  secood  degr#^« 

Avant  de  caleoler  rdqnatlee  aex  axea  de'eetle  aarface» 
propo8ena*ooiia  de  ddCermlner  r<$qoatleo  da  plan  tangenl  ao  pttbrt 
a',         de  la  eorfaee. 

L'dqaation  de  ce  plan  aera  de  la  foroie 

a{x-x')  +  6(y~-i/0  +  c(t-iO=0.  (6) 

Per  le  peint  o^»  y',  ^  meneoe  an  plan  parallele  an  plan  dee 
xt\  il  coupe  la  autfaee  (5)  auivanl  ane  coarbe»  den!  la  projection 
aifr  le  plan  dea  sn  eat 

+  2(ÄY-|-  C')ar+2(%'  +  C")« +  26'^'  +  i«  ~ü ;  (7) 

et  le  plan  (6)  anivant  nne  dreite«  qul  ae  projette  aur  le  plan  dee 
9%  anivaat 

«(«—«0  +  c(x— xO  =0.  (8) 

La  dreite  (8)  devent  dtre  taiigeote  4  la  eevrbe  (7),  an  peint 
x^  z^  Doaa  avona  la  relatlon  de  condlHen 


En  eonpant  la  surface  par  un  plan,  roeoö  par  ie  point  s^^ 
paiaU^ement  an  plan  dea  ff,  neubi  fieevenmji  de  mtee 
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mm»  mam  Ar  •U^m  H  iw/Sicw  Ai 


(IQ) 


SdMttMMil  teMi  0)  Im  f «iMf»  .de  •  d  ^  liite  ito  (II)  et 
0«» 


(»-«')f-'  +  <y-*0/'V +  =  0,       (11)  ' 

pMir  reqimtion  du  |ilaii  tangenl  k  la  »urface  (5)  aa  point  x',  ^\ 

C^h  po«tf»  mippoMM  p't     toieot  lel  cMvdoniito 

4*Mi  MüMt  d«  b  «iirfM6  (5);  9,  r  ceÜM  do  cefttfe  d«  la 
— tftn.  L'tM»  ^ni  |M«se  par  e»  somiiet»  mI  rtpidMit^  par  den 
^qamÜnm,  doot  Im  codilicitota  angulalrea  «00t 


ceMe  diotte  est  perpendicalebe  eu  plan  teageet  (11);  par 
•dqnent,  aeee  aveea  Im  ^aRlda  de  Madtttea 


 /v_.   ^  rt   

y-Ky' — ^)eo^v  -t  (x^— r)co*f*  (o?^— |i)coav + (jf'— ^)i  (s' — r)coai 

  /V   

~  («'-p)cM|*+lp-e>«»A+(«'-r)' 

daos   lesquelles  la  »appreSHioo  de«  accenU  aux  coordonn^M 

_  Cs^  

(jX—p)  f     ^)c©ay  f  (t— r)coafi  (jr— |i)cm  v     — 9)i^(2— r)coai 


q«e  ja  dia  dtre  Im  dquatioii«  aux  axaa  de  la  aarlaca  (5)* 

D*aUid  la  llfpia  fepideeaMe  per  Ica  dqMtlaM  (VIII)  passe 
par  la  polat  x',  aiaai  qua  par  le  centre.p,      n  car  leu 

ci^aations  aont  aatmfaites  par  les  coordonneea  de  ces  pointa.  Ja 
dia  da  piu«  i|ue  cette  ligne  ae  compoae  da  troia  dr,oite«. 

IiM  aedfldeeli  legolalfM  de  le  dfaiCe,  qol  patM  per  Im 

a  a 

^9  ff/'»  f  t  '  dlial  leptdaMlda  par      ^.  eaMpee- 

Be  eüil,  eeM  eme 
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f'^sxAj^+ B"g>        +  C, 
tu  pi^me  teryji«  qae 

II  vient,  par  «oite      _  .  ,         .  ^.     .  , 

pla^ant  ie»  rapporU 

par  leura  ^i|uivalent8  - »  ^ »  nous  trouvoiia  le^  ö^atitea  de  rapporfn 

Au     B"ß  f  B'y  n*'a  \jV&f^By  _  B*n^^  nß-{  A'^y 

Noiiti  repreaentoiis  par  S  cbacun  de  ce«  rapport»  i^<saiix.  Ordoii* 
nant  par  rapport  auz  iticontiiiet«  a,  /3,  y',   iiqui*  ei»  d^duifsniii«  lea 

troisi  e({uationii  dti  preinier  degrt^  > 

<?eii  traia  äqaationa  dv  prämier  depr^  dolvent  «voir  Jlea  antM 
lea  deiiz  rapparia       ^;  ü  faut  douc  que  lana  d'eUai^  sai^  one 

consequence  du  Systeme  des  <J<'u\  autres;  cette  restriction . exige 
que  leur  resohition  simultanee  lourui^se  des  valeurs  «,  /3,  y,  dont 
le  d^uominateur  comtnuti  soit  tiul.  On  trouve  ainei  T^quation  de 
conüiiiuii 
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€|ui,  latent  d^velopp#e,  devieiiC 

■ 

5'  (1  —  COM  H  —  coe*  '^f4  —  CO«  *v  -f  2  CO*»  X  C08  ^  cos  v) 
— [^iplnn  ^  il'sinV  4-  il^NitiSy    ^l»(mit|ico«ir— cMiA) 

-|-  '2^  (cos  V  CO«     -  rfm  ^)  f-  2B**  (ciis  Xeon  |i<»  c<i»y)] 

^        f  «^'i^"*    A*'B'*^  -  iiil'il" — tBB'B")  s  0. 

CcCte  ^«iBiiaii  est  ilo  troteltae  Atpi  6n  5:  eile  fminiit  poor  ceCte 
inconiiiie  aiizinaire  troi«  ncineii,  qui  t<iute«  l€»  troi«  nont  r^«lleii. 
En  miMtitiiant  cei  Iroi»  valeur»  attcceswiremeiit  dann  laa  dqua- 

Ha««  (1*2)  •  oa  troava  paar  lea  rapparia  - »  —  troia  ayattaaa  de 

valeiirs  reelles;  donc  les  equtttions  reprvsentcnt  frol>  droi- 

t«»f«,  0oiit  lea  azea  de  1»  iiuflacc  (5).  On  an  dedya  la  regle 
Mivaule : 

larMqvtune  Murfaee  du  seeond  deffre  ä  cmiUre  est  rappar* 

Ide  d  des  eoordonne'es  obliqtws .  pour  av^r  le»  eqtiations  mix 
iores  df  cette  mtrfaee,  prene%  U\s  d&rit4t9  f*x$  f*,*  f*^  P^'^^  -'^^ß' 
fHjrr  a  T,  y,  s  äu  premiet  mtmhrr  dr  tequotion  de  ia  eurfece; 
dMset  eee  deriveee  respecUwemeni  pur 

^§mim  entre  eme  See  treU  fmUenu  obiemt*;  pide,  ätme  iee 
SfwmHöme  reeuiiantee,  dew  variablew  y,  %  retrmneke%  lee  coor- 
äQHuee*  respecUsßs  p,  q,  r  du  cetiUe  de  ia  surfaee, 

7.    Si  le*5  axe«  de  crtordonnees  sont  iti  ta:iL:ul  iir«'>  r  t  [i  isst  iit 
par  ie  centre  de  la  burlace»  il  «»uUU  U  egaier  entre  eux  leM  rapperta 

Ci  rj  r' 

Dau  W  cw  0*  Xmüitm        ftm     omIn  4e  h  «arfaee.  il 
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faidta oMm» dhiseM  ^«illoii»,  dinfanor  ar,  ^,  s  des 

Oo  voit  dooc  qua  ^ 

»  f  < 

St  f(sf,  y,%)  —  ^  est  feguation  dune  surface  du  ttecond 
ordre  ä  cenirey  rappartee  ä  dett  axet  reciamguluirtM  meneM  pur 

9        g         t  ' 


jy,   E^ualiou  de  faxe  des  surfaces  de  rivainimH  du  seetmd 

H.  L'^aatlofi.  (5)  r#pr^sentera  nne  «nrface  de  rdvolntliiiif  al 

l^fl  trois  plans  priucipaux  que  foumissent  le^  trois  valeam  de  S 
tir^e«  de  (15)  et  Substitutes  dans  (1^),  reduisent  ä  im  seut 
plan  perperidu  iilaire  a  Taxe  de  revolution.  Cette  conüitiori  ^em 
reitiplle  dans  le  cas,  on  les  co^rfiüipnts  des  ^uatioM  (13)  aont 
proportioBMla«  c'cal-a-dire  oü  Ion  a 

 A'-^S  ß"^  Scfmv  ß'^Scfmfi, 


8u|ipMona>  poür  plus  de  sUniilicildt  qiie«  le«  iw  d«  cm« 
doiinde«  aoient  reetangulaire«,  noa  tgaütds  da  coiMUtiou  davi^iwaat 

A  —  S  _  _ 

ei  dünnen t  len  rdatiobs  n^et^sairaa  et  snfUaantea 

B*B'^  W*B  BB' 


paar  qoa  I*  aor&ca  (6)  aail  da  idvolatioii. 

Gr  9  daoB  ca  ca«  particuHer,  les  ^aationa  (13)  devieuaent 
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mm  «M  *•  4tMW  tt  rnttmim  *  mm*  mr4n.  ill 


r^mÜMi  4v  plan  rt«B^  par  le  etalre  perpeodlcaWrMMl 

»  i'axe.    Lea  ei|iiatiooa  de  l'axa  aaront  donc 

Mm0  «vaM  ftiosi  la  rigia  anlvaole: 

er/  rm^ßportee  ä  des  coordonnees  rectanffulaire*  mene'es  pmr  ie 
venire  rj,  on  ohfient  les  egvaiioiis  des  oxeM  en  muMpU- 

umS  li's  diffetences  j  —  p,  ^  —  fj,  ;  - r  rfspeciipemeni  par  B, 


Hl-    SupfiosDMs  qye  I  riitiaticin  (5)  repres^ntf»  l'nti  oii  l'autte  de« 
paraiM>iag4at«  Dana  oa  caa,  ob  aail  qua  ftea  troU  ^quationa 

Ml 

w  r^aiaent  1  ditoz  ^quaÜana  compattblea  et  diatiaeCea,  et  repi^- 
Wtttent  deux  plana,  dont  rinteraeetion  est  precj*iement  Taxe  du 
pftrat>rUuTde.  La  droite,  mifnee  pur  i  origine  parallManietil  a  iaxe» 
«•4  Meraun^  par  lea  ^uatiaa« 

til»—  VB^M  s  M'Jf  —  B^'B)  y  =  (il'-B"-        »-  (18) 


lUi  aal  m  aal  aMtl  pctpendiculaira  a«  plan  tangant  (II) 
fuh  «aaMt;  par  MMäqneat»  nana  avaaa  laa  ralatiaM 

(XI) 

 1  CORV  COS^ 

 1   ,  caaX   caa» 

^  1^  52?JL         .  cosx 


Digitized  by 


Or  Ja  db  qae  ees  ^qoations  (XI),  avec  aiiiipreiwl—  d'accent« 
ans  eoordoBüdeii,  «ont  pr^Mmeot  celle«  de  Taiie  do  pambololde: 
ear  41  est  aM  de  irair  qne  la  dreU»,  qn*e%P  reprdeenteiit«  paeae 
per  le  aomnel  a^^  ^^if,  et  ae  treeve  dtr«  perpendimlaire  aa 
|lafi  (II).      .  \'      i*  , 

10.  Lornque  lea  azea  den  roordoan^ea  aoot  rectangiilalreM» 
lea  dqualiona  de  l'aie  ae  rddntaent  4* 

« 

Done 

Pmtr  iwair  ioaee  db  parmMMe,  ü  sitffU  de  mklff/Uier  U* 
ireiB  MrivieB  du  prmtder  mmkn  de  re^fiKatUm  per  Ifft  d^ 
remeeM  respeeüves  AB^B'B'\  A^B'-^ß'^B,  A^*B»^B». 
ei  d'egaier  enire  eus  See  prodmUe  ekienme. 

12.  Sl  le  paraboloTde  de  r^vctlutlee«  Im  dqnalioiia  de. 
raie  «e  almplllleat :  ear  lea  dgalitda  de  condiCioft 

,    B'B"  B**B  6B* 

lea  cliangeot  en 
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XXIV. 

Keue  iMelhode  die  Eüi]>tiu  zu  rectificircn. 
lieiii  Herausgeber. 


Die  belnmiiten  Metheilen  lur  RectUieeiioii  ^er  ElOpee  eied, 
iwniillkli  wenn  es  nm  die  Kecüfieation  \  ekiselner  Bogen  der 
Olipfte  Kirh  hiiiulelt,  iiinuer  l)o:»chwerlich,  uiitl  6cibt»t,  insbesun- 
iwe  der  (ireLKiucli  der  zu  die?»eia  Zv^tckt»  gegebenen  unendlicben 
B«ili«n,  etwas  n)'itii»|ich.  leb  habe  daher  i»chon  vor  lauerer 
Z<;it  darauf  gedacht,  r'nie  Methode  zu  linden,  welche,  uicbt  sehr 
k'fhchHerlicb  lu  der  Aiiwetidutig,  zui^ieich  völlige  Sicherheit  dar- 
irili,  «nd  namentlich  auch  ein  Alittel  an  die  Hand  güie»  in 
jt^m  8tadtuni  der  Annäherung  die  GrSsse  des  hegntti^etten 
Fddm  «kher  benitheiien  tu  kOnnen»  Was  sieh  mir  aus  meinen 
Mtlhrigen  Unlersttclinngen  sin  des  Zwed^nlassigste  ergellen  hat« 
•i  ich  jetst  niittiieileii. 

I>ie  beiden  Cnd|iunlcte  des  au  rectibcirernlcn  Bogens  dtjr 
^p«e  eeien  nsd  »  und  diese  lieideii  Punkte  seien  durrb 
^  Asemsilen  n^  und  iiestiainit  Den  awIaclMn  den  beiden 
iNMkteo  4u  vnd  Ai  liegenden  eUipHacben  Bogen  denken  wir  uns» 
ndns  wir  vprsussetaen ,  dass  if|  grosser  als  Mq  sei»  von  A^  sn 
Mch  .1,  hin  immer  nauh  der  Kiehtung  hin  durchlaufen,  nach  w ei- 
dler die  Anoiiialien  von  ü  bis  .'l<)0^  gezahlt  werden.  Die  Sehne 
•ivr  Kllijise,  w«»lehe  die  beiden* Punkte  Aq  und  Ai  mit  einander 
verbindet,  sei  J^^,.l »  und  sei  der  mit  die.oer  Sehne  parallele 
lUlbiuenner  der  bltipse,  welchen  let3(teren  «vir  uns  immer  %on  dem 
Mittelpunkte  der  £iii|ise  aus  so  gebogen  denken  «vollen,  dass  sr 
eit  der ,  als  von  A^  aus  nach  A^  hin  gehend  gedachten  Sehns 
%i  gleieb  gerlebtel  Ist  AHe  im  Zeigenden  vorkommenden  Kiele- 
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214      Qrunert:  Heue  JleiMi  äü  SiUpse  ss  rectUMrtm. 

l>ogen  oehmeD  w  ir  !n  Tbeileo  des  der  Einheit  gleiclien  UaliMM- 
mere  «legedriiclit  aii. 

Nach  Tbl.  XXIV.  S.  374.  S.  393.  M 

und  tiie  Gleichung  der  Sehne  iq,,  ,  dleseUte  «b  eine  gerad*  LJafe 
von  betftimniter  Lage,  aber  unbestimmter  Länge  gedacht» 

Aleo  ist  die  Gleichung  dea  iciaibmea«er«  roit»  welchtf  der  Sebae 
§^  pmiiel  Ist: 

y = — j  «cot  Kwo  +  «i); 

and  bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  de«  Puiilttes»  in  ivelchero 
VOM  diesem,  nach  der  oben  gegebenen  Bestimmung  gezogenen 
Halbmesser  die  Ellipse  geschnitten  wird,  durch  :ro,i,  y%^\  so 
hahtn  wir  so  deren  Bestlmmang  die  beiden  Gleichoogen: 

ans  .daaea  aich  mll  Ba^haag  der  oberea  aad  anteran  Ucbaa 
aaf  eiaaadaf  leicht  ergiabli 

wo  es  «ich  iiuti  frägt ,  welche  Zeichen  man  au  nehmen  hat 
diese  Frage  zu  beantworten,  bezeichne  man  4iie  Coordinaten  der 
Punkte  Aq  uud        reapective  durch  ^g,      und  Xg,  yi;  so  it^t 
bekanntlicb  i 

x^zzzmtmuo.  3/o=*»to«6  oad  ;r,ssaeo«ti, ,  ytcss^aiaai,. 

MUtalat  einer  aiofiichen  Betrachtung  erhellet  auf  der  5telle,  dass 
9Qn  pö**^  ttcgativ  ist,  jenachdem  yi>yo  oder  jfi  <jfii  ist» 
wobd  Bian  immer  die  oben  rdcksichtlieh  des  HaihOMaaers  r«.} 
gagebene  Beatlmmaag  featxahattea  bat.  Abo  ist  peattiT  oder 
negativ»  jeaadide«  ... 

b^xuui  >  bwmu^  oder  ^stn«|  <  Asina^, 

d.  i.  jenachdem 

aiajfi    aiaa»  >  0  oder  sin  tf^ — aia«b  <  0 
iat.  Falgikli  bat  yo  i  gWebea  Veraeiebaa  mit 

si0tf|  -ainMgs2aiBKii|— i^cosiCt^i-««), 
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iiio,  weil  «in  i(ac|— tfo)  offenbar  «tets  positiv  iHt,  mil  eoftUiii-f'ac^). 
Odber  mm  maa  im  Obigen  die  ooteren  2elclita  mkmm  mid 

WeU 

Mf  M  kt  Mek  voirtah— dw  FaiMlii: 
»Im  nach  dem  Obigen: 

ni  Mg^ci^»  «^c>^  *i»  4(«i  *- »o)  'to^  positiv  iiit: 

ilaekt  mh  alcfc,  daaa  die  Salme  $vi  entvreder  in  die  Berlb- 
nrfa  der  Ellipae  In  den  Penkte  4i  in  dierea  Berillifende  in 
^  Peakle  Ai  flbergebe,  8o  gelten  die  varateheadea  Caerdinaten 

tifleulmr  rt^pective  in 

^«aiaa^,  6eeat^*  and  —ailBei»  Acaei% 

iker;  nnd  beieicbnet  man  oaa  die  Anomalien  der  Panlife,  in 
d«MQ  die  Ellipse  voji  den  mit  den  Mden  in  Rede  «tebenden 
Bertdueadee  parallel  gesogenen  Haibmaaaera  geachnittea  nbd, 
tiaNfc     «ad  0^ »  ae  alad  die  Geordinalan  dieaar  Dorekaclinltla- 
^■kle  MaantHclr  aeaea^«  Aalai\|  aad  aeaavi»  6alnei;  falglieli 
hl  aack  dam  VarbergebeDdea : 

«••f^ss— atai^  alna^seaai^  «ad  caariss-ainiii,  wkk^i^rtM^^i 

iiiitielft  welcher  Foriiii?i«  ^li»:  /\\  is(  hm  (}  und  360°  liegendeti  Anu-  • 
ttuht  ti      and  e|  immer  lekbt  und  ohne  alle  Zweidentigiii'ii  be*. 
mimait  werden  kUnnen,  worflber  hier  nickte  weiter  aa  aagen  lat. 

Die  IHfcieu  %  ^  a»  der  Aaamallan  ai»  and  a^  weUea  wir 
Jekl  kl  elM  beliebige  Aaiakl  m  gMekar  TkeHe  tkeÜea,  dem 
Jeiir  t  aela  mag,  ae  daaa 

i*l*  Die  den  Anomalien 

1^.  «d4I;  ««^l.a^  +  Sf;  at„^Si,  «,  +  31;.... 

«0  *f     — «Q -|- ai 
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und  dl*  dIeMii  (telmeii  piiallelen  HaHnMMtr.der  Ellipi»  ftgpgc- 
tfv«daidi  ' 

Iiai6iclniet  werden.  Dnnn  ist  tm^k  dem,  Obigen 

^  +  «1  +     +  .  . 

und  feiglicb 

«0+«l  +       +       +  ••••  + 

n 

aleo  nacb  dem  Obigen: 

«0  +  «I  +  «1  +     + ....  +  ««-1 

_      ^       ro^  n  -y-ra4'r3  4....-f  r«-!  mh  U' 
—  ^öi        •  II  *   li  * 

oder»  wenn  wir  der  l^OnBe  wegen 

•S»  =  *,>-i-Jf4  +  St  +      f  ....  -f^i 

eetien : 

iS«=(lli— ivi),  * — — ^  TT-- 

Bezeichnen  ulr  nun  den  durch  dio  lielden  Anomalien  n^t  i% 
Wetinimten  elliptiecben  Bogen  durch  JBh«,       eo  iet ' 

utkI  DfTciihaf^ 'f»!r  ein  in*8  Unendliche  M-achtit^iitl.üj«  w,  also  Rlr  ein 
der  MuH  sich  nahenideii  i : 

folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 
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al«o,  ir«il  Maiiiiflieli 


II 


•  *  _  •  • 

Gebt  die  EJlipse  in  aintii  mit  dem  Relbnietiser  r  beecbrielie- 
m  ftMto  iber,  ^  int 


r  =  Tq  =  fi  =     =  rj  = : . . .  —  r»-i 


ft 


yp  -f  Ti  -I-     f  r>  -t'  y»^!^ 

m«  iblKliefa 

■ 

wi#  c»  bekaimtli^  edii  mowt» 

AiM'drr  Gleiciiuii!;  .  *  * 

..  =  («.-«,).  Lim  t»-t/:«-t!Ü  j;. +1:1:  ± •  • 

«vgicbt  sieb  anmitteUMir  det  folgende  «ehr  benierkeii««reiibe  Sats: 

Dt€  Läu|?e  eines  el  I  i  [i  l  i8<;f»fcn  Bojern»  int  giere  h  «1  em, 
die  üilferetiz  <l*»r  Aitom  allen  ^  einer  l{  n  H  pii  n  ic  t  e  m  es- 
senden, in  Tbeiieii  lier  Einheit  au8gi'ilrü«'kten  Kreis* 
^•geii,  raaltiplicirt  mit  dem  aritianietiscbeo  Mittel  elieff 
4er  Halbmesser  der  Ellipse,  w  rirhe  dt*«  Berührenden 
dM  &il)p%e  im  ajitn.  In  eteliger  F^ige  gedacblef  PanJ^• 
§•«  d»e  iD  meeeenden  Boj^etm  pnrallel  »ind. 

Ilorcb  alle»  dorcb  die  Anomalien 

»H»»  «<of«t  wo+2i,  i/rt  +  3i,        I/o +  «i 

WntfMiteii  Punkte  der  Etlipne  irollen  wir  jetst  an  dieeelbe  Be- 
fgbteade  sieben  t  wodurch  ein  autMefbalb  der  Elllpee  liegender 

Polygon -Tbeil  entstebt,  wie  dofch  Taf.  IV.  Fig  8.  näher  erläu- 
t(ert  wird,  ans  welcher  Figur  zugleich  auch  von  selbst  die  Bo- 
deatnng  der  Zeichen 

^;       ^i;  V»      V»  •'•-i.  «»-i; 

effiellet«  Die  den  in  Rede  stehenden  EerObrenden  pafalleli^n 
HaibMMcr,  der  Blllpve  mAgen  durcb 


Digitized  by 


sie 


9i»  •»t  fi*  ••••»      '  ' 

bezeichnet  werden.  Dann  haben  wir  nach  einer  in  i^cr  Abband- 
loog  Tbl.  XXX.  Nt. Ii.  auf  welebe  ans  lUr  Kürze  wegen  20 

▼erweisen  «rimbi  Min  mig,  bewietMien  FonMl  iIm  fotgffüdffn 


«1^1  s  ^-itangü« 


, ;» 


V=:^Uogt»; 

II.  19.  w. 

ifci'  =  ^taiigy*); 


^e,^tftngi<4-^itaBgiii.  2ffetauiigil;|^..*.  4- 2«»-itmgU^ 
oder 

.  =  +  «I  +  ^  +  •»  +  •••-»•  V«)  tang  4i  -  (eo  -I-  ^)  «aog  y, 
and  folglieb: 

1« — — — 


also  nach  dem  Obigen: 


•)  Ich  luache  hierbei  uufinei kaaiu  auf  tiic  jedenfalls  beachteoswer- 
then  umi  eine  Analog'i«  zu  einer  bekanntm  tii^enschaü  dea  Kreiae«  <tar* 
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—  («l  ~  tll>j .  — ^  •  — g— 

•d«r>  wtno  wir  der  Elm  Wogeii 


— «•>• •  — • 

Beseicboet  nun  wieder  iSa«, den  darch  die  AoouuUteo  ict«4%«. 
elliptUeben  Bogeo,  «o  lat 

offenbar  flir  ein  In's  Ueendlicke  wMfceeodee  »»  eleo  ein  der 
IUI  «ich  aihmdee  I; 

iS»^  «1  =  Lim  , 
iiIflifTh  nach  den  VerbeigeheDden: 


^  Ib  Tef.  IV.  Fi^  ».  ist  " 

•  WM  flim  eef  Mdce  Scltfn  eddlrt,  lelieM,  waa  alcb  ealMm« 
Me  iMidw  Uunm  Mf  IMae  n  Mikae,  Malbl  dem 
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ift,  «o  ist 

ii  4t    Lauco»ii  1 

«ad  weil  ferner  offenbar 

ist»  00  ist  nach  dem  Vorliergebendeii : 

E^.u.  =  («, -.6). Um1^-^^  +  f*\^^  ■ 


sifo»  weil 

Llma  +  i)  =  l 

M: 

woran«  sich  ganz  derselbe  Satz  wie  oben  ergiebt. 
Well  Dsch  dem  Obigen 

ist»  so  sind 

yö'f»'i-Fra-f'y>-t-»>»»-*'rii>-i  »in 4t 


und 


^«=K— ^   1| 


ft  4^ 


^  4t 
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jedmeit  Btrei  Gränzen,  zwiachco  denen  der  elllptiMb«  Bönen 
li^gt»  und  der  Feblert  welchen  nno  begebt,  wenn  owa 

dfta  dieeer  beiden  Crimen  nin  einen  Mibenmgewertb  des  ttegene 
belracbtet.  Ist  nfebt  grtaer  ile  die  DIffereni  Zm^S^ 

Eis  neeb  genaoerer  NSbemngewerfb  6ßm  Bogeos  £u..  ik:«!^« 

der  beideo  Gränzen  Sn,  £n  it»t  da»  aritbmetUcbe  Mittel 


swiechen  beiden,  wo  der  Febler  ofenber  niebt  grCener  nie 
ist 


Da  elcb  itteeer  Metbode  bei  der  Berecbnnng  der  Länge  eilip- 
tlneber  Bogen  bedienen  su  kfinnen,  keninit  ee  beopteleiilicb  dar- 
auf «i,  data  wir  lebcen,  wie  die  Halbaidpeer 

9o9  9if  9^ 


•b»  'i»  '"et  fW-i 
■4f  Leiebttgicelt  beieebaet  werden  bSnneuy 

riacb  der  Abbandhi«  in  Tbl.  XXX.  Nr.  11.  &  20.  i»t  aber: 

^  s=     «•siniio'^  f  6*co8t#o*, 

PI  =  V ««ein  (Wo  +  0«  +  6*eo8  (mu"  + O** 

nad  nach  dertieliieu  Abbandluiig  d».  14.,  oder  auch  nach  den  Ohl- 
gen.  let:  .\j 

=  \fa^      (Mo  f  %iy^  f  ^*  coe»  (ii^j  +  ;/)* . 

=  V  •«  ain(ti»-fl-     -F6Sroa(ir«  ^ 


I.  a.  w. 
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fii99  Grunertt  S%ut  SUthmit  die  Eäipge  %u  recUßcirtm, 
•>    Setoo  wxi  aber     '  . 


so  'lt9ini«B  die  m  Bestinmiiiiig  der  HalbmeMer 


9o*   9l9   9%*  fft*  ****  9n 

und 

*0»    ''l»    ''s*    Tf*»«»'  1*11—1 

erforderlichen  Formeln  im  Zusammenhange  mit  einander  auf  fol« 

geode  Art  dari(e«>ieiit  »  erden : 


e,=  a^l-«*ci»(iio+4.^)«. 


tt.  8.  W. 


=  ay  I-e«eM(ib+(2it-8)  j)«. 

Ii»..*'  '  1 

Berechnet  man  die  Hülfswinkel 

•!#  "I»  •^»•••« 


1        V'  ' 


mittollt  «er  Forbdii 
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♦ 

•io o>a  =  e €08 (t<o  sm  G0i=eco8(i/o  +  3.2); 

•     •    -  -  I 

8ina»4=«co8(tf^  +  4.^),  8iD  a>5  =  ecn8(tfo  +  5.2); 


u.    8.    »V.  r" 


t 


siD «Dt«-.»  =eco8(Mo  + (211—2)2),  =  * (««o  -K2w—02)J 

eco8(iio  +  (2wy>;  '  .  ' 


810 


io  ist: 


9f> 

a  C08  o)o  1 

»^0 

aco8  o)} ; 

acos  04, 

a  cos  b),^; 

ei 

acos  t04. 

U 

a  cos  0)5 ; 

a  cos  a>Q , 

»•3 

a  cos  uij ; 

a.  8. 

w. 

-i 

a  cos  i02«-f » 

rii-i 

a  cos  a>«ii 

=  acos  (DSM ; 

wobei  vorausgesetzt  worden  ist,  dass  die  Winkel 

C^o  f  ,     CO)  ,     (Dg  ,     (D4  ,  . . . .  0)2« 

absolut  säromtlich  kleiaer  als  90^  genonMuen  worden  sind,  was 
offenbar  immer  versfättet  ist. 

Wenn  man  die  Differenz  tf|  — Uq,  nachdem  man  sie  in  n  gleiche 
Tbeile  getheilt  hatte,  um  zu  einer  ferneren  Näherung  Qberzu- 
gebeo,  in  2it  gleiche  Tlieila  tlieiH,  so  skid  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung der  Halbmesser,  die  wir  jetzt  mit  oberen  Accenten  ver- 
sehen wollen ,  die  folgenden :  ,  \ 

=  O  V  1  —  e*COS  =fl  V^L— C*C08M„*, 


ro'=a^l  — e«co8(iio+l.j)».  ^.^  . 

l  — ««cosCmo  +  S.-)«, 
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•  i  1 


f    ,  .  -  .  ►  «  II**  '4.    W.  ^.  '  .  ^    •  ' 

=  oV  l~e«cos(Ko+(4ii-3)j)«, 


»1 


=aW  1  —  «»CO«  (Mo  +  4«  .  )*  =sa  V  1  -  ««cos  («o  -f  2«  j)«; 

ftlfto : 


.  ,1  f." 


I-^006(ilo*f S.j)^,  «- 


1  / 
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miM^9>'  WM^i/mm  mrmii^'^  r^mfiritf.  915 

rto-a'  s  a  yj^.  i  —  e*co4(iiö     {An  —  3)  , 

Hieraas  eri^iebt  sieb  der  Air  id^e^e  Reehnoogen  wichtige  Umstand, 
<ia8s  man  hei  jeder  ne!i«>n  Naheruiifif  die  ganze  hei  der  vorher- 
gehenden Näheriiri^^  gtMiKichle  Rechnung  wieder  benutzen  kann, 
was  natürlich  für  die  Ahkur/.unu  tlle.^er  Rechnungen  von  selir 
grosser  Wichtigkeit  ües^onder»  bemerke  man  auch,  da(>«» 

BAcb  dem  Vorbergebendeii  immer 

tat 

Dm  ein  Beispiel  zu  der  votbergebeiidett  Rectification  der  £llipee 
sogeben»  irolleo  wir  * 

«=I,   6  =  i,   e*  =  ^,  .  Ioge  =  0.93753a7-1 

ud 

setzen.    ^Nehmen  wir  nun  im  4)higen  »  =  0  au,  ao  iat  i  =  2"  uad 


also: 


»Ii«»  •  ^     ,  .  • 


—    t        ,    H 


<  >  •  4* 


Ji-r  vi  (KM) 


Digitized  by  Google 


Uq  -\-     7  .  2  ^ 

,,,  t 
i^-l-ll.^  = 


««•. 

25»« 

ad». 

39». 


• .  M^^l  der  Im  Ob^^n  mttriGfcelti»  Porvob  Indtl 
siMrat: 

«»0  =  ««.  64'.  45'^^ 

i»4  =  55.  47.  2,8 
läB  84.  58.  9fi 

»4  =  63.  .  57.  0,3 

.  53.  ai  ,  51,1  , 

«I  SS  63.  61.  4!^ 

4»7  a  63.  17.  a(us 

«g   =51.  42.  36,4 

«Oy  z=  51.  6.  44^5 

«10  =  50.  30.  3,3 

»1,  ==  49.  52.  34.8 

»I«  =  49.  14.  21,5 


BMI 


uod  hieraus  ferner: 

ro=:  0,5071140 
r|=:  0.5811483 
rt  =  0,5900260 

=  0,61 16171 
r4  =  0,6277951 

=  0.6444396 

3,6281401 


O»äO4090O 


=  0,5604558 
=0.5740171 
91=0,5884897 

P3  =  0,6037406 

9a  =  0,6360601 
9,  =  0,6539010 

4,2353109 

0*7058853 

^0,1011131 

0,6047721 
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$rmm€r$i  Heue  MMt  4<f  sn  rMAbIcifca. 


m  rrnllftlKHfiftH 

0,1011131 

"l"  ^1  "i"  **»  •^'^  4*  ^4  "i"  ^5  —  OiWMööOO 

uui  die  LoKariihmen  dieser  haiden  GrAanen  siud  respective 
Hm  fot  in  Tkeileo  d«r  Bfailielt  na^dritekt: 

logii  =  0,241»773  -  2. 


0^7815328-1  0,7810017-1 

amorao-i  ojoooi4g 

q,7»ldi0ö*-l  0.7816359 
^■4  SU  die^M»  beiden  Logaritlimeu  aind  die  Zablib: 

04046594  und  0^048388. 
^•tl  MB  in  Tbedes  der  filoMl  aiMgedrOckt 

^»  tosiad 

0.SPQ4W61.0JMM8Q04 

«Mi  0»a(KM3951 .0^6048338, 

O»lM6808  nod  OHMTOO 

Grinien,  xwischeo  dma  der  dllpttoell«  üp^^i  ili 

Fatte  Hegt 
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£)««  Miltel  xwbchen  diesen  beiden  GrlDieo  isl 

0,1^78, 

und  Mtit  nMB  nnn  nihenrngeweiee 

ist  der  Fehler,  weicht;»  ma»  begeht,  jedenfalle  nicht  grosser  aU 

'     O.I-266760~0,12<i6396  0,0000;ffi2 
 t-g  =—5  . 

d.  i.  Hiebt  grOseer  aU 

üie  nmutiischeu  Rechnungen,  welche  bei  dieser  Metbode  ffer 
lier<'(  fintius;  »l<*r  L?iinir*'n  ellipfisefji  i  i>oü<  fi  rn'.th!«»  nind,  sind  na 
Gauzeil  leicht  au^i^utuhreii ,  m  le  Jt^der  selbst  (triden  wird,  der  ein- 
mal  ein  Beispiel  nach  dieser  iMethode  rechnet.  Vor  der  gei^oho> 
lieben  Methode  durch  Entnickelnng  in  Reihen  hat  dieselbe  den 
grossen  und  wesentlieben  Versag,  dass  8ie  bei  grossen  nnd  klei- 
nen fixeentricititen  siemlieh  mit  gleteher  LelebUgkelt  nnwaDdb^ 
mit  wogegen  die  Entwickelnng  in  Reihen  nur  bei  kleinen  EsjcMf- 
(rieititen  einige  Beqaemliehkeit  darbiete|.  Ale  den  Hanplvoimi^ 
meiner  oblg^  lketbode~Tnr  den  aonst  bekannten  BleHieden  be- 
trachte ich  aher  die  Sicherheit,  mit  welcher  sich  bei  derselben  In 
jedem  Starliuni  der  Nfil  »  i  linc  cir)  Urtheil  über  den  Grad  der  er- 
reichten Genauigkf'il  tnier  liber  (b  n  in  flem  erhaltenen  annähern- 
den Resultat  noch  äteekenden  Kcliler  bellen  läsät.  Endlich  kommt 
in  meUiu(iit>clier  Rücksicht  hierzu  nun  noch,  da^s  die  obige  Me- 
tho<!e  in  der  That  ijanz  efcmcntar,  und;  wie  es  mir  scheintt 
vOUig  geeignet^ist,  in  den  Elementar  •  Unterricht  fiber  die  l^ehre 
▼on  den  Kegelschnitten  oder  von  den  Linien  des  zweiten  Grades 
anfgenommen  zw  M*erden. 

In  v^ie  leni  ^iri!  \>n\  dciu  oben  au^ge.'iprocbeneu  nierkwiirdi- 
gen,  in  der  Gteichun^i; 

=  («.  -     .  Lim  5it±rL±!i±^d^--zl . 

wobei  n  als  in's  Unendliche  wachsend  gedacht  wird,  enthaltenen 
Satze  Anweinlnn^fen  zyr  Bestiuiniunt^  der  Län^e  elliptischer  Bugen 
durch  CoikhIi  u<  lliMJ  iiiarhcn  lassoti,  uncl  in  welclier  Beziehnn!»  und 
Verbindunc:  zu  und  mit  «ler  ei^entiit  hen  Inleiiralrechnnni;  dcr.selhe 
steht»  werde  ich  späterhin  vielleicht  in  einem  besonderen  Aufsätze  zei« 
gen.  Hier  wollte  ich  nicht  über  den  Kreis  der  gewöhnlichen  Ele- 
iMnle  iiinaiuMheni 
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XXV. 


H  i  s  e  e  f  I  e  n. 


Ein  neues  nmthematiscbe«  Paradoxon« 

Vmm  Hcrra  Dr«       2ehfais«  provfii4iilirbcm  Lebrer  ta  4m  HSIimmi 

G«werbe«cbuli*  su  Oarmttsilt 

Will  mm  sich  db  Kntetaiiaiig  alaarLIaie  dorcb  Fortbeiraipmg 
«toM  Pvnktaa  klar  maehan,  ao  blaten  aich  bai  oiharar  Baliadb* 
tw^diaaar  Bawegunir  folgenda  xwei  FlHa  dar: 

1)  Es  ist  zwisclirii  tleii  aul»»iiiaf»*ierfül^rn(feii  L;it?€'n  dea  sich 
btj"»* egenileri  Pimkh's  kein  Zwisclienraiim.  lu  die»eiü  Falle  iiürde, 
da  jedes  Element  (ier  Linie  =0  t^are,  und  aus  norh  so  vielen, 
Mlb.«t  unendlich  vielen  wirklichen  iNiilleii  (welche  man  von  uo* 
endlicb  kleiaea  Gruaaen  irobJ  xu  unteracbeiden  hat)  keine  endliche 
Crtlaaa  soaamaiaiigaaatil  waidan  kaao,  überhaiipt  gar  keiaa  Linla 
«■tatoban  kOnaao. 

2)  Ea  iat  zwleehen  den  aafainanderfolgenden  Lagen  dea  eicb 

bewegcodeii  Punktes  ein  Zwischenraum.  In  die?!iem  Falle  wfire 
lc#iiie  »teti!;e  ßewefrnng,  welche  doch  stillüchueigend  vorauage- 
#atal  wirdj,  vorhanden. 

Eh  bietet  sich  also  hier  eia  irirkliches  Paradoxon  dar»  %vr»il 
Mda  Fille,  die  einsig  möglichen«  auf  Wideraprficbe  rafaran.  Die 
AsaiUkmg  deaaalben  werde  ich  *apiter  in  eiaein  beaenderen  |ihl- 
leeepUaebea  Artikel  aelgaiu 


Sehr  eiofaebe  Bealiiiiiiiiuig  einea  bekADntan  Integrals 

yfwm  ÜMFii  Friedrich  Uaa«»,  Kaadiiiaiea  4ar  .Hathem.  la  Greif« wald. 

Daa  Integral 
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wo  c  gleich,  grosser  oder  kleiaer  als  Nali  eeio  kaoD,  tiwt  §Mk 
leicht  durch  folgend«  benierkeiiiwirthe  Snbstitetioii  allgeoMiB  tat 
Utoen.  Mao  aetia  den  Dilifaatial^otieiiliii  der  WmelgiliHe 
gleich  ehwr  neoeo  Variaheln»  nlmlfch 


DanD  indel  naa 


also 


Hlermil  ist  unsere  Aufgabe  geiOst»  weil  das  ioUgrtt 

WO  Qor  die  drei  Fälle»  dam  c  gleich»  grikwer  dder  kMoer  als 
Null  ist,  uoterschiedeo  werden  mfieaen«  bekanotlleh  oboe 
Schwierigkeit  aufgelöst  werden  kann. 


Voa  de«  Herausgeber. 
1* 

Aufgabe, 

Zwei  ganze  Zahlen  an  fitden,  deren  Quotient  oder 
Verhiltniss  ihrer  Differens  gleich  ist 

AnftüsuDg. 
Die  Aufgabe  verlangt  die  ErOllung  der  Gleichvng 

X 

—  =jt — tf 
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m 

Mkm.  Am  Am«  QMeteog  wkilt  mm  W^t 

y^i      f — 1     '      jr — 1 
1 

abo  1  «Ine  mum  2aU  «dn»  wm  Mir  dm  d«r 

t/- —  I 

Kali  sein  kann,  weno  ^  —  1  =  db  ^ »  ^'^o  ^  =  2  oder  Ut; 
4n  ist  ab«r»  wdQ  jr^O  oImIn»  Aiekl  luliiitg  iii, 

IKe  bai4Ma  gemchtMi  giimn  Zabtoo  «inil  «lao  jps4  a&d  f — & 

ABMerkmig.  Wollte  man  swei  ganze  Zahlen  miebeo,  deren 
QnotieDt  ihrer  Summe  gleich  rnUte,  aa  hätte  raan  die  GteichuDg 

hl  ganten  Zahlen  au  erfüllen.   Ans  dieser  Gleichung  folgl 

Alio  mnas  ^'"^  gnnze  Zahl  »ein,  wa«  nur  dann  der  Fall 

itl,iieMi  1— y=rJ:1,  alM  ysO  oder  jraaS  tot  Dim  tot  aber. 
*dl  ysO  wtoder  ofrabar  nicht  nUtanlg  tot» 

Die  beiden  gesuchten  Zahlen  sind  abo  äc^^i  und 

da98  also  diese  Aufgabe  ebne  Zntoieang  negativer  gaäker  Zabton 

aichl  gelltot  werden  kann. 


II. 

fiericbtigaag. 

Weil  ich  den  der  Abhandlung  ThI.  VI.  Nr.  I.  von  mir  em- 
pfohlenen Vüftraii;  der  I^ehre  von  <ler  Anffosunp  der  Gleichungen 

dritten  fJrades  immer  noch  fnr  Im  hm  rL^^p«; -  unri  iierücicsichti- 
gttQgawertb  halte,  so  erlaube  ich  nur  daraul  auünerksam  zu  machen^ 
dai«;  in  dieser  Abhandlung  gegen  da^s  Ende  eine  Anftlassung  Statt 
S*^«ideo  bat»  die  ielcbt  Mtoeveietindntoae  herbeifilbfen  bann  vnd 
^''^ir  ein#  Bertobti|pniK  wflnechananfaitt  ttaebt» 
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gast  MUMUen. 

■ 

ist  nämlich  0lUlscbwe|gend  aogMlommöii  oder  ToransgMetit  wof- 
4eo,  daMff  «o  wie  a,  welches  In  dleeeni  Pelle -noth wendig  pee^ 
ÜT  aeln  moee»  anch  b  poeltiT  eei.  Olee  erlMlIet  deime»  weil  nar 
dereeiben -fieite  freM er  onten  t         •  •  -      ^    '.  ts 


gesetzt  vi-orden  ist,  frelchee  nor  unter  Voraii<:«<pt35aDg  eines  posi- 
tiven  6  xnli#elg  iet«  da  man  Ja  natdrilch.  weil,  a  jedenfalls  netb- 
wendig  pesItW  sein  ranss»  fU^  elti  negafiTee  6  fcehfeewdgs 


« » 


2W 
4«» 

»etxen  darf. 


2eV  ' 


Daher  gilt  eneb  anf     7.  die  Bebaaptnng: 

4  . 

„*it.    VVenH  6*  ist,  HO  liat  die  gegel>6i}e  Gleichung 

drei  slmmflich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wmeln» 
swel  negative  und  eine  poaitiveb" 

natürlich  nur  unter  Voraussetzunü  eines  pesitlven  4*  n«e  a.  O» 
SU  bemerken  unterlassen  worden  ist 

Wenn  man  aber  in  der  in  jeuein  Autsatze  betrachteten  Gleichung 

die  Grilsse.«=?^(^^)  setat»  so  geht  diese  Gleichung  offenbar  in 

(— a;)ä  =  rt(-~.r)— A 

über,  worautü  also  erhellet,  dass  die  Gleichungen 

=  a:r  -|-  6  und       ^  ax  —  b 

jederzeit  absulut  gleiche,  riicksicht lieh  der  Zeichen  aber  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  haben. 

Man  w  ürde  also  auf  6.  7.  noch  hinzuzusetzen  oder  zu  bemer- 
ken haben» 

,.dai«H,  wenn         >  6*  und  6  negativ  ist,  die  gegebene 

('h  iciujit^  drei  säiumilich  unter  oiuaiider  ungleiche  reelle 
Wurzeln,  z^tei  pomtive  und  eine  negative  habe»". 
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•  (im  ^tlkm  «üiiliQlmii  MtosfemtiiidiHMeif  wmfcionM,  Wi» 
kbte  hl«r  benerkt,  weon  «vch  d«r  in  Rede  etebeode  AafMte 
mIn  tot  einer  sienilicben  Reibe  von  Jabren  erecbienen  ist»  in« 
üm  icb  alMf»  wie  scbori'eben  erimert»  die  darin  vorgetragMie 
MiMe  inmer  noch  der  Berfiekeichtigung  niebt  gans  lum  eiih 
kilte.  G. 


All. 

ieb  bin  einigemal  brieflich  niifgeforfiferf  worden,  eine  r^ht 
deutliche  Erläuterung  der  Elnrichtunji  <ler  Ci  auss  ^«c-hen  Talchi 
tot  Berechniiiifi;  der  Logarithmen  der  SiiüHiie  oder  Differenz  zweier 
Zableii  £a  gehen,  d\r  nlclil  ,  -(MultTn  nur  tliirrli  ilire  Loga- 

nthnieri  ]:>:e£^c?hcn  siiul,  und  habe  »«ulchcn  Auiiurderungen  auch 
ciugeaial  brielli «  h  r>nf»procheD.  Um  inde^s  dergleichen  Aufforde- 
rant^ea  ein  fiir  alie  Mal  zu  genllgeo.  mHgp  die  nachstehende  Er* 
lioteroDg  der  an  sich  zwar  ganz  einfachen  Sache,  die  mir  aber 
dtcb  nicbt  dberali  nit  der  gebOrigen  Dentiicbkeit»  Sfiei^  and 
A%Mieinbeit  gegeben  lu  werden  aebeint»  ana  weiebem  Umatande 
iväbl  anch  die  erwBbnteti  Anflerderungen  banfitaieblicb  betmge» 
gingen  aind»  bler  folgen. 

Wenn  x  und  ^  zwei  beliebige  poaltive  Zahlen  beseiehnJL  und 
4k  Baehi  den  iagaritbmiacben  Syafema  6  genannt  wird,  ae  Ut, 
taraafgeaetat,  daaa  im  Falle  der  Subtraction  y  die  kleinere  .der 
beiden  Zahlen  x  und  y  iat: 

«  =  ^a«y   Ifs^JV,    j-  |:^ss6^(«i:9); 

man  diene  Gleichung  auf  die  Form 


•II 


6^««UJ       =Ä'''«'.(1±  = 

■nd  nimmt  auf  beiden  Seiten  die  Logarithiuen«  ao  erhalt  juao» 
^Mllog^ssl  aal,  die  Gleichung: 

log(^J:y)  —  log*  +  log  (li^^fi' 
i«g(*i:y)=iog«  f  logi  1  db  (f  " 


^  neil  nun»  wenn  wir  aherhanpt  die  JUbk,-  detes 
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S14  MmtHm. 

bM6idlii6ii> 

•og(4r±3f)  =  log*  4-  log  Ii  i:  Num  log(logy  ~  logar)|. 
Ferner  i«t  nach  dem  Obigen  mclis 

nU&t  wtmn  man  ifieder  aut  beiden  Seiten  die  Logarithmen  ninunt: 
«der 

log(«dby)  =  iegy  +  log  iNnm  log(log« — logy)  ±l\. 

Wir  vfollen  nun,  die  Differenz  hgs  —  logy  jetkt  immer  po^ 
ikf  agnelimend« 

B  s=  log(l  +  6fcf  ir-*f «)  SS  log  1 1  -I-Num  log  (logy  —  logjr)  |, 
C  Ä lpg(I  +  hf^M'-t^iw)  s  log  11  f  Ijlnm  log(logdp— log^i 

Da«  Argument  der  Gauss 'sehen  Tafel  **)  i«t  die  Grosse 
und  schreitet  in  derselhen  fort  von  Ä  — 0,000  bis  A  =  5,0.  Für 
diese  Argumente  enthält  die  l'afel  in  zwvA  mit  B  und  C  bezeich, 
neten  Spalten,  neb«t  dea  nöthigeu  üifferenseo,  die  Wertbe  der 
obigen  Gruiwen 

E  SS  log(l-f^y~^')> 
C  Ä  log  (1 4- *>f  ir). 

Die  Werdie  von  B  ecbreiten  abvehmend  fort  von 


Haa  denke  an  die  in  der  Analyait  allgenieia  gebrjUiclinelMB  Be- 
toiebnongen  Are  «in     Ariitan^jr,  n.  w. 

**)  Ich  lege  absichtlich  xti  Grnnde :  Logarithmitch-tri^oif 
netriaebea  Handbuch*     II e rn ns g e g^eben  von  H.  G.  Köhler. 
Fänfte  revidirte  St^re  o  ty  p- A  nsprnbe.    Leipzig  bei  Tanch» 
nitx.  1857.,  worin  »ich  S.  207.  h\n  S.  221.  die  Gaa«t'«cha  Tafel  ia 
IlMlMfNyigllalnb  GMmk  beiodel. 
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die  Wertbe  \qu  C  geSien  wachneoii  vuu 

CssOaDlOS  bis  CslMMMN»; 

M  diM  also  Ü.;iöl03,  nämlich  log 2,  in  der  Taf«l  fOr  B.  tlj« 
9Mt>  lo  der  Tafel  flir  C  die  kleinste  Zahl  let. 

Nach  den  olieti  Ixwirsmiea  Fofoia^u  wt«  via«  suersl  «ieo 
miui  der  2$umiae  betrÜI« 

log(aj  +     =  iogu.  +  Ii  uud  iu^     +  ^)  =  logy  +  C, 

akh  swei  JllelhedeB  aur  Berechnniig  ven  log(jV*f  5)  mit 
Met  der  Tafeb  ergeben,  weoo  hieee  logj?  and  log^y»  eicht  9  «ed 
/  eelbft,  gegeben  iai   Dercb  Subtraetion  dar  gegebenen  Loga- 
rffhmeii  berechne  man,  unter  der  VurausseUung«  da&s  logj,  gröc»- 
«et  aia  iogjf  ist,  lia»  Argumeat 


gefia  mit  demselben  In  die  erete  mit  A  b^eicbnete  Spalte  der 
TmUk  ein,  and  nehme  aus  der  «weiten  and  dritten  mit  B  tind  C 
Wssiehnetem  Spelte  dereelhen  die  dem  In  Rede  stehenden  Arn- 
M0at  A  entsprechenden  Warthe  Ton  B  and  C;  dann  6ndet  wü 
leicht  mittelet  einer  der  beiden  ebigen  Fermeln,  nim- 
^  mittelat  einer  der  beiden  Formeln: 


log(«+3r)  =  log«+B,  log(«-f jf)  =  leg3r^C. 


Was  femer  den  Lngarithmns  der  Differena  betrifft,  eo  hat 
in  dieaer  Beslehwii  aueiet  i*elgendee  an  merken. 

fU^i  MM;ii  lier  4  beerte  4er  JLoigariibiiieo 

■ 

80  ist  in  den  obigen  Beseicbnungen : 


g-^  =  6"— I. 

folglich«  nenn  man  muUipiicirt: 


Digitized  byCoogle 


250  MUctUen 

« 

Nacli  deio  Obigeii  ist  'aqo: 


Iog(j:— y)  =  log47  4-l«g(l  —6 


also  nach  den  Torbeifebendei»  Formeln  anch: 


oder 


« 

iog  (jT  — ,y)  -  logy  f  log  (6^  —  • 

Bei  dem  Gebraacbe  der  Tafela  elod  nmi  die  swei  folgendea 
f  iUe  an  nnteiacheidton. 

L   logor— log^^O,^iü;iy  d.  u  logj:  —  logy^log2. 

In  diesem  Falle  Huche  man  die  Differenz  logj:  —  logjf  in  der 
drittcu  .Sp  ilt  '  tür  (  auf,  deren  kleinste  Zalil  nach  dem  Obigen 
0,3Q103  ist,  und  nehme  ans  der  ersten  und  7v\  fiten  S|i;ilte  das 
entsprechende  A  nnd  B.  Dann  hat  man  nacb  dem  V orhecgebea- 
den  die  beiden  folgenden  üleicbuogen : 

(6^—1)  (VH^-iHV  -  1)  =s  L 

AuH  der  zvreiten  dieser  beiden  Gleicbangen  ergiebt  «ich  leicbt: 


also 


nnd  folglich: 


Daher  hai^eü  u  ir  die  beiden  iulgeuden  AuHirücke : 
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log(l  -.^J-«»!')«;  — B/ 

« 

ami  wreil  iMin  oacli  deu  Ul>igeo 

log(j?--y)  =  logar  +  log  (1—6^»-*»^, 

M»  60  wird  log(:r— ^)  nittolct  dnei  4er  Mdan  folgende  Aa«« 
dvicke  idlciit  berechoet: 

log(;r— jf)=:iogx  — B,  log(;v— 3f)  =  log^-f  A. 

« 

11.    logo;  —  logy  ^ü,3ÜiUo»  d.  i.  logor — log2f^log2. 

In  diesem  Falle  stiche  man  die  niffereiiz  logjr  —  iog//  "f  ''er 
zweiten  Spalte  lür  B  auf,  deren  grus.ste  Zahl  nach  dem  () bissen 
(1,30 lUJ  lai,  und  oehnie  aus  der  ersten  und  dritten  Spalt«  das 
eatsprechende  A  und  C.  Darin  bat  men  necli  dem  Vorbergebeii" 
den  die  beiden  folgenden  Gleicbungen  t 

(5i4r.-iii!r-l)(6^-l)s3|. 
Ann  der  aweiteu  dieser  beide»  Gleichungen  ergiebl  eich  leicht; 


DnÜer  haben  nir  die  beidsu  taigeiiden  Ausdrücke  s 


log(l  -6*»f  = 

l«g  1)  «— A ; 
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sag  Mi9uU$m. 

.  und  weil  nun  oacb  dem  OMgea 

log    — ^)  =  log    +  log  (1  -  V^V-^') . 

l«f  («-f)  « + log(A*t#-lw- 1) 

Ist,  80  wird  log(ar— y)  aittolsl  elMS  der  beideo  fe^^dee  äMh 
drCeke  lekM  gefandei: 

log       |f)ca  iogjr-^Cn  log  Ca?— =  logf — A. 

Dies  dient  zur  FolUUMDdigen  EHiutening  der  Einridilaqg  vf|4 

de«  Gebrauchs  der  G  au 66 *8cbeii  Talehi  iu  ihrer  ursprungiioli^il FeCPi* 

Eine  eodere  Biiitichlsiig  let  der  Tefel  gegebee  tos  Voll- 
elindlge  legerlthnileehe  ned  trigoeometrleehe  Tafeln 
ypn  E.  F.  Aegnet  Berlin.  1845.»  weielie  aUgemeiner  gekeoet 
sein  verdient 9  «k  eie  eq  sein  ecbeiiit« 

Df eeer  filwiditang  liegen  die  lieideo  aoe  dem  CHi|sm  bekaM* 
tM  Femeln 

log        )  =  log  ^ + log  i^«*  1) 

Sil  Oroede»  wo  ee  in  der  ernten  Glelebnng  ganz  gleichgflläg  let^ 

welche  der  beiden  Zahlen  x,  y  die  grSssere  und  welche  die  Uei* 
ncre  ist,  in  der  ziveiten  Gleichung  aber  y  als  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  y  aogenoramen  wird.  Als  Argument  ist  in  der 
Tafel  die  ÜHisee 

Asslogor^logy 

ane«  iioiiiinen ,  welches  nun  aber  nicht,  wif  in  der  ^ir«pn*infflichen 
Gau  SS  sehen  Tafel  stets  positiv  ist,  sondern  positiv  und  nega- 
tiv sein  kann,  und  nach  einer  der  Einrichtung  der  gewohnlichen 
Logarithmentafeln  ganz  conformeo»  daher  rfurch  sich  selbst  leicht 
▼eretändlichen  Einricbtong  von  A= — 4,0  bis  A=*f  5^)  fiirteclml- 
tet«  Ffir  diese  Argoinente  sind  in  der  Tafel  die  Werthe  der  GrOeee 

logCd'««'-'«»*^ +  1)  oder  log(l +  6^«« 

berechnet.  Für  positive  Argumente  sind  die  Zahlen  dieser  Tafel 
offenbar  einerlei  mit  den  Zahlen 

C  =  log  (1  +  6*»«-**  r) 

der  dritten  Spalte  der  ursprünglichen  Gauss^schen  Tafel.  Fir 
negeUve  Aigünente  nind  die  ZeMnn  eineilei  mit  den  Znblen 
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b  =  iög  (1  -I-  6-  i'^'-'^sr)) 

dm  sipcitoii  S^lte  der  oraprflBgliehea  Gaass'tdbM  Tafel,  wie 
aageilUkidich  erhellen  wM,  wena  men  ner  flberleKt»  deee  die 

GaasB'scbfl  Tafel  das  stets  positive  Argumeiil  logj:  —  logjf 

hat  Die  August  ««ehe  Talel  konnte  daher  aus  der  Ganss- 
seilen  Tafel,  bei  versrhiedener  Antinlntnit?  der  Zahlen,  unaiiUel« 
hixT  aljLre>cfi ricl>e!i  vveriiiMi  Dpt  (Tehrancli  dieser  Tafel  ist  nun 
el»er  tolgender,  wobei  wir  jeUt  die  den  {loeitiveii  oder  negelivea 


Asaleg#— leff 
eaiepreeheedeo  Zahlen  der  Tafel  darch  B  beieichnen  wellen,  we 

B«Iog(^«-«Vjr  +  l) 

Um  log(j;-|-|f)  zu  finden,  berechne  man  durch  einfache  Soh- 
tnetien  der  gegebenen  Logarithmen  logx  vnd  legjf,  abgeeehen 
davon,  welcher  der  grOeeem  eder  der  hlelocre  Int,  den  Argoinent 

A  —  iogjr— log^, 

«nd  nehme  dae  dazu  gehörende  B  ann  der  Tafel.  Weil  onn  nach 
dem  Obigen 

b9(«+y) « logjr+Ieg(4*i«-lit»  + 1) 

ne  bt 

h>g(«+jr)sslo|rf+B, 

mittelst  welcher  Forraei  der  gesuchte  Logarithann  der  Unnmit 
•faie  hieeen  dMlditien  leleht  geinnden  ward. 


Um  log(^  —  y)  '''i  liutien,  wobei  y  kleiner  aU  voratijigesetzt 
berechne  man  die  Differenz       t  —  logjy.  suche  dieselbe 
^^t^r  den  Zahlen  B  der  Tafel  auf,  uod  nehme  aus  derselben  dae 
^t«prechende  poeitive  oder  negative  A.    Weil  nun  allgemetn 
de«  Obigen 

B  =  log(*^  +  li, 

log«  —  log«  =  iQgib^  + 1) 

»  ee  hit 
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244)  Maeüin. 

nnd  fdglicby  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmeii  nlwnits 

Nach  dem  OUgeii  iet  aber 

Uig(»— jr)Ä'iegjr+Ieg(*«v«-'>«f  —  I), 

folglich 

log(:r— ^)=logy  f  A, 

nitteiat  weleher  Formel  log(:r  —  sehr  leicht  gefanded  wird»  in* 
dem  ner  A  immer  gehörig  mit  aeiaem  dorcb  die  Tafel  gegebaDen 
Varaetehea  in  Reehnnng  gebraebt  wird. 

Ich  ütebe  nicht  an,  /n  Ih  ihi  i  ken ,  dass  es  mir  fi^rlhst  um 
zwepkmäs8igsten  scheinen  müciite,  lür  das  stets  pn«itiv('  Argument 
A=  logjr— loj?y  eine  Tafel  für  B  =: log (6'<>f '-^«jr-f  1)  und  elD# 
amite  Tafel  für  €  =  log(6'«f -r-^^jr  ~  1)  aev  au  berecbaea.  Dann 
wire,  well  nach  dem  Obigen 

log(«-|-^)^  log3r  +  iog(6^f'-^^ + 
I«g(«— =  logy  +  iogCA'v«  -  ^Nf»—  1) 

latt 

log(ar+y)  =  Iogy  +  B,   log(;r— 3r)=r|og^-fC;  \ 

■ 

wo  Immer  y  aU  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  or,  y  aufgenommen 
wird.  Id  diese  Tafel  wflrde  man  immer  mit  dem  positiven  Argu- 
ment A  =  logx  —  lo/:y  eiriijehen.  und  iirniii; iclbar  ans  der  Tafel 
das  cntspre€hen<le  IJ  oder  C  eiilut  liim  n ,  jenarhdem  e»  sk  Ij  uni 
die  Berechnung  vftfi  loi;  (.r  4  </)  <»der  In-  r  —  i/)  handelte,  u  eh  fie 
Logarithmen  dann  leicht  mittei«(t  der  obigen  Formeln  gefundea 
wurden.  Eine  solche  Tafel  würde  nach  meiner  IVIeinunc;  die  dmcb 
dieaeiiieD  dargebotenen  VnrtheÜe  sehr  (Th<'*heii^  da  doch  immer 
der  umgekehrte  (lebrauch  der  jetzigen  Tafeln  manche  Machtbelle 
mit  aich  fflhrt.  Man  bat  ja  bekanntlich  aua  diesem  Grande  jetat 
autch  achon  den  Gebrauch  der  gewöhnlichen.  Logarithmen  dnrcb 
die  Berechnang  sogenannter  Anti-  Logarithmen  zu  erhoben  geeneht 

Wie  die  verdienstliche  Zech  sehe  Tafel  eingerichtet  ist,  kann 
ich  jetat  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen,  da  mir  dieselbe  gerade 
nicht  zur  Hand  i^t.  Auch  werden  von  Lehrern  auf  Schalen  webl 
nnr  die  Kohl  er 'sehen  oder  August' sehen  Tafeln  gehraocht  wer^ 
den»  und  dem  Scbulunterriebte  an  dienen,  war  der  Iiaoptawaf|t 
der  obigen  Erliuterangen ;  die  trefflichen  Bremiber'acbenTarelo 
enthalten  dia  Gaaaa*acban*  Logarithmen  nicht.  G. 


• 
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XXYL 

Ueber  die  Ralation,  die  iwischen  den  AbtchnittM  der 
bettnB  eines  Dreiecks  besteht,  welche  durch  sich  in 
einem  Punkte  schneidende  Gerade  gebildet  werden. 


Bern  Doelor  Durkge 

Xfiricb. 


Zieht  flun  durch  einen  beliebifren  Punkt  auf  den  fiekea  elait 
Dreiecks  ^(^raile  LiuU'ii,   so  bestellt  zwischen  den  AbsühoiUei^ 
welche  diese  Linien  auf  den  <rp^enuherliej;enden  Seiten  bilden» 
wi^ftn  Tuay  diese  Abschnitte  ordnunirsniMssiE^  mit  m«  X*  p  9bA 
m\m*^  p^  beseicbaet»  die  bekannte  Reiation: 

m,m.p 

Wir  weMM  nU  dem  Beweise  dtesee  fifaitscs  xngleltfk  d#o  des 
lidpabs«  fetbfodsB,  «nd  dsiss  dum  iieeh  elnifi^  BsüstÜtogse 
taMbs. 

Die  BsielcbnangSQ  sollen  so  eingerichtet  «eiden.  dsss  In 
leciptokett  Flesr  die  Geraden  mit  denselben  Bnckstiben  be- 
•MmI  werden»  wie  in  der  urspriinglichen  Figur  die  entspreeben* 
im  PvM^,  nnd  omgekebrt  (Tst  V.  Fig.  ] .  und  2.) 

Drei  Pnnkto  (Gerade)  6,  e  bilden  ein  Dreieck,  die  Ver- 
^■iraaslinisn  (purabecbnltUponblc)  deraslben  s^sn. fi»  fw.  JUk 
*iIm  bsiisbtg  einen  vierten  Pnnbt  (eine  vierte  Gerade)  M  sn 
«i  beselcjbne  din  %'erbindanielinien  (Dnrcbacbnlttfipnnbte)  der« 
*dUe  mit  «»(iti  ei'4nrob  A%  Bn  C,   Bexeichne  leb  tto 
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Ifurege,^  f^f^  ^  Üelal. ,  dfe  mtich.  den  AdMfOitem  9i 

die  Durchschnittspunkte  (V^erbindungslinien)  dieser  drei  Geraden 
(Punkte)  mit  y  durch  1,  2,  3,  so  lautet  der  lu  beweltende 
SaU : 

sio  (61) .  sin  (c2) .  sin  (a<i)  =  sin  (cl) .  sin  (a2) .  ain  (63). 
Im  Dreiecke  bia  oder  ay^  analogen  Dreieckeo  isti 

■ 

61. sin («y)  s  aJ.8in(AY)  ay.sin(61)  =  il/.sin(al) 
e3.alo(/}a)ss6a.8iD(Ba)  •      fki.n\n(tS^  ^  At.fliii(6S> 

a3.ain(yiQ  s=:e3.aio(Cj|Q        fß.mnia^)  =  Cß.^(cS) 

d.aioOSa)  =  al.ahi(ii/0       ^.ain(i;l)  s=iAß.aliD(al) 
^.M(Yß)  =  i/^.9\a(By)  r^.8in(a2):='jiy.a1n(62)''; 
63.sin(o}')  3s:e3.sin(6&)         a}^.sin(6«i)  =£C^.sin(c^''*  ' 

Daraoa  ergiebt  eich: 

Ö\  r1.a3  _  mujAY)  mp(Ba)dfi(Cß) 
el.a2M  "  m(ilA  sin  (ir^)  sin  (Ol)* 

sin  {bl)mu  (c2)sh\  (all)  _  ^fy .  Z?«^^ 
ein  (ei)  «in  (02)  sin  (63)  "  Aß.ßy.  Ca* 


(1) 


Nffn  }«t  fnt'Der  im  Dreiecke  blM  oder  £/la  und  analogen 
Dreiecken : 

^61.sjn(i?a)=:ilfl.8io(^^)  ^a.8in(61)r=:^i9.sin(jlfl) 
c2.8in(r/3)  =  ;»l2.siD(i?C)  C'/i.sin(c2)  =  ÄC.sin(M2) 
itZ.Bw(Ay)  SS  ilf3.sio  (Cil)      Ay.sin  (a3)    Cil.stn  (Jf;Q 

cl . sin  ( Ca)  =  iül . .sin  (C'J)       6« . sin  (cl )  =  CA .  sin  ( J!/l) 
.  n^.wä(Aß)=zM2.mnlAB)  Aß.9^n{4ä)^AB.mniM2t 
 xt&.mti(By)9:M.Bin(BC)     By.  sin  (63)  »  ^Csln(iW9 

Hieraus  folgt: 

6T.C'2.ff3       8in(^ft  siii(Z^y)  ^;ifl  (To) 

cl .  a2.63     sin  (Ay)  sin  (fia)  sin  (CW ' 


ff) 


»irt(<M)sin (c^2)ii»n(o3}  _  Aß.ßy.  Cn 
sin(cl;6in(a2)sinO<i>  ^ijy7Äa,XVi 


Atn  den  Gleichungen  (T)  und  fi)  folgt  liano  unmittelbar: 

•in(61)sb(ca)sin(a3)  _ 
.  iira^""^'  siA(cl)siii(a3)«io(63)"" 
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eim.  Dreiecks  äest,,  treicäe  äurek  mk  im  ein.  Ftmkie  sc/ttuiä.  4^t,  eu. 


Dies  war  der  zu  beweisende  Satz.  Allein  es  hat  sich  dabei 
locii  mehr  «rgeben.  Die  Gleiehuncr  (4  II.)  sagt  nSnilich  von  den 
'mikten  Ajt  Mg  C  danselb«'  au«*,  wie  «lie  (Gleichung  (31.)  von  deu 
^mtkten  1,  2,  3.  Die  Relation  zwischen  den  Abschnitten  limlct 
iImi  nicht  blons  dann  statt ,  wenn  die  Verbindungslinien  der  Punkte» 
v6ldM  «He  AMiaitle  bikiea»  mit  den  Ecken  4m  Dreiecks  sich 
■  «inen  Pmkto  schneiden,  sonderD  auch  dana,  weiiB  dte  Funkle 
■llwt  ia  Jtiam  geraden  Linie  liegen. 

Ich  ivill  nun  zuerst  nachweisen,  dasi«  die»  die  beiden  einzi«; 
■Sglichen  FSIIe  sind,  in  ivelchen  die  in  Rede  atebende  Relation 
itattfindet  Zu  «diesem  Ende  tu>hine  ich  an,  es  seien  auf  den 
Mteo  einen  Ureieciui  abe  (Taf.  V.  Pij;.  ].)  drei  Punkte  so  gege* 
m »  daae  awlachen  den  gehlirig  heaeichncten  Abachnitten  auf  den 
Mieii  den  Dreiecke,  m*  n,  p  und  m\  9\p\  die  Relation 

stattfindet,  nn  1  stelle  a?iu:leirh  die  ß^  dinguns,  «la-^s  (iir  \  prbin- 
4i0gslinien  der  gegebenen  l'unkte  mit  den  gegenüüeriici^'euden 
Ecken  des  Dreiecks  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden  sollen, 
kk  werde  dann  nachweiaen»  daaa  die  drei  gegebeaea  Paakle  Im- 
4mm  gwaden  ülaie  ttagea  «flnaen. 

Es  seien  I,  *2,  4  die  cecebenen  Punkte.  Zieheich  (i\  und  63 
üüd  dorph  den  Durcht*'  liiiitLH|iutikt  M  beider  die  tierado  ♦  ^«0 
iftt.  trenn  ich  die  neuen  Altachnitte  auf  ab  mit  %  und  m'  iiezeiebne. 

IR*a*ff •ä'i 

Di  aber  andi 


x:n'  ^  p  'p' 

■rii«  4  k.  die  Punkte  3  und  4  mdnnen  mgeerdnele  kamonlecbe 
hrile  so  aela.  Betraektet  «an  nun  IMe  als  ein  vollstän- 
ifBs  Vierseit  und  erinnert  sich»  dass  die  drei  Diagonalen  eines 
fDilitäfidleeD  Viers^iti)  »ich  in  zu  den  Ecken  desselben  zu^enrd- 

aeimi  li<ifjii'>Mi>ci)eii  runkten  schneiden,  ««»erhellet,  da^^'lieDia- 
|enale  12  die  Diagonale  ah  im  Punkte  I  schneiden  wird* 
I»  Sg  4  in  gerader  Linie  Iii 


ii*> 


jüiack  litis  bicichiiogeii  («i  iL)  und  (4 
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244  Vurtite:  Utö.  die  Heint.,  tlie  wUcA.  äeu  AöiClaUtUm  4*  SeUm 

Es  wird  also  die  Relation  zivischeu  den  Sinnnen  eoMobl  daco 
stattÜTidc  n ,  wenn  die  drei  Strahlen  die  s:ee:enffberliegendeu  Seiten 
de«  Dreiecks  in  solclien  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie 
liegen,  als  auch,  wenn  die  drei  Sirahleo  sich  in  einem  Punkte 
achpeiden.  Auch  hier  iSsst  eich  ebenso  zeigen,  daas  onr  Id 
dVesen  beidien  Fällen  nlleln  die  in  Rede  stehende  Relation  etitt* 
finden  kann. 

Es  seien  Tiamüch  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  a/3y  (Taf.  V. 
Fit:.  "2.)  drei  Strahlen  1,  2,  4  ho  gezogen,  dass  zwischen  den 
hürig  bezeichneten  Winkeln  mit  den  «Seiten  de«  Dreiecke»  m,n»p 
und  m'tn\p'9  die  Relation 

(6)  siDin.sinit.sin/»  =  sinm'.einji' .  btn/>' 

atattfindet*  Nehmen  wir  nun  an»  die  Durcbechnittspunkte  der  Strah< 
len  1»  2,  4  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  meht  in 
einer  geiwlen  Linie,  ao  kann  man  einen  Strahl  3  durch  yao  aiebeo, 
das«  dieae  Durehachnittspunkte  In  gerader  Linie  liegen.  Beicich- 
net  man  die  Winkel  von  3.  mit  a  und  4  durch  n  und  «b*»  aolwlmaa 

sin  m  •  ein  » .  ain  9f  s  ein  mf  .ein  n*  •  ein  » 

und  raiglich 

ein  » :  sin  n'  =  ain^ :  aiii|»'. 

Die  Strahlen  3  nnd  4  sind  alao  attgeerdnete  harmoniacbe  8liah* 

len  zu  den  Seiten  a  und  h  \  es  sind  also  aiteh  ß,  O  ^  a,  C  ha^ 
m.oniüiciie  i^unkte.  Nach  dem  Vorhergehenden  muss  daher  der 
Strahl  3  durch  den  Durchachnittspunkt  von  1  und  2  hindurcbgehea. 

'  Wir  haben  mn  alao  geaeben»  daas: 

1)  wenn  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Punkte  gegeben  sind,  , 
Bo  (ias.s  ;ewi8€hcn  den  dadurch  gebildeten  Ab8chnitten  die  Kelatioo  { 
(5)  stattfindet,  allemal  entweder  diese  drei  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen  oder  die  Verbindungslinien   der  Punkte   mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken  sich  in  einem  Punkte  achneideo. 

2)  Wenn  durch  die  Ecken  einen  Drelecka  Strahlen  geaogeo 
worden  deigeatalt,  daaa  swlacben  den  dadnreb  gebildelto  Win» 
kolabachnltteo  die  Relatinn  (6)  atattfindet»  ao  aebneldan  nleb  die 
Strahlen,  entweder  In  einem  Pnrfcle  oder  Ibte  DnreknehniMr 
ponkle  mit  den  gegenflberllegeiiden  Seiles  Hegen  in  getader  Lteie. 

.  Wir  wollen  nun  diese  Sitae  In  ihrer  ganaen  VelVtlwiliM 
betrachten.  Sind  die  drei  Verbältniaae  -^t  ^9  ^»  4eren  Pro' 
dQaft:.der  lüsbelt  gMch  Ist,  gegeben»  se  witd  toeb  Jedae  Vwt- 
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Wtoiss  anf  der  sugehOrigen  Seite  fle.«  Dreieck«  olcbt  ein  Punkt. 
Mwbni  wieliselir  zvffk  Punkte  beetimmt,  die  zu  den  zugehrtKgefi 
Ecken  de«  Dielecks  sageordnete  bsroionincke  Pnnkte  nind.  Mas 
«bm  also  secbs  Pankte,  von  denen  Je  drei,  asf  Tcrscbiedese* 
Nim  im  Dreiecks  liegende .  beileblg  mit  einender  comblalrl 
imrdeo  künsen.  Wir  wollen  diejenigen  Punkte,  welcbe  swlsebeo 
die  Ecken  des  Dreiecks  fallen»  innere  nennen  und  mit  A,  B,  C 
(Ttf.  V.  Flg.  I^.)  bezeicbuen,  d  iizoLien  diejenigen  Punkte,  welche 
Ifii  iiie  Verlänjrenjiieen  der  Seiten  lallen,  «äussere  nennen  und 
mit  A\  ß\  C  bexeicbjieo.  Dano  finden  folgende  Oumbiuationeo 
4tr  unkte  statt : 

A,  B,  C\  DurchtfichnitUtpunkt  der  drtsi  VerbiudungiUinieii  N9 

iir.ii  ii  rrH'r  folgende  Combiuatiooes»  ho  dt«  drei  Punkte  iu  germ- 
liegeo; 

^  B'  C 

A'  B  C 
B'  C  A 
C   A  B. 


mtm  aleo  eetweder  die  drei  Inneren  Punkte  oder  eine» 
■It  swel  insaeien»  so  scknelden  sIck  die  drei  VerWe- 
ilee  mit  des  Ecken  des  Dreiecks  In  einem  Punkte.  Con- 
lyrt  man  dagegen  entweder  die  drei  iueseren  Pnnkte ,  oder  iwei 
iwere  mit  eineni  äußeren ,^  so  liegen  je  drei  Punkte  auf  einer 
(«eradea. 

Sud  ferner  die  drei  Verklltniese  4^-^,  , deren 

mnm     sniit'  m\nf/ 

bodoct  der  Einbeit  gleiek  i«l,  gegeben,  so  wird  durch  jedes 

V«kiltalas  in  der  ihm  T^tr^ehurlgen  Ecke  des  Dreiecks  nkdit  ein 

Skakti  sondern  swel  älraklen  beetimmti  welcbe  su  den  sugeiiS* 

ifin  Seilea  des  Dreiecks  aogcordnete  kamonlscke  Stiaklen  sind. 

Im  erhilt  also  ssehs  Stiaklen«  ron  denen  je  drei,  dnrcb  ver» 

i^Meue  Buken  des  Dreiecks  gebende,  beliebig  mit  einander 

Mbbirt  werden  können.    Nennen  wir  wiederum  die  Strahlen, 

••Wie  innerhalb  des  Dreiecks  liegen,   innere,  und  bejEeirhner» 

tk  m\i  1,  2,  3.       wie  die,  welche  ausserhall»  deü  Dreiecke  Üe- 

sai.  Süss, er  ü,  uml  heieichnen  sm  mit  i,  ü,  III  (Taf.  \,  Fig.  3.)^ 

«tt  iii^gft  vriir  tolgende  T'Ombuiationeii : 
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' '  Strahlen,  üi&nicli  in  eiuem  Psiikte  sGhnelden>; 

1  :}  3  DorchtHihttitUpiinkt  iV;     2  III  I  Dnrdischiiittiipsi 

Sl^ahlen ,  <l«refi  DiirdiMAtilftftpaoM  mit  den  gegvnttMr 

d^U  Seiten  ii»  eiiter  Geraden  liegen: 

I  II  lU  DiirclMcliDitttpuiifct*  il%  C; 

'  12    3  „  A\  B,  C; 

II  3    1  i»*,  C,  ii; 

III  12  M  A,  B. 

( orubiiürt  man  ül^a  drei  innere  oder  einen  innertn  nn 
flusKrere  Strahlen,  so  si-hneiden  aie  sich  in  einain  Fankte# 
binlrt  mao  dagegen  drei  önssere  oder  einen  finsserep  vm 
tonere  Strahlen»  «e  liegen  die  DnrcbachnittepQnkte  mit  den 
Ulietliegenden  Seiten  in  einer  Geraden. 

E»  erhellt,  dass  hier  die  recijirdkn  Betrachtung  eii»eiiUi(  h 
Neues  ersieht ,  denn  die  Gnindbedini»uiiL'  wird  mit  der  Gl 
dingang  der  urapräoglicben  BetnkhtQog  zugleich  erfüllt 


XXVII« 

Einige  Beweise  des  Permafsclien  Lebnati 

(Arihiv  Theil  XXVII.  Heft  1.) 

Herrn  Doctor  U einen y 
Difectvr  der  Realtchnle  sa  Dä««eldort 


Beschreibt  man  iihor  dem  Diirrhmes.^er  AB  (Taf.  V, 
eines  Halbkreises  AEB  als  ürundlinic  ein  Rechte  ck  AßCk 
«en  Hohe  AC  oder  BD  der  Sehne  des  Quadranten  des  f 
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Halbkreis  AEB  ftebört,  |s1eicb  t^»  Btt^  MkMUL 

nen  beiden  Pankteo  C  und  O  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  df»^ 
M^ijkretses  <f^e  Linien  CE  und  DE,  •reiche  öeo  Dnrtbr 
AB  im  F  mad  Cr  cdiDetdeii»  m  ist; 

A)  L  bist 

AGz=iAB^BG,      Bt  =  d/^—  ilF; 


FSlIt  man  nun  auf      «He Senkrechte  Elf,  »o  ist  ^  BGDo^  A  ^  ^ 

Smis  ergibt  «kb.  da  BB-k-AB^AB^^  wni  BKF4Mi^ 
mABß^fBK.AK=i^^iBK*  i«t. 


mifu/A  (1) 

*\  £^  ^ 

n.  Man  ▼erblmle  A  vihI  ^  mit  E,  so  Ist 


.V 


AE^-tEB^AB^^AGH^f*  f  GS* + F£«-2/l  6.   k'-^FB:  FK. 


Fl?  4  6£;«  =  2£^«  +  FÄ»+  ÄC» 


iV  -    ■        .  •  *      •  • 

.....  ■  ♦  VA:  ^ 
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^ege|)  A(i^MKlikelt.f.ilen  Dreiecke  BKQ  M  GBB.  F£J^  im* 
AFC  aber  Ui 

^       KB  EK  KA  EK  , 

falglicb,  wen«  BD^AC^rV^»  Ä^HÄ^*=4r»- tLBÄ«  ge- 
•eUt  wird ,  ^ 


iAK.  KG  +  2*«.      =  -]K£  ^  ,.^27  =  Wp^vl " 

-  0*t 

Die  negatife  SemAe  der  beiden  lettleD'  GMcbangen  aber  gibt 
-ü^M^^^/ielgHeb  Wt ::  . .  ,  » 

B)  Nimint  man  den  Satz  als  richtig  an  *  alfo  AJPAiA£!*-t  BF^» 
ee  Ut:        "  '  *  ' 

2i4F.  BG^FG^. 

Die  Richtigkeit  diener  Formel  aber  ergibt  sieb  auf  foige^^de  Weise; 

I)  Ziebt  man  (Ta^y*Fig.4^  EO  voi  EJ,  wt  ^ACH 
OO^BDJ  (weil  die  Schenliei  senkrecbt  stehen).  Also 

ACiCa^DJiBO  odn  4C.^^=i)J.C/(p^C«r^^, 

em^wB.Bj. 

Femer  ist: 

TG^AF-  ßG'         F^^»7"  ^IF.  äC?     24F.  ' 

«Ubln  <    •  I  i  -  .  ; 

MF.BG^FG».  • 

fl>,  V^rlfngert  man  (Tfif.V.Fig.5;)  ^fii|d ,  ;bW,^£  der 
Seite  IßD  in  BE  der  Seite  in  b^fegoel«  ea  lat  ^ABB 
€\>  4  ilBJ  (well  die  Schenkel  aenbrecbl  ateben).  Alae 
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ABl  AB  ^^Jx  AB  • 

ÄV^AB.BJ.  .    -    _  (1) 
9m  dM  Dr«i«ck  ACF  tot: 

€E  FB  AH         BA   FJJ  AH 

tlM 

I  B  _  Aü  A^AC    .     Fß  -  FG     AC      BG      . , 
Fli^~AU^  ^Fa~  ^  AH-^FG'  , 

Fir  da«  Dreieck  BDG  ündet  mao  ebenso : 

BD_AF_AC 

0}  «sd  (9  folRt: 

£6^^  Af^    _  iH*_ 

FG^    "  AU.BJ  —  'lAUMJ ' 

t  Dich  (1): 

-p^-ki  FG*=^'IBa,AF. 

3)  Errichtet  mnn  (Tat  V.  Fi-.  6.)  in  F  iin(!  f;  auf  AB  Senk- 
^««hte,  so  i8t  ^AFtioä^BGJ^  also  AFiBFzsJGtBG  oi«r 
^B^.BGszüF.JG. 

Nun  ist:  '  *• 

„_  ,       £F     HF  JG 


Bt^_FG^     FG»    .^.^^  rc« 
3C«^CB»^53Ci*  folglich  «f^s-y-» 

^       dk«^  Beweis,  bal  w^IclMia  Mgß  Fe««!  alckt  te 


Mm  verbinde  (Ttf.  V.      6l)  A  mit  ./.  B  mit  if, oad  if  tiff 
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Mau  Ut  .  -H.  1 

//F      jl7  '  •  •  %  .'^ 

2C  ^BS'        ^=BF*ttrf  M^tGv 

daher 

Aber  ' 

folglich 


«  » 


 I»  • 


•  ■  1 
« •   •  • 


XXVTII. 

Uebef  einige  beitiaiiiite  Ihtagrele. 

Voo 

Herrn  Professor  Dr.  iT  Dienger 

an  der  |»ol^technUcheo  ScluU«  au  C»cl«ruiiu. 


In  den  bekanoten  »Vorlesongen  aber  die  Integralrecb« 
ii«ng*  ten  Molgne  finden  eldi  hn Anfiinge  4er  19.  VorlMing^ meh- 
rere intereemnte  Cmfonniingea  besttmmler  Ititegrate»  deren  AMal- 
lung  mir  jedeeheehranhkui  und  veiwomn  «IlBeiiei^t,  Ich  will  daher 

im  Nacbsteheoden  einen  Tbeil  derselben  genauer  erweis^;,  die 
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^Fi|e»  «rlid«i  «ich  gM»  «bmo  Mwfelirai  ImMmigmreiffS^ilie* 

Wir  woiien  «m  das  tiettimiiite  Integral 

(1) 

* 

T-Iegen ,  in  welchem  <i,  ,  6i Cg  bestimiiite  Konstanten  «ind. 
ti«^«-j  von  weli;h«Mii  \\\v  \  (ir.nj>srt/on ,  da««  die  Gr(isse  nnter  den 
It^  r  e^ralzeicheii  imu  rlKtlf»  derGranzen  der  Integration  nicht  iiiiend- 
ft^^^  »  erde  —  eine  \  oraus^etzung,  die  wir  8tilUch«t#igend  bei 
folgenden  beatimmteii  Ittfr^ralen  machen«  Behn^  der'  Uin- 
^<^v-mong  fahren  wir  drei  oene  Veränderliche  1»  t  ein»  die  mit 
^«16«  frdhwen  inenrntBenhinged  dnreh  die  Glelehnnfen; 

<»l«+^a+C4i=|,  a»i;i6a|f+Cti=tf,  ^ar-ir6jy+c^=Ji  (2) 

•  ... . 

^+i**{+fii«+Cit  i>r»^tt^iik»4-Cni;»  ßi=4it+^t'+«; 

"•^o  bekannt  lieh  Z>  die  Determinante  des  Systems  der  Koe^zfen- 
^mn  hl  f2i  istt  feroer  der  Koeilizient  irot»  »i  in  derKelkiMf 

der  Koerü^ieut  von  o^.        der  von  «5»....,        der  vtin  Cy^ 
von  Gt»        i'on  Cg.   (Vergl.  Baitzer:   Theorie  und  An« 
Wandung  der  Deterininenten,  §.  9»)    Formt  man  nnn  des 

Itnimln  Inhigral  (1)  nach  den  in  ndnnr  Diffemnffal- 
Intttgrnlrtehnang  (.92.  ly.  gegnbanen  tf^amcln  «n,  so  ii|  dif 
^•rflge  GrOsne  M  gi^^^h 

^«in  man  Baltier  a.  a.  O.  («T.  hiermit  vergleicht  Dabei  ist 

^le  Gieichungen  auf  beatimmuiig  der  UrAnien  der  neuen  Ver- 
^nderiiehen  «Ind: 

D9^M^Bt^-^Cit  Ar  t; 

mxa  welchen  nun  tiir  die  Crfinsen  folgt  t^ohei  die  untere  Grioae 
memt  geachrleben  int): 
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jr|#«ir«r;  Mir  iM|pv  #€«iMmi/« 
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Je  nachdeiD  aUo  die  Zeichen  vuo  i>,  be&cbaffeii  «iiid,  wei^ 

den  die  Gränzen  Toti  |,  ti,  ^  andere  sein»  nnd  da  in  dieser  Be- 
ziehung acht  Kombinationen  möglich  shid,  «o  wird  mtB  die  fo|g«iide 
TaMle  haben,  in  der  je  die  Zetchcn  von  I^«  4i»  ^  soent-w 
gegeben  sind«  und  nebenan  die  Grinsen  Ton  «, 

l>5fOl— OD+OD    Z>>0l-OD+C»    />>Ok-f  OD-OD    £>>OV  +  00-QD 

4>o[-»+«>  Ji>0>+aD-«  4,<0Uap-G»  il|<o| 


ili>0>-oe-f OD  i<i>0>+05-OD  il|<0>+oo-oe  i4i<0>-oo+» 
€^>o!-OD4.ao  i%<0'-|-»-QD  Ct —  OD-I- CO  <o' 


Hlerans  geht  hervor,  das«,  wenn  man  fiberall  als  Grinsen  ^  od 
nnd  -l-OD  letstt  dabei  den  Sats  beachtet»  daas  bei  Umlcefaruiig  dj^r 
Grttnsen  das  bestimmte  Integral  sein  Zeichen  wechselt»  man  flir 
/>>  0  den  Werth  nicht  Sndert,  fttr  D<0  aber  das  Zeichen  sich 
umkehrt  Ist  also  k  der  ahsolute  (|>ot>iUv  genanimene)  Werth  von 
Z>,  ao  ist  endlich: 


-  "  -  ■   —  OD 
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M  dfo  Fvaklioo  f  so  bescIiaffeD,  iIim 

ffgiebt  ai-su  die  (5): 

IM 

OD 


i«fi  gar  Abkürzung 

^'^^nomiueo  Dno»  die  KoeOlicmteii  «i  »4^  geoQgwi  folgeft» 

^^tk  6«cliog«ng«D: 

(«) 

irnntr  nulglkb  ist»  il»,  wen 

cosm^,  cooit|»  cot»/i9  «•••;  cosiiia,  coemj»  c(ui|j^ 

bekeenfteo  nevii  Ooeinu«  sind ,  die  bei  tferUmfeminng  reebtirink* 

Böller  Koordinaten  auftreten,  man  nur  zu  aetzi^u  braocbt: 

«i=0teeB»ii,  e^sseeeeiNiiy  %=eeoeiii^;  \ 
^ss^coa»!,  ^^^^cMiift,  ^s^coe%;> 

♦C|  :=yco»|i4,    c^^^co«i/^,    C2=;^cos/^;  ' 
»l^iiie  tot  lsfl^a*-f        f  )«2«  end  die  (5')  wird:  . 

(2) 

»ea  aker,  wie  man  an«  Bai  t aar  a.  a.  0. 16. 6.  toidit  schRtiiil» 
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wf teile  Forniel  flbrigens  auch  ausX^)  IierTorgehl.    S«tst  mao  docIi 
«s6,  oimmt  «  uod  e  po«Ui¥  an,  «o  ist: 


/     *  COM  c/(s'iii  9)89, 

wenn  man  die  Integratiou  nach  9;  volUiebt: 

 ^  ff         ^^^^  _W 


1 


«  wnI  e  podÜT  «iiid.   AI«  SpaitelMrangeii  trgaU»  tkk 


M  TT 


«a— „        — c* 
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0ieng4tr:  V€ber  eittiffe  btsiimmie  imei/ynle, 

IlVerthe  von  x  und      flir  «reiche  a^^-^y^^l»  drflckt  bekaontHdi 

den  achten  Theil  der  Oberflftche  dea  dreiazigen  Ellipaoida«  des* 
•en  Gleicboiig 

iat,  aoa,  wenn  a>/i>c. 

Uro  nun  daa  Integral  in  (14)  au  ermittelD«  aetaen  wir 

wo  alao  ^'^1  tat,  woraus  folgt: 

Die  Gleicluin^  (15)  stellt  eine  Ellipse  vor,  deren  Halbazen  sieh 
finderii,   wexm  q  slrfi  äudort.    Läs^t  man  q  gehen  von  1  bis  ac, 
welche  Werthe  q  liahen  kann,  wenn  x  und  y  die  Wertbe  im  In- 
fesrralö  (14)  annehmen,  so  uird  man  eine  Reihe  Ellipsen  aus  (15) 
erbalteij ,    w  elche  so  beschaffen  sind,  dat>s  je  eine  nacbfoljjende 
die  vorhergehenden   umscbiiesst,   ohne  sie  zu  durchschneiiiefi, 
während  alle  in  dem  Kreise  .r*-f     =  l  enthalten  sind,  dem  sie 
sieb  um  so  mehr  nähern,  je  grösser  q  %vird.   Das  Integral  in  (14), 
Dämlich  JfVQBxdy,  ist,  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemaai, 
ausgedehnt  auf  alle  Punkte,  die  innerhalb  des  genannten  Kreiaea, 
Mnd  zwar  In  aeinein  positiven. Quadranten  liegen,  d.h.  wenn  OA, 
OB  rti"^  positiven  Koordinatenaxen  sind,  MN  ein  Kreiaquadraat 
vom  U^lbmesaer  1 ,  so  hat  män  in  dem  Integrale  (14)  x  nad  y 
alle  Werthe  beiaulegen,  die  ala  xuaammengehOrlge  Koordinaten 
irgend  eiaes  Punktes  in  0M19  angesehen  werden  k(toaen.  Oea- 
kVoTWir  um  nun  die  durch  (16)  «usgedrOckten  Ellipsen  (von  I 
bis  9  =  oc)  konatroirt,  und  aelen  CD,  C'D^  awei  au  ^  und  ^'{•^9 
gehörige,  ao  liegt  swischen  ibneu  der  Streifen  CD&C*f  fiir  wel- 
chen 9  immer  denaelben  Werth  haben  wird,  wenn  Jq  unendlich 
klein  ist;  das  Integral  in  (14),  ausgedehnt  auf  die  Punkte  ia 
CDC D' ,  wird  also  —Vg/fdardif  sein,   wo  letzteres  Integral 
auf  die  Punkte  des   fra^^lichen  Streilens  auszudehnen  ist.  Ab 
dann  stellt  dasselbe  aber  bekanntlich  den  Inhalt  des  Streifces 
dar,  der  ala  die  Differena  OC D*  -  OCD 

ist,  d.  h.  *         •  , 
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Also  i8t  d«r  Tbeil  des  Inlegrab  in  (14),  mtt  ^  Mkf  im 
CDC'Jy  Mtfgedcbot  wird» 

L^8Kt  man  q  sehen  vnn  I  bis  x  und  stimmirt  die  erhaltenen  Re* 
railatey  «o  bat  man  da«  ganse  Integral  in  (14).  das  demiiacb 

Ut  A1m>  iat  die  ganze  Oiierfläcbe  des  dreiaxigen  Ellkpsoiilfi ; 

«fleh«  GrOsse  io  ümIiimii  oben  angefiibrteo  Buche  lOS.  L  auf 
tlKplifclM  Integrale  rednzirt  ist. 


in. 


/9D  » 


M  ergiebt  sieb  leicbt: 


(Ja) 


du 

«•M  flbrifens  *=5-^-.jJ-|-«jf  l*t.  indem  stur'en^nx^ 


•nti 


18« 
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MD  BiMuger  i  0§Ur  timigt  äutimmtt  Mi§rmU. 

\m  dtiMD  MS  «=oi:t  Mtst,  wird  maii  die  VmurtliBng  «ehOpfi 
m  gfittife  fc'  •'•tw  Gleiehnng  (16),  ao  dus  •* 

wir»,  wo  C  vod  C*  voa  «  nttAbhlnfrig  «lod.  (Man  vwfl,  moi 
DlffimnliaN  und  Intcgralrecboung  92.  4.)  WirUidb  gen« 
die«6  Form,  and  dann  iiit 

'—"(T+i*"  ^  (1— 
0«  C  nd  C  n  bMtloMiiMi,  beaebte  nm,  diM  Dir  «sO: 

c  g-»  c  — -jj-' 

aleo  eDdücb; 


Dabei  maaa  fibrigeaa  fi>  0  aein»  da  aueb  oboebia  aonat  alel 
eadlicb  wire.  Daaa  man  darana  aoforl 


flodet.  iat  bekannt. 
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9.  »nmwmrim^r;  9m  wmkmu  iülwriiinr  4tr  Wärm  HP,  Ml 

« 


xxn« 

Das  mechanische  Aeqai?aleiit  der  Wärme  und  seine 
fiedentiiiig  in  den  NaturwiMeiiiGfaafteii.  Ein  Tortr^g 
giUteB  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserL  Aka- 
demie der  Wisaenaciiaften  am  30»  Mai  ISSi 

vom 

PrXatdenten  der  Akademie 

Harra  Dr.  Andreas  irreih.  v.  Baumgmr$H€r» 

(fNiM  iMfilicht  iUile  iüt  enüehot  ous  deui  Atinanacli  der  kaiMcL  Alm* 
4malm  4«ff  WiaMtehaflM  für  4m  Jalir  tfifO 


£•  gibt  io  den  Natnrwissenetchaften  wie  (m  Leben  der  Staa- 
ten ond  Volker  Begeben  Ii  eiten ,   die  in  ihrer  Geschichte  K})oche 
aiehen  und  bcj^oiidere  Absi  finittL'  <lrrs(  Iben  begrnnd^r).  I^iinge 
machen  -^ich  cleicb  bei  ihrpDi  rr>(eii  Lr^cheinen  geltend,  ähiiiicli 
der  guuiicbeti  Minerva,  die  mit  8chil(J  and  Speer  aus  dem  Haupt« 
ibffit  Vaters  gesprungen;  andere  treten  nie  ge^vrihnüehe  Menschen- 
Under  in  die  Welt,  welche  die  allgemeine  Aofmerksamkeit  erat 
^adorch  auf  «ich  ziehen»  dass  nie  fnibseitig  feroese  Talente  ent- 
^ickda  and  darek  flberwiegende  galsllga  Krifla  ia  daa  Gatriaba 
^  Welt  mielitig  eingreifen.  Ven  der  letsteraa  Art  Ist  dia  Eal^ 
^QDg  des  meckanlaehen  AequiTaleales  der  Wirme.  Dlsaas 
kl  twar  schon  Tor  mehr  als  34)  Jahren  nicht  gans  nnbekannt 
**aee,  wurde  ««tfar  einem  im  Jalne  1821  erschienenen,  von  Gar- 
tet ▼erfatusten  Werke  ztim  Grunde  gelegt  und  aN  S(üt/r  mehrerer 
Nichtigen  Folgerungen  beir  i(litet;  jedoch  »m»'  fM-st  lir.inkti»  Ansicht 
i>Wr  die  Natur  der  \Varnie  hemmte  seinen  weiteren  EinQuss  auf 

WiKsenschaft.   Elrat  im  Jahre  1842  hat  Dr.  Mayer  in  Hell- 
^mu  das  Gesetz,  das  es  ineolvlrt,  klar  and  haetlmmt  aosge- 
^pvvcben  and  der  Sacka  alnan  paeaenden  Nameo  gegeben.  Seit 
Zelt  wnrda  ea  beaendera  von  daatsckaa  oad  aagilacksa 
^^ktfea  a€»rgcmro  gepflegt  and  inabeaaadara  ven  aratstaa  wla* 
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•eiiiicliaftlicb  nnd  gräudlich  bebandelt«  von  letsteren  «bcr  eipflri- 
mental  nachgawiosea  nnd  aaiae  ungeheure  Tragweite  erOrteft» 

Ich  will  es  nun  versuchen,  diesen  Gegenstand  zur  Feier  des 
hent{?en  Tages  in  fa»>licher  Weise  nnd  mit  sfirM  n  vielfaclien 
Heüi^'liuncjen .  so  neit  als  es  di  '  Kurze  der  mir  /usremeÄScnen 
Zeit  gestattet,  daraeuMtellen.  Er  gebärt  der  strengen  WiBsenachait 
an  und  ISaat  aicb  nnr  mit  Widerstreben  der  matbematiacben  F<mv 
entkleiden ;  sugleicb  alebt  er  mit  anderen«  nicht  im  gemeinen  Leben 
wurzelnden  Be^iebangen  In  Verbmdnng,  und  ich  thelle  bei  UMh 
nem  Unternehmen,  ihn  populär  au  machen^^daa  Leon  eioea  GM* 
iiera,  der  ea  unternimmt«  einen  achen  alemlieh  erwacbaenen  Binm 
au  wp8amen  und  genOtbigt  i^t,  ihn  aanmt  dem  WoraelbaMen 
auezalieben,  aoroit  nicht  vermeiden  kann,  auch  anderen  mit  dem 
Lallen  verwachsenes  Gesträuch  zu  iihertraeer».  Dahei  können 
einige  Tfittkenheilen  nicht  vermieden  werden  und  irh  muss  schon 
im  ^  orhiiioin  diesfalls  llue  gjilticje  Nach^it  Ii!  in  Anspruch  oehmrii. 
Ich  will  mich,  um  datür  einigermaj^sen  zu  entschädigen,  beson- 
ders der  Deutlichkeit  und  Klarheit  hefleiaaen  und  versiebte  gerne 
auf  jede  Elegans  de«»  Vortrages,  OberzeugC  von  der  Richtigkeit 
einen  Auaapniche«  dea  berflbmten  Chemikers  Humphry  Davy'a« 
daaa  hei  derlei  EiSrterungen  Uletaphern  den  Kornblumen  gleichei» 
die  wohl  recht  achcin  Rir  daa  Auge  aind,  aber  oft  dem  Getreide 
achaden. 

Die  Naturkraftc  äussern  ihre  Thatigkeit  bekanntlich  auf  zwei« 
fache  Weise  und  zuar  entweder  dadurch,  dast^  sie  Bewegung  her« 
vorbringen,  oder  dadurch,  dass  sie  einer  andern  Kraft  das  Gleich- 
gewicht halten.    Im  zweiten  Falle  wird  ihr  Streben,  He%%'egung' 
hervorzubringen,  durch  eine  andere  KraIV  aufgehoben.   Im  leUte*' 
ren  Zuatande  nennt  man  eine  Kraft  Spannkraft,  im  erateren. 
Bewegungskraft  oder  auch  Arbeitskraft« 

Die  wichtigste  Arbeitskraft  ist  die  Schwerkraft,  in  so  ferotf 
nie  den  Fall  der  Korper  zur  Folge  hat.  Da  uns  daa  Wesen  der^ 
NaturkrMfte  gänzlich  unbekannt  ist,  ao  mfiaaen  wir  uns  hei  ibrcf" 
Vergleichnng  dantit  begnügen,  ihre  Grlisae  nach  jenen  Wirkun- 
gen zu  achätaen,  vim  denen  wir  anzunehmen  berechtigt  sind»  dasa* 
sie  den  Kräfte»  proportional  seien«  Da  wir  ^un  unter  allen  Üim 
W^irkungen  der  ScM^ere  am  genaueaten  kenniMi,  so  vergleichei^ 
%vir  diese  mit  den  Wirkungen  anderer  Kräfte  und  schiiessen  darau*= 
aul  das  1,1  MvHsejiverliiiltniss  der  Ki;ilt<'  seihst.  In  ßeziis:  aul  Arheiti— 
kräfte  \vissen  wir,  da^s  ihre  Wirkunir.  die  Arheit,  so  inaiiiii^lül-' 
tiZ  <^ie  sein  mag,  immer  als  äquivalent  mit  dem  liehen  einer  Las^ 
ani;eseheu  und  sonach  ausgedruckt  werden  kaiHt  durch  ein  Gewacht 
welchen  auf  eine  beatimmte  Hübet  oder  durch  eine  Hohe,  aoff 
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«tkfct  «in  iMstiniiiitw  ISewteht  fpeftobM  WM.  Em  fniM  darm 

(fie  Arbeitsfi^ruMie  und  dadurch  mittelbar  auch  die  Arbeitskraft  in 
\*mAn€ifi  ans  dem  gehobenen  iJffwichte  in  tii*-  llijUhobe  eineu 
{TKistT»  TiiHiuri sehen  Ausdruck.     Wird  das  Gewicht  in  Pfumfen, 
die  Uubhiihe  in  Fussiiiass  ausgedrifckt ,  «ro  stritt  das  Produet  bei- 
iicr  Zahlen  Fiisapfunde  vor.    Wenn  man  daher  «agt :  Üie  Arbeit«- 
pSise  eines  Menachen  sei  80  Fucispfunde,  t>o  beisst  dieses: 
ilik§  hthm  80  Pfwad  aioeo  Fu«is  hoch.    Es  wäm  dasselbe,  wenn 
fMgt  wfird«»      werdeo  40  Ffund  2  Fass  hoch«  od«r  20  Pf«B4 
4  Fm  hoch  etc.  gehobon,  weil  das  Prodact  jsiler  dieMr  swei 
UIm  danselbe»  vimlich  =:M>  ist.    Üie  Arbeit»  durch  welche 
1  PTaed  I  Fuss  boeb  gebobee  wird,  Mt  demnach  die  Eieh^t  der 
Arbeit  oder  das  Mass,   mit  dem  luan  Arbeiten  misst,  gleichwie 
R]<aii  [iiit  <ifi  Klafter  Landen,  mit  doni  IMuade  üeivicbte  und  n^it 
der  Nctjundtj  Zeiten  zu  fin*s8on  pflesit.    Die  Arhritskraft ,    ^Ar  h  lie 
die  Arbeit  =1   verrirhtet,  ist  darum  zugleich  lilr   I  iiiln  ii  der 
A  rh(^!fKkrSfte,  und  die  im  vorigen  Beispiele  angeführte  Zahl  voo 
b||  Fesspfenden  bedeutet  sonach  80  Arbeitseinheiten* 

Wenn  eine  Arbeitskraft  wirksam  u  ird ,  d.  h.  n  enn  sie  nirklirb 

•Avbeit  verrichtet  ui)d  ein  (ienicht  hebt,  so  uird  ein  dieser  Arbeil 
^latsprecfi*  lidn  I  heil  der  Kralt  ver!;i.jiii  ht ,  (  ^  liuilet  sich  aber  im 
S^obeneit  Ge^vichte  wieder.  ilfMiii  ill*  -e.N  hat  ja  dann  die  kraft, 
'durch  seinen  Fall  die^seilie  Arbeit,  uenn  auch  in  entgegengesetz- 
te? Richtung,  su  verricbten.  Der  kraftverhrauch  bei  der  Arbeit 
l»«eteht  daher  nicht  in  einer  X'ernichtong  der  Arbeitskraft»  eeiiders 
in  deren  Ueberlraguog  auf  die  bewegte  Maeee. 

So  lange  demnach  die  Arheitskralte  diese  VVirkunijsform  bei* 
alten,  d.  h.  so  lanire  sie  Arbeitj^krüfte  bleiben,  wird  auch  ibre 
^liboietische  iSumme  iitn  eramlert  erhalten. 

Allein  die  Arbeitskräfte  bleiben  nicht  immer  in  dieaer  Wir* 
^ipnafemi  t  nondern  gehen  in  andere  Formen  Ober.   Ee  Ist  flim« 
tld  bekannt,  dass  mechanische  Krüfte  hSulig  WSrnie  herrorbringeir.' 
Htlachnhe,  Bohrer,  Silgen  erhitivn  eich  beim  («ebrattcbe,  ein- 
'^ück  F/isen  kann  durch  blosses  HSmmern  auf  ehiem  Ambosn 
glöbcnd  gemacht  «erden.    Man  weiss,  dnss  sich  die  Wilden  in 
den  anit  r  ik  i[n-(  hl  II  N^aldern  durch   Reiben   /\^eier  Stiirke  ffol« 
**»r  einander  t  euer  niarheri.   ja  es  ij#t  nicht  hii»ue  her,  so  iiaiieri 
tack  die  europäischen  Zahmen  das  »ngenannte  Feuerschlagen  als 
<^iaei  4er  becpiemsten  Mittel  angesehen»  Schwamm  oder  Zunder 
«»latanden.   Üie  alten  («ewehrschlrisser  mit  ^ein  und  Hahn  «waren 
bequemere  Vorrichtungen,  mn  diesen  Act  au  «ollaiehen.  Man 
sogar  in  wasserreichen  und  holxarmeii  liegenden  die  Rew<e" 
Mittel  engewendet.  grAesere  Wirmemenge  herreniibringe% 
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Fnaknkk  «iMo  Apparmt  coMMrt»  nülcbt  wd«kM  teck 
Im  Drdimi  «Ihm  bitseiMB  Kefob  in  «Imt  im  Wmmt  «mt- 
Nm«  pMtwde«  BI«tollliOl«e  WaMenlampf  toh  2i  Atmatpilnt 
OimIe  nit  der  Kmft  «Ines  Pferdes  eneugt  wird. 

Bei  allen  diesen  Vori^ängcn  wird  nun  Arbeit  verbraucht 
und  daflir  Wärme  erzeugt.  Durch  Verbrauch  von  Wfirme  ktoo 
aller  umgekehrt  wieder  Arbeit  hervorgebracht  werden.  Die* 
ses  geschieht  unter  anderm  bei  der  Daropfmaschitie*  Da  ist  es 
•iniicb  eigentlich  die  Wirme  der  glAfaenden  Kohieo  unter  dein 
Kessel,  die  den  Kolben  der  Maacbine  in  Bewegung  setzt,  das 
Werner  aber  and  der  Dampf  abd  nnr^die  materiellen  Mittel»  doidi 
«retcba  die  WSrme  anm  Kelben  gelangt 

Bei  dieser  Umwandlung  der  Arbeit  in  Warme,  und  umgekehrt 
der  Wärme  in  Arbeit,  dringt  sich  von  selbbt  die  Frage  auf,  ob 
dem  Verbrauche  eines  ^e^pbencn  Arheitsquantums  die  Eri^eugung 
einer  numerisch  bestininiten  Wärmemenge  und  umgekehrt  ent- 
apreche,  und  in  weichem  \  erhältni8«ie  diese  beiden  Mengen  zu 
Leander  stehen«  Um  diese  Frage  beaotworteo  zu  können,  idum 
man  Wärmemengen  wie  andere  Grfiasen  an  messen  im  Stande 
•ein.  Um  dieaea  möglich  zu  machen,  ist  man  ulierelngekoameii^ 
die  Wärmemengen  durch  die  Anzahl  Pfunde  Weener  von  der 
Temperatur  den  filepnnktee  (O^C.)  auszudrucken,  wekhe  ducb 
ille  nro  l^C«  emümit  werden.  Die  Einheit  der  WSrmemeogeav 
der  Wirmemaaaatab,  iat  aonacb  jenen  Wtoneqnantnm «  welcbcf 
I  Pfd.  Weener  von  0^  anf  1**  C.  au  bringen  vermag*  Dieaee  vo^ 
enegeeetit»  lautet  die  Antwort  anf  die  verber  erwibato  iVage 
liilgendermeeaon:  Dnrcb  Verbraueb  einee  beatlmmten 
Wirmeqnantnma  wird  aveb  eine  beattmmte  Arbeitt* 
grdase  erxeugt  und  ea  entapreebeo  naeb  den  ErgebnissM 
aahlreicher,  mit  alltMi  Vorsichten  angestellter  Versuche,  bei  denen 
tbeils  Arlielt  in  Warme,  theils  Wärme  in  Arbeit  umt^e^etzt  ifurde 
und  wo  man  es  mit  Wärme  von  dem  manni^rnlti;c;.«ten  Ursprünge 
zu  thun  hatte,  dem  Ve»- brauche  einer  W  är  meein  l»eit  l-itJ/ 
Arbeitseinheiten  und  umgekehrt,  f  iiebci  sind  üsterreiduidi« 
Maaee  und  Gewichte  zu  Grunde  gelegt 

In  die  Spracbe  den  gemeinen  Lebene  ttberaetat»  beiaet  dit* 
eea:  Die  Wirme»  welche  t  Pfand  Weener  von  €^  um  erwtal» 
M»t  dieeelbe  mecbanlacbe  Krall  ane,  wie  efn'Gewicbt  von  U07PM» 
den  I  Fnea  lioeh  bembfbflt. 

Die  Zahl  1367  druckt  nun  das  mechanische  Aequivaleot  der 

I 

Wicme  nna;  man  Mwle  ebenen  die  Zahl         dna  tbiwnWt 
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AnriidiiBl  der  AffMt  MMn.  Hitte  mb  den  MeMelA  ttr  die 
AMI  1367  Mal  grOeMr  eogeeominen,  so  wflrde  einer  WifBW- 
dMt  eneb  eine  Arbeitseinheit  äquivalent  sein. 

Die  Umeetteng  der  Wärme  in  Arbeit  und  umgekehrt  erfolgt 
Ml  nach  T.aune  oder  Zufall,  soodem  naeb  bestimmten  Regeln, 
«■lebe  die  Bedingungen  nnadtflcken,  unter  welchen  der  Wecbnel 
flMt  bat  En  bann  nialleb  WKrme  nur  in  ee  ferne  In  Arbelt 
fgeielat  irerden*  nie  nie  einem  Körper  zvgeflllirt  wird*  Dtenea 
fHwblebt  nber  bei  geleiteter  Wirme  nur  in  der  RIehtnng  fem 
ntaeren  KCrper  zum  kälteren  und  nur  in  so  ferne  als  Tempera- 
IV' Differenzen  bestehen.  Die  ziij^eföhrte  Warme  zerfällt  aber 
f^ahei  in  ivrei  Tbeile.  Einer  ilavou  ciient  zur  I  rlinhunff  der  Tem- 
ptratur  bei  constantem  Volumen,  der  aniiere  aber  verrichtet  Ar* 
keit,  todem  er  z.  B.  eine  La«t  vor  sich  bitmebiebt.  Wo  es  eine 
■eiebe  nicht  gibt,  da  findet  auch  kein  Kräftewechsel  Statt.  Hieraaa 
iiUift  ee  sich,  warum  eine  Luftmassc  erkaltet,  n-enn  sie  siek 
■■•lebnt  und  dabei  einen  Umck  überwindet*  während  ibre  Ten- 
pindur  unverändert  bleibt»  wenn  die  Auadebnung  ebne  Uebct- 
nlideng  einen  Wideratnndea  erfelgt,  wie  dienen  der  Fall  Int,  wenn 
rfiln  einen  leeren  Raum  überetrumt 

INeaer  Krliftewechsel  wird  viel  vorstelliger,  nenn  man  von 
im  nun  ge^vonnmen  St&ndpunkte  aua  in  eine  nähere  Untersu- 
chung Aber  da^  Wesen  der  Wärme  eingeht   Das  eben  erwfihnte 
Cceeti  de«  Kraftweebaela  Int  nämlich  unverelnbarlich  mit  der  An* 
nähme  eines  Wärroeetoffea  nie  einer  Suhatana»  die  durch  keinen 
Act  eneugl,  nicht  In  eine  nndere  umgewandelt  werden  kann  und 
Üe  dem  Quantum  nach  unveränderlich  nein  muan;  daaeelbe  deutet 
vielmehr  daraul  hin,  dass  die  geleitete  Wärme»  verschieden  von 
4er  gleich  dem  LiclUt;  auf  Aetherschn-ingun^en  beruhenden  j^trüh- 
lenden  Warme,  in  einer  vibrirenden  Bewegung  der  kleinsten  Kör- 
pcrtheile  h*«stehe,  %vie  dieses  schrin  läni^st  aus  der  ünerschöpf- 
fichkeii  der  liorperwärme,  die  sich  hei  lieibungsrersochen  kund* 
gegeben  bat,  und  insbesondere  aus  dem  Umstände  gefolgert  wurde, 
inen  swei  Eiaatiicke  Im  luftleeren  Räume  durch  bloeeee  Reiben 
mm  Scbmelaen  gebracht  werden  kSnnen,    Uieeer  Annicht  nncb 
Int  der  Unteracbied  awlacben  Arbeit  und  Wärme  behi  nnderer,  nie 
«wieeben  Bewegung  einer  Manae  und  Bewegung  ven  Meleenlen, 
und  die  Umsetsung  der  Arbeit  in  Wärme  besteht  hios  in  einer 
Itfittheilnnß  der  Bewegung  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik,  wo* 
Kri  Um^^  afu] Innsren  der  Masse obew^ung  in  Moiecuiarbewegung 
und  umgekehrt  eintreten. 

Wir  «eben  äbnllcbel^mwandlnngen  der  Bewegungen  ver  nnaeren 
AigMi  ver  eich  neben.  IHe  TOne  einer  VIellne  eder  elnee  CMein 
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Bümmpmrtntr:  Bm  wmhmtMm  MviMwUtHt  Ar  Wime 

rind  kvidUHiCHdi  das  RuiiMit  d€f  0ukiilu|[6sd0ii  Bowvipm^ 
Dm-  oder  MeislbaHefi;  wir  erzevgMi  aber  enlM  durdi  6M» 

eben  mit  einem  Bogen,  letztere  durch  Schladen  mit 
mitbin  durch  Massenbewegung.    Wenn  die  oscillireude  Bewegung 
der  Luit  beim  Kriali  einer  Kanone  unsere  FenstertafelD  zerscblügt» 
00  bat  fiie  Maääeabeweguug  bervorgobracbt. 

Arbeltakrilla  und  WSmia  md  bekaMitlUsh  nidit  di«  aiarigw 
Krilloy  welche  io  der  Natur  eine  grosse  Reils  spieles;  Licbtr 
BlektrldHit,  Blagnetlsnius  and  cbeniloebe  Krifle  stöben  ihnen  es 
Wichtigkeit  gar  nicht  nach.   Jedea  dieser  AgenHen  bringt  eiges- 

tbflmliche,  sein  Wesen  cbarakterisirende  Wirkungen  hervor,  und 
eben  diese  sind  es,  die  den  ISaturlür^clier  nütbigeQ,  die  Existenz 
so  vieler  Affentien  zu  supponiren;  allein  ausser  diesen  W  irkun^ea 
treten  bei  jtMler  der  genannten  iNatiirtliatigkeiten  auch  noch  aiiders 
ein,  die  eigentlich  nicht  zum  W  esen  (Uee?es,  sondern  eines  andern 
Agens  gebüren,  wie  z.  B.  Wärme  und  Liebt  bei  cbeniiscben  Pro* 
cessen,  bei  elektrischen  und  magnetischen  Vorgängen  etc.»  ckk* 
trische  Phänomene  bei  Wärme  und  Licht,  chemische  Zersctzungei 
«nd  Zusamaiensetznngen  bei  Licht  nnd  Elektridt&t  etc.  Mach 
dem  jetzigf  n  Standpunkte  der  Natsrwissenscball  ddrlen  wir  dtrM 
aehelnbar  fremdartige  oder  secandtre  Wirkungen  nicht  mehr  al» 
solche  ansehen,  eoodern  mfissen  aie  als  Resultat  einer  nach  eine« 
heathnmten  Aequivalenten^Verhaltnlss  vor  sich  gebenden  Unn 
Setzung  einer  Naturkraft  in  eine  andere  betrachten.  Wir  wollea 
diesem  Gej^cnstande  eine  kurze  Beteachtung  widmen: 

Licht  und  strahlende  ^^rme  sind  von  gleicher  Natur»  h^<s 
Hegen  Aethersebwingangen  cum  Grunde.  Llchtechwfngingen  hrhi- 
gen  Wirme  hervor»  ineoreme  nie  Kraft  an  KQrperfheHe  llhertrageo. 
Dieses  k9nnen  auch  nolcbe,  welche  die  Aogenflflssigkeiten  nicht 
au  durchdringen  vermögen  und  darum  nicht  als  Licht  empfonden 
werden.  Statische  Elektricität  kennen  wir  mir  als  Arbeit*;kraft, 
denn  sie  gibt  sich  nur  durch  Bewegung  kund,  die  sie  an  ihren 
Trägem  durch  AnziehimL^  und  Abstossung  hervorl)rir>??t.  Strrtmende 
Elektricität  besitzt  ar!)eift  ndc  Kraft,  erzeugt  Wärme  und  chemische 
Zersetzung.  Vermöge  ihrer  Arbeitskraft  wird  sie  im  Stromleiter 
fortgefUhrt,  jedoch  durch  den  Widerstand  verbraucht,  den  sie  Ii 
diesem  Leiter  findet,  und  dadurch  in  Wärme  orogesetzt.  Im  Strom- 
leHer  tritt  in  dem  Maasse  Wirme  auf,  als  die  i^ektrieltSt  daselbst 
Widentend  erfkiirt;  denn  es  ist  die  dabei  eraengte  Wlrmemenge 
hel  ^hifgeos  glelciwn  Veihlltnissen  dm  LsUanguwIderstnode  pro» 
pertlonirt  Was  sie  nur  chemlsdien  Zersetaong  und  anr  BsivS>' 
gong  einer  Masciiins  an  Arheitslu'aft  henSthigt,  wlsd  aus  de« 
Wärmemrathe,  nach  dem  Aequivalente  der  Wärme, euineiuiuen. 
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Mai  deake  «leb  iImI  Eisktromotoren  foo  gleicher  Slirke,  «.B. 
M  gdfiatoeb«  Baitorieii;  dto  «Im  wA  dnreh  einao L^ltongadtatii 
mrlhMiip»  In  dUi  Kette  der  iwelteii  eei  eine  elekireieagnetieche 
IhMÜM»  8.  B.  tili  Beflow*eehee  Rad  eiogeecUtet  and  In  die 
Eille  der  dritten  ei»  Waeeeneieetmegsapparat  Dnrch  Aeade- 
niD|;  der  Län(;e  des  Schliessurif^sdratKeii  des  ersten  Elektromotor» 

durch  Aludiücation  der  Ges(  !n^  iiiiii^keit  des  fiarlnw  stht^u 
Ra«if»s  mittelst  eines  !VIaffnetf>>  kann  uiati  es  leicht  ilahui  hriügeti, 

der  Strom  in  allen  dreien  von  lieröetbeii  »Stari^e  Üa  wird 

iin  iiii  8chlie>ii»un£;t>drathe  der  erittereu,  wo  der  8tronj  keine  ehe- 
■iiche  Wirkmig  liervonubriogeii  und  keine  lUaecbioe  sa  bewegea 

die  grGeste  Würmenienge  eneogt;  im  iwelteo»  we  cbemieebe 
AMt  ae  «'errichten  iet»  M  die  getrooneoe  Wärniemeage  gerade 
m  ie  Tiet  geringer,  ala  nian  vrieder  erblltj  wenn  maa  die  durch 
ImetinDg  de»  Waaeera  erhaltenen  Gase  verbrennt  und  ale  da- 
lacb  wieder  tu  Waaaer  vereinigt;  eine  tthnllche  Verminderung 
Iw  Wfirnie  wird  man  am  Schliessungsdrathe  des  dritten  Elelrtre- 
■«tors  hi^merken,  feie  beUai^t  al»er  gerade  so  viel,  als  nach  dem 
mprhrifi liehen  Acquivalente  der  Wärme  an  btnvegeridir  Kratf  filr 
die  fciiigeschaftete  Maschine  verwendet  werden  inuss.  Hier  titiilet 
also  Umsetzung  der  Elektricitat  in  Wärme,  dieser  in  Arheitskrafl 
«der  In  elektrolytische  Kraft  Statt  und  allenthalben  herracbt  dae 
fitteti  der  Aequivalente.  Die  stromende  Elektricit&t  in  einem 
Ipbiniachen  Elektremetor  acbeint  aelbst  auf  Kneten  der  WSrme 
birftigebracht  au  aein,  die  bei  der  Oxydation  dea  Zinken 
mtngt  wird;  denn  die  Stromatllrke  ist  bei  sonat  gleicben  Cm- 
4lilin  dem  Gewichte  dea  ezydirten  Zinkes  proportienirt  und  es 
tdtt  an  der  Stelle,  wo  die  Oxydation  vor  sich  geht,  nicht  die 
Wirme  auf,  welche  s>onst  diesen  cliemiüchen  Process  Legleitet. 
Ob  Aehnlichf''-  Ijn  der  Elektricitiif  andern  Ursprungs  vor  aicb 
l^lie,  mi  weder  erwiesen  noch  widerlegt« 

Dieee  Betrachtungen  föliren  den  Naturforscher  auf  einen  Stand- 
pvktt  ven  dem  ans  ihm  die  fiiektrieitiit  wie  ein  gana  anderen 
Werna  erachelnen  mnsa«  ala  dieses  bisher  der  Fall  war.  Sie  iat 
M  wenig  feuriger  Natur  ala  der  Hammer,  dnrcb  dessen  8chllge  ein 
flÜck  Eisen  glflhend  wird,  wiewohl  sie  unseren  Sinnen  fa^t  immer 
■■r  in  dieser  Begleitung  erscheint;  der  I3litz  fahrt  nur  darum  als 
^•echtf  iidt-r  Strahl  vom  llnniin  I,  weil  ein  grosser  Theil  »einer  Ar- 
^itMkr«iU  dyich  den  LeitunLi^vMilf'rsKiml  fler  Luft  in  Wärme  um« 
?^e(zt  wird ;  er  zündet  daher  nur  solche  Gegenstände  an,  die 
"^'^h  »einem  schnellen  Forts«  hrf^iteo  entgegeneetsen ,  und  lisst  jene 
"^^e^cliidigt,  die  ihn  nicht  aufzuhalten  snehsn.    Eben  darin 
ja  die  Wirkung  der  metnileneu  BlitaabMier.  Aueh  ihur  den 
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Ummn  Onmil  im  ElekiriciMt  geben  «ui  die  Teifcer  erOrCerlH 
Geettie  wtnigileiie  negiüve  AvbehllMtt.  Mao  fceaii  tttaBci  «kM 
nehr,  wie  Melier,  eine  epeeilleehe  elelrtriaehe  Melerie  wmMkmm\ 
denn  eine  eelclie  lett  de  Ibr  Qoeetam  keiner  Veriodenieg  w^tm^ 
liegen  Iremi,  mit  dem  Prindp  der  Umwandlang  der  ElektrIelClt  ii 
Wirme  und  Arbeitskraft  unverträglich.  Mit  der  elektritichen  Materie 
flllt  zugleich  die  magnetische,  da  die  Ansicht,  die  maenctUcbei 
Ensch  ein  11  nsren  n'ihren  von  eJektrischen  Stroiiieii  her,  mit  Recht 
immer  niittr  Hoden  (gewinnt.  8oniit  ist  das  Heich  der  Imponde- 
rmbiiien  in  der  Natarlehre  seinem  Ende  nahe  und  die  Zeit  vorüber, 
wo  unwägbare  StoiTe  als  eben  so  viele  wissenecfaafirtrche  Kobolde 
in  jedem  Zweige  der  NeterwIeeeneebafI  ibreo  imfaeimtteheii  8pah 
getrieben  beben. 

Auch  die  cheniiscben  Kräfte  folgen  den  Gesetzen  der  Um- 
seti^ng  der  Kräfte  nncb  bet»timmteo  Aequivalentenrefbältniseeo. 
En  ist  nänilicb  erwieeen»  dnee  bei  jeder  chemieeben  Vereinigung 
tireler  Steffe  nn  einem  etabllen  Prodnete  Wirme  entwickelt  wird 
nnd  swar  In  dereelben  Menge ,  die  Verbindung  mag  ecbnell  edm 
langsam»  auf  einmal  oder  eucceeelre  aue  ibren  BeatandtlieiiM 
gebildet  werden.  Bei  einigen  eolcben  Bildungen,  x.  B.  bei  dei 
Vereinigung  von  Sauerstoflf  und  Wasserstoflf  zu  Wasser,  ist  xu- 
gleich,  ^vi(>  si  ernaliiit  wofiiea,  tiperimeutell  uachgcwieseo, 
dass  dab  bei  der  Vereinigung  der  Stofff»  gewonnene  Wärmequau- 
tum  2:enau  dem  Aeqiiivalente  der  bei  der  chemischen  Zerlegung 
dieser  Verbindung  verbrauchten  Arbeitskraft  entspreche.  Man  kann 
daher  anuebmen,  dass  die  durch  eine  chemiscbe  Wirkung  erzeugte 
Wärmemenge  ein  Mass  für  die  bei  dem  Proros'^e  in  Wirksamkeil 
getretene  cberoiscbe  Krall  ist.  Unter  eolcben  Umetfinden  kann  dit 
Behauptung,  daes  durcb  cbemiecbe  Kräfte  Arbelt  erzeugt  werden 
nicbt  befremden.  Doch  kennen  wir  keinen  bestimmt  naehgewle- 
eenen  Fall,  durch  u-elcben  unwidersprecblicb  dargetban  wäre,  daes 
aus  chemischen  Kräften  unmittelbar  Arbeitskraft  hervorgehe.  In 
allen  bisher  zur  ^enum'nden  KLtibeit  gediehenen  \  orkomninisseo 
erlolut  die  rmsetzuni?  fler  chemischen  Kräfte  in  Arhei^»^^rart  ent- 
weder mittelst  der  Wäriiio  oder  der  Flektriritfit.  Kiii  Beispiel 
des  ersteren  Vorganges  liefern  die  Dampf-  und  LuCtmaitchineni 
einen  Beleg  für  letzteren  die  elektro  •  magnetiecben  Bewegunge- 
apparate. 

Der  Vorcanc  bei  der  ü.'irniifinascfiiiH'  nml  diesem  analoe  aurh 
bei  der  I>iittinascliifie  ist  sihoii  Irülier  beri'ilirt  worden.  Jeder 
Gran  Kobie,  der  unter  dem  Kessel  der  Maschine  voUkoromeo 
verbrennt)  rrefcrt  in  Folge  des  chemischen  Proresses  der  Ver* 
brennung  O'dOH  Wärmeeinheiten  oder  1241  Fueepfund  Arbelt,  wenn 


Digitized  by  LiüOgle 


ilk  Wirme  w  EffBeogong  von  Daapf  oder  lor  ErkOheiig  der 
9§mtkM9itt  der  Luft  venreodet  ond  voiletlodfg  in  Arbeit 
hM  wM»  b  dem  Meeee  eie  dieee  Vereimetumgep  nidit  eis- 
iNfM,  Meibt  mcb  der  Bffee«  der  Meeebiee  Unter  dieeer  Grtae 

miek.   Im  Allgemeineii  geschieht  dieses  in  desto  höherem  M«s«e, 

ft  ireoiger  die  Temperatur  den  (.  audcMsuioi^  von  der  de^  Kessele 
»liweicbt  Der  wirkliche  Effect  betrlii^t  oft  kMnm  iU  pCt  des  nacb 
4u  frühem  VoreiweUuDg  berecboeleo. 

■ine  nndere  Verriebtunf »  welehe  nnf  der  nnn  ebevlnebenKiif- 
Im  tfittpringendetty  dnreb  Wirme  vermittelten  Arbeitekvnft  bernbfc 
M  die  Scbleeegewebr.    Bei  jedem  Sebneee  eoll  die  Wlrme^ 

w«kh«  ans  der  Vereioigun^  der  Kohle  mit  Sauerstoff  zu.  Kohlen- 
■iure  und  des  Kali  au>  dem  Salpeter  mit  Schwefel  zu  Schwe- 
felkalium  entsteht»  vermiiulert  uni  die  \  «  i  ( iinL:\msr«%värme  dee 
tStifkstr)äfee  und  des  Kaliums  mit  Sauerstoil,  ToiUtändig  in  Ar* 
btittkraft  umgesetzt  werden  Ein  Gran  Scbiesspulver  sollte  ao- 
tieh  bebn  Abbrennen  0*291  Wärmeeinheiten  oder  398  Fu##p(iind 
AMt  Kefern.  Allein  nicht  alle  Wirme  wird  in  Arbeitskraft  nm* 
matitt  wie  neben  die  Erbitinng  den  Gewebtlnufen  emeben  lient» 
Mi  nIdit  die  gnnie  Arbeitnkrnft  wird  mm  Forttreiben  der  Kngal 
«mtndet»  indem  ein  Tbeii  davon  den  Knall  enengt,  der  den 
Urne  begleitet. 

Wird  eine  eiektro- magnetische  Maschinf?,  z.B.  ein  Barlo« - 
9€he»  Rad,  in  üevregung  gesetzt,  so  gebt  in  der  Regel  die  bewe« 
gen  de  Kraft  ursprünglicb  von  der  Oxydation  des  Zinken  einer 
fnivtoiseben  Batterie  aon»  und  awar  In       Art,  dass  zuerst  die 
V^ibiadnngHwirme  den  Snaeretoffee  mit  Zink  aia  elektriecber  Strom 
MMlt,  der  In  Felge  dee  Im  Stromleiter  berreebendeo  Leitnngn» 
*<d|gretindee  wieder  In  W^irme  nnd  dann  in  Arbeitnkrall  nmgeeelit 
^ifd»  Je  mebr  Kraft  die  Maeebine  sn  Ibrer  Bewegung  In  An* 
*pTuch  nimmt,  desto  weniger  Wirme  bleibt  ubri^.    Es  ist  Mchon 
Ir^hcf  gezeigt  worden,  dass  dieser  Abfall  an  Wariüe  gerade  »o 
sei »  a  Is  dem  mechauischeri  Aequivalente  der  venvendeten 
^  l)rlt  i^oiuäss  ist.    Die  WHrmemenge ,  wolrhe  aus  der  Oicydatton 
^  <Mi  <  ui'Mii  Gran  Zink  einer  DanielTscben  Hattert«  hervorgebt 
Süd  vom  elektriscben  Strom  In  den  Leitungedratb  dberfiBhrt  wird» 
^«trigt,  wenn  keine  mecbaniache  Arbelt  nn  verrichten  lat,  O  l  57 
^^irmeelnbelten,  und  diese  entspricht,  gana  In  Arbelt  nmgeaetat, 
^ItiM  Leintnng  von  214|  Fonnpfnnd«  Dn  nneb  bier  nnr  ein  Tbeii 
^  Wime  in  Arbeltekmft  wird,  no  mnnn  in  demnelben  VeiM^ 
daa  Bfgebniee  flir  die  Maeebine  geringer  nnalbllen. 

Wir  wiaaeo  wohl,  dass  jene  bewuaderuogawfirdigen  Mascbi- 
^»  die  wir  lebende  Kirper  nennen»  nnn  cbemiecben  Kiiftnn  Ibre 
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AfMtobmIl  msMlpffni.  Ob  sber  WlriM  inler  Etebfiidllt  die  Ter- 

niHtler  seien,  oder  ob  die  chemischen  Processe  uomittelbar  ans 
sich  Arbeitskraft  h^T^ orbringen,  hat  bisher  noch  nicht  ln*s  Klare 
gebracht  werden  k<Mtnen.  Vor  der  Hand  wird  die  Vermiitinn^^ 
eines  elektriKrhen  iStronKs  für  dns  Wafirschetnfichere  eehalten. 
Dass  bei  dieser  ünentscbledenbeit  der  iSache  Berechnungen  Ober 
den  mechanischen  Effect  dieser  organischen  Tnebu-erke  anr  md 
sehr  unsicherer  Grundlage  bernfaen,  ist  für  sich  klar.  Dessnnge- 
«cbfttt  aber  witerllegt  es  keinem  Zweifel»  deas  der  tbieiieche 
Oifaalsmiia,  abgeseben-Tea  den  saMieiclien  Zweeken  al|iener 
Art»  die  an  realbiiren  er  bestimnit  iat»  sehen  in  bleeeer  Rflefcaicltf 
auf  die  Okeaemische  Yerirendnng  von  Arbeitskraft  eine  Maaehine 
ena  viel  grosserer  VoUkoromenheit  sei ,  als  bis  jetzt  die  inenscb- 
licbe  £rfiiiduiige»kiait  £u  liefern  im  ^>taude  war. 

Den  chemiscben  Krifteo  ist  sowohl  in  der  WeKOkonomie  aia 
Im  Hansbalte  der  Menschen  eine  aebr  bedeutende  Rolfe  angewie- 
sen. Sie  sind  wirksam  beim  Keimen  und  Waebsen  der  Pflanzen» 

bei  der  Ausbildung  und  beim  Reifen  der  Früchte,  die  Leiber  der 
Thierc  «erden  durch  itolcbe  KrSfte  forti^ebildet,  ihre  Kraft  nächst 
and  8(  lin  iitdi't  litil  diesen.  Die  [\lacht  eines  Staates  beruht  gros- 
sen 7  fioils  auf  der  Men?**  und  Stärke  der  chemisrhen  KrSfte, 
Über  die  er  zu  di^poniren  bat,  und  die  materielle  Macht  ÜD  Kriege 
ist  die»  welche  die  chemlaehc  Kraft  des  Scbleeepulvera  und  der 
Nabmngsmittel  fflr  Mann  and  Pferd  liefert 

Die  (lesetzc,   zu   (icioii  Keuntniss  nirm    zumeist   durch  den 
Iviiil h  tiv\f?clii»tl  nach  be^timniten  Ae(|uivalen(en  gelanc;t  int,  lassen 
uns  die  Natur  aU  eirien  u  dl) l_:pordnptpn  Haushalt  nait  t  ln* t  sretre- 
benen  Suniuie  von  un/erstilrbaren  Krallen  erkennen,  von  Krälten, 
die  in  verschiedenen  Formen  ihre  Wirksamkeit  äussern  und  von 
denen  eine  ihre  Macht  von  der  andern  borgt.   Wenn  beim  Wecb« 
ael  der  Kräfte  von  einer  etwas  verloren  zu  geben  scheint»  ao 
kUniien  wir  daa  Aequivalent  des  AbgSngigen  sicher  In  einer  andere 
Form  zu  finden  hoffen.    Stessen  zwei  KSrper  zusammen  j  und 
acbeint  nacb  dem  Stesse  eine  geringere  Summe  von  ArbeltskrSften 
vorhanden  zu  sein ,  als  vor  demselben ;   so  ist  ein  Tbeil  der  Be- 
wegunj;  (huii  verwendet  worden,  den  8toss  hörbar  zu  machen» 
die  Koipertbeile  einarwln  lilciljend  näher  za  bringen  oder  AVürnie 
au  erze?iir'*n.    Wenn  die  Zugthiere  an  unseren  Fuhrwprken,  die 
Locomolive  an  den  Ei&enbahnzfigen  ungeachtet  ihrer  steten  Wirk- 
aamkeit  doch  nicbt  eine  stets  wachsende  Geschwindigkeit  der 
Last  hervorbringen»  ao  findet  sich  das,  waa  an  fortschreitender 
Bewegung  verloren  gegangen  Iat»  In  der  oft  nnr  zitternden  Bewe- 
gung der  Equipage»  In  dem  Gerilueche,  daa  der  Zug  vemteaebt. 


Digitized  by  LiüOgle 


9md  Mgim0  BsänUumfi  im  dem  NmiurwiMitnuämfUtL 


271 


nnd  sIs  WIrM  an  den  erkiliteii  Axen  md  £apr<>Tifn^m  wieder, 
iN|  Btib«D^  wmindert  ivrar  die  B«iv«goBfr  4«r  Mmi— »  über^ 
llgl  «ie  abtr  m  ihre  Molecnl«.  Davon  nach«»  aolbit  trapf  bm 
likp«  Mao  AmalMia,  and  jade«  Waaserrad,  Jadar  anf  atiiDi- 
Rn  Badaa  daUa  fiaaalnd«  Baek  Iii  in  ao  fama  dar  SICa  van  Dan 
Nliiiiig,  wenn  aacb  aar  einaa  klelntn  TMb  der  bawegeodaa 
Kreit  in  Wiirrne.  ,Der  Widerstand,  den  die  Bewe^^uiig  de«  Bin- 
tei  mi  thiorisuhuM  Kurper,  b^onders  beim  Uebergan^e  \\\  die 
kSwfiffen  Aiiat^toniosen  und  endlich  in  «iir  hin  hst  fein  vcr/weigten 
Vlaadernetxe ,  ^fahren  niusN«  beeintr.-irhii^t  wohl  liio  CiruuUtion, 
ban  aber  nicht  ermangelo»  etwa«  xur  Erböfavog  der  XeoiiMratar 
km  Kiqiafa  beisatraKan» 

So  lancre  eine  Üeueirune  im  lultlreren  Räume  vor  sich  ^eht» 
bkilit  (lici  i^üii/r  Arbeitskrait  aut  die  bewegte  Masse  iibertrageo, 
der  Eintritt  in  ein  widerstebendes  Mittel  bat  aber  alsobald  einen 
acbelnbareD  Verlnst  an  Arbeilakrafl  zur  Folge,  die  jedoch  iu  der 
frei  gewordenen  Wärme  den  entapracbandeu  Eraati  findet  Ein 
fraeeer  Wtderataad«  wie  er  bei  aebr  aehaeilen  Bewegnngea  ein- 
tritt« kaan  aelbal  eiae  Erhitiung  der  bewegten  liaaae  bin  aam 
GUhendwerdea  aar  Folge  haben.  Daa  Eigldhea  der  aaa  dem 
WeNiaani  in  die  ErdatnosphSre  elatretenden  Bleteonaaeaea  erklirt 
aicb  hieraua  genügend.   Der  Rechnung  gero&aa  reicht  achon  eine 
(ieschwtndi^keit  von  1000  F.  in  der  Secuiide  hiu,  um  tiiie  Tem- 
pt:fatnrr[ Ix  hüng  bis  XU  lÜOO^  C. ,   alc^o  bis  zum  starken  Glühen^ 
heivor/iihriri^en.     Ma*isen ,   die  wie  die  Sternschiin|t{>rn  irar  eine 
GeAcb^N  I Eiligkeit  von  18  —  .iOIHM)  Ki.  besitzen,   künneo  leicht  bis 
aum  ächmelien  erhitzt  und  in  uoaichtbare  Partikelchen  zerstiebt 
werdea.  Daher  mag  es  auch  kommen»  daas  Meteorateinfälle  oft 
von  trockenem  Meteoralanb  oder  gar  voa  einem  anagedehnten 
Faaarackein  wie  von  einer  glAhenden  Wolke  begleitet  aind.  Dia 
gffoaai  Hinligkeit  von  Sternachaappenftllen,  deren  an  gawiaaaa 
ZaitaB  aaeh  J.  Schmidt  13-15  hi  eiaer  Stunde  hinerhalh  dea 
Gaeichtakreiaea  eiaer  daaigen  Peraon  vorkommen »  würde  aogar 
die  Bekauptung  nicht  als  widersinnig  eracheioen  lassen,  dass  die 
(ialiei  eot%vickelte  Wärme  den  thermischen  Zustand  der  Atmo- 
apbäre  raerkiich  aliiciren  kann. 

Nach  dieaen  Betrachtungen  zeigen  alch  ans  die  aogeaeaaten 

Hinderolaae  der  Bewegung,  Rdbnng  und  Widerstand  dea  Mittele, 

Tfü  einer  andern  Seite,  als  man  sie  anzusehen  gewohnt  ist.  Sie 
verachten  keioe  Kraft,  xindero  setzen  sie  nur  in  einander  um. 
BeÄonders  werden  durch  ihren  Kinfluss  Uewenungskräfte  in  AN  irnir 
umgewiiudelt    Aber  ^erarli»  diti«»e  Wirkung  ist  für  das  Leben  in 

der  r^iatar  nicht  obue  groaee  Badontaag.   Die  WitaM  kaaa  aim* 
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lieb  nie  wieder  vollständig  zur  ArbeiUkraft  werden,  wie  dieses 
schon  früher  gezeigt  worden  ist.    Dazu  kommt  Tiocb ,  da.ss  auch 
die  cheinischeii  Kräfte  in  dem  Maasse,  als  «ie  Verbindungen  be< 
Werkstelligen,  die  Form  der  Wirme  annehmen,  die  vrieder  BW 
lum  Theiie  in  Arbeit«kraft  umgewandelt  werden  kann»  and  mhbÜ 
mfisste  der  Vorrath  en  Arbcitokraft  immer  geringeff  werde*  und 
der  QneU  des  Lebens  mOsete  nach  und  naebgyt  versiegen,  wenn 
eicht  TOD  mndeter  Mte  för  Abhilfe  geeergt  wire.   Oieee  aebafl 
die  Nfttnr  eelbeC  baiiplsäclilich  dadeicb,  erstens  daes  uns  von  der 
Seime  fortwährend  Strahlen  ingeseiidet  werdea»  welche  bewegeade 
Kraft  and  die  Bediegangen  des  Lebens  mit  sidi  fOiirent  nad  sisel- 
tens  durch  die  dem  ErdkOrper  uod  den  Plaaelen  vom  Aabeglna 
ber  eingepflansten  Bewegungen.    Versuche,  welche  schon  im 
Jahre  1838  von  Pooillet  in  Paris  angestellt  wurden,  lehren,  dass 
in  der  Voraussetzung  einer  gleichfuriiiigen  Vertheilung  des  Ein- 
flu^ises  der  Sonne  auf  die  t^anze  Erdoberfläche  in  einer  Minute 
einer  Fläche  von  1  Quadratceiitimeter  0  4408  Wärmeeinheiten  zu- 
strömen ,  wonach  auf  1  Wiener  Quadratzoll  in  1  Minute  5i  Wär- 
meeinheitcn  oder  an   Ärhrifskraft  75J8  Fusspiuiid   entfallen.  In 
einem  Jahre  belauft  sich  dieser  Zufluss  auf  2871804  Wärmeein- 
heiten oder  3926  Millionen  Einheiten  von  Arbeitskräften.   Er  wäre 
im  StandOp  eine  die  ganze  Erde  umballende  Eisrinde  von97|Fass 
Dicke  zu  schmelzen.  Man  kdnnte  mit  Sonhenstrablen  an  elaem 
heiteren  Sommertage  einen  Dampfkessel  heisen  und^  wenn  die 
der  erwXrmenden  Einwirkung  ausgesetzte  Kesselfläehe  gross  genug 
wSre,  die  Kraft  mehrerer  Pferdekrüfte  ersleleo.   Thomson  be> 
rechnet,  dass  ftlr  eine  Pferdekraft  eine  solche  FIftcbe  von  1800 
Qoadratfuss  erforderlich  wSre. 

Die  Sonne  bewirkt  nicht  blos  eine  Anhäufung  der  Wärme  anf 
der  Erde,  sondern  vermittelt  selbst  die  Umsetzung  derselben  in 
Arbeitskraft.  Indem  sie  die  Federkraft  der  Luft  stirkt,  eiseugl 
•ie  die  Laftbeiragvngeny  welche  unsere  Windmühlen  treiben,  die 
Segel  der  Scfalfe  sebweHen  and  schwimmende  Lasten  In  fanm 
Linder  tragen;  Indem' sie  den  Finthen  des  Meeren  Federkinft 
vericitht,  bewirkt  sie  Ihr  Emporsteigen  In  die  Regionen  der  Wel- 
ken, wo  sie  LnftstrSme  fassen  und  In  entfernte  Gegenden  der 
Erde  treiben,  damit  sie  daselbst  als  Regen  herabfallen,  die  Quel- 
len und  Flflsse  nähren  und  an  diesen  ein  reiches  IMagazin  von 
mechanischer  Kraft  eröffnen,  aus  welchen  der  Mensch  entnimmt, 
was  er  zur  Be^ejxunc;  von  Wasserrädern  und  zum  Fortschaifen 
von  Lasten  aus  höheren  Gegenden  in  tiefer  gelegene  henutbigt 

Endlich  Abrt  one  die  Senne  einen  reiefaea  Segen  ebemlschsr 

Kräfte  zu ,  denen  wir  das  Entstehen  der  für  nnsere  Zwecke  wieb- 
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Pradnete  Terdaoken.  Doreh  den  EIdIpmi  ihm  Strmbtoii 
■r*  i^iMD  PluMotlMile  wird  dia  Koiümttai«  liraetit,  der 
ImmMT  als  Gm  aosgesc^iedeD  and  der  Kohlenatoff  anseNin- 
■rfL  JNMar  Stoff  ist  mm  aeilMt  wieder  dieQueile  tod  Lieht  wd 
VIbm»  wie  die  Sonne,  nnd  logleich  der  niehfifete  Meter  fUr 
BgMchBcfae  Zwecke.  Nach  Lieb  ig  uachsen  in  einer  der  fmeht» 
taiereti  Gegenden  Dciit>chlandii  auf  <'inrr  Modi-nflai  lio  von  2500 
Qntifratrnetrr  <./il<'r  niclit  Ljan^  *»in<  iii  lialbeu  uAterr,  Joch  in  einem 
Jaiir,  wenn  es  U  aldl-otieii  ist  *2öü0  l*fund  hifttrorkenes  Brennholz, 
tenn  Wiesengrund  ist  2500  Ct.  Heu  und  wenn  es  Ackerland 
k  m\  Pf.  Koggen  und  17^  PI.  Stroh.  i>a«  besagte  Qiuuitaa 
IhsiiDstoff  enthält  lOf)?  VI,  da8  Heu  1018  Ff.,  der  Roggen  atld 
hM  Stroh  1044  Pf.  Kohlenstoff,  demnach  im  Durchsehnitte  aoe 
ihs  drei  Eneogniesen  1033  Pf.  oder  für  1  Ssterr.  QoadMhiaflet 
Ii  nmdcr  Zahl  i;  Pf.  Da  1  Pf.  Kehle  beim  Terhrennen  6280 
Ihmeabheiten  liefert,  ao  entfallen  filr  die  Kraft  eneageada 
Whhmi^  des  Sonnenlichtes  fSr  1  Osterr.  Qnadratklafler  dea  «dt 
Vegetation  bedeckten  Bodens  in  einem  Jahre  7845  W ärmeeiobei- 
(eil  «der  eine  Arbeitakraft  von  iOJ  Miiiiouen  Fusapiund. 

Ale  dieaa  vrfchtigeo  WIrkangea  dad  aber  aar  ela  hMsl 
Hdav  Tbril  des  geaammtea  Kraftaasllaaaea  der  Seaae.  deaa 

ima  bestrahlt  einen  kugelförmigen  Raum,  der  weit  Sb^r  die  Erde 
biiuuiireicbt,  nnd  in  welchem  der  Erdki»rj)er  mir  als  kleines 
Sternchen  erscheint  Die  erträrmende  Kr.Ut  der  Soünr.  die  fdn« 
»on  einem  Quadrat/oll  ihrer  Oberfläche  in  1  Mimitf*  au^^eht,  br- 
Uoftaieh  nach  FouiHet  auf  1^2257  Wärmeeinheiten,  ist  aiao 
IV  HB  VerbSltniss  von  10: '27  kleiner  ala  die  Erwirmang,  dia 
tbtBi  gleieliea  Stfick  der  ErdoliertlAche  in  elaem  gaaiea  Jahre 
«M  der  Senne  sa  Theii  wird« 

Nach  diesen  Ergebniii^sen  ist  die  Sonne  nicht  mehr  bloa  die 
tttnin  dea  Tages,  ihr  Strahl  nicht  blos  der  Herold  von  Millionen 
^fnosa  ud  ihrer  taaaeadj&hriiceo  Geschichte;  sie  hat  ihre  bolia 
imiauaang  eicht  schon  erreicht,  indem  aie  dem  Krystall  seiiiea 
Chia,  daai  Diamaat  aein  Feuer  Tefieibt,  daa  Grfin  der  Blitier 
iMI  aad  dea  bantea  Schmels  der  Blumen.  Mehst  Lieht  ^nd 
Vfaaa  aacb  Kraft  aussuspenden,  ist  ihre  grosse  Aufgabe^  Jede 
Udo,  die  wir  Yon  der  Erde  nach  irgend  einem  Punkte  der  Sonne 
dtdeo  können,  heieichnet  die  ^^tra^t»e .  aiii  welcher  Segen  zu  uns 
kpiiiiiit,  der  aul  der  Erde  ani^langt  in  Stoffen  eigener  Art  tlepo- 
j^iUviiril,  um  daraus  eritrHrnimen  uenien  tm  kthmeii,  wenn  eei  iut 

grosse  Welt- Oekononiie  oder  für  menschliche  Zwecke  nolh- 
^^nrjig  Ist  Aber  wird  denn  die  Sonne  stets  mit  deraelbea  Kraft 
*üsa  baaaea  and  wird  sie  immerfort  im  Staade  aeia«  aa  eraataaat 
thtll  XXX.  19 
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wim  Aircb  den  «Mw  W«diMl  d«r  KiilU  filt  dfo  UMlimt*** 
Leben«  wwid»em  gebt  oder  wlid  dmli  Iknm  Ifiiiueii  der  Jel^aüi 
nar  weiter  Meem^isefQekty  wo  das  groeee  Uhrwerk  In  BflUrtwi 
gerfttb »  well  dee  Oewleht,  darcb  dae  ea  Im  Gonge  orlMlten  wM,  ; 

abgelaufen  ist?  Nach  nlieerer  ge^enwSrtigen  Einsicht  durfte  woM  j 
letzteres  für  das  Wahrbcheiiilicbere  gelten,  da  alle  Mittel,  durch 
welche  der  8onne  fiir  Ihren  steten  Verlust  Ersatz  werden  soll, 
selbst  ais  der  Erschöpfung  unterliegend  angesehen  werden  rofissen. 

Eine,  jedodi  TeffhiltnleemSssig  nur  geringe  Uofersttftiong  b 
dem  GeschSfte,  der  Prde  Kraft  ansolldiren,  findet  die  Sonne  te 

dem  Kraftvorrathe,  welchen  der  Erdkörper  in  Folge  seiner  Axen-  i 
drehung  und  der  Btnvegung  des  Mondes  um  ihn  besitzt.  Diese 
Kraft  ist  reine  Arbeitskraft  und  ihre  Verrichtungen  bestehen  zo- 
näclist  »Ii  der  l  iiterhaltung  jener  Bewegung  dei$  Meeres ,  die  uoter 
dem  Namen  Ebbe  und  Fluth  bekannt  ist,  aus  der  aber  mehrfache 
grosee  ^trumungei^  im  Weltmeere  und  in  der  Atmosphäre^  henror- 
gehen,  die  oelhet  zu  menschlielieo  Zwecken  vielfach  angeweodet 
werden.  Sie  erscheint  klein  gegen  die  Macht  der  Sonne»  jedoch 
•ehr  bedeutend  gegen  das«  was  menachlicbe  Kräfte  zu  letetea 
^emi&geo»  Mein  In  ereterer  Beiiebeng»  dm  ein  nadi  Tb»meov 
ndr  ein  Aeqnlvaleot  bietet  flir  ebe  dreletQndIge  BeetioMn^g  im 
Erdd  durah  die  Sonne,  bedeutend  In  der  ietaleniv  well  ^  aael 
B^aeel  eine  Wanermenge  von  908  Knbikmelle«  In  6^  Stnadea 
fon  einem  Quadranten  der  Erde  tmn  andern  fiherlShrt»  eine  Mane, 
die  einen  grosseren  Raum  einnimmt,  als  2(V)  Millionen  Bauwerke, 
deren  jedes  der  grussten  der  eg^ptischen  Pyramiden  gleiebkäme 
ond  gewiss  200  Mal  grösser  ist  als  alles,  was  die  Kräfte  der 
Menschen  und  die  ihnen  zu  Gebote  sttdienden  Mittel  von  der  Sänd* 
fluth  an  bis  jetzt  beträchtlich  von  der  Stelle  gebracht  haben. 

Nimmt  man  die  KrSfle,  welche  wir  vom  irdischen  Standpunkt« 
ans  mit  menschlichem  Erkenntnis» vermögen  zu  erforscbeo  Ter- 
mochten,  als  allgemein  im  Weltall  herrschend  an;  so  erseheint 
die  Behauptung  gereebtferttgl,  dass  die  Auslagen  zur  Erhaltung 
der  proRscn  Welt-Oekonomie  in  dem  Ertrage  der  chemi^icheo 
KrSfle  der  Nahrungsmittel  und  Brennstoffe,  der  Gravitation  der 
Materie  und  der  natürlichen  Wärme  die  Bedecknng  finden.  Alle 
diese  Kräfte  eind  an  einem  einheitlichen  Gänsen  ▼etbnnden,  vad 
mcfaeinen  nur  als  verschiedene  VVirkungsfomea  einer  nnd  ^dw> 
eelbon  Potenn.  Wae  die  ]Natnrpblloeo|^ben  lange  geanebt  aber  ilaM 
gelnnden  beben,  bat  nna  dae  Prhiclp  den  Krlftewediaela 
^nlfalenteo  VerbÜtnlaaon  anfgedeckt  nnd  mia  dadareb  bi  dw 
Ben  der  Welten  and  In  den  Plan  der  Voreebnng  einen  BUek  an 
ihufi  gestattet,  wie  man  aelt  Newtoii*a  Zelten  keinen  su  tbn» 
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mm(ki0.   Et  ktain  iiielit  verfMtm,  <len  NaturM^iemMbilft«'»  M 

fWer  Ueziehun«^'  eirn*  neue  Gestalt  zu  gt^beii  uiiH  ifli»  fc.  Alünit  - 
üll  4er  \Vi«»&üii6clia^ten  wird  nicht  ermaogelii»  sti  ili««ter  k^toriu 
ii  Schirflnii  beizutragen. 


üekr  z^ei  besondere  Methodeu  der  Ausziehung  der 
Qiiinlwiindy  mU  beaanderer  fificinichl  mai  die  Vwr. 
dÄeoite  des  italienischen  Mathematikers  Pietro  An- 

■ 

ttai«  Cataldi,  wahracheinKch  des  eraten  Erfinders 

der  KeUenbrfiche. 


dem  Herauis^ebcr. 


h  seissr  Hietoire  de»  seieneeii  isatb^instliiaep  ea 

htlie,  T.  IV.  p.  87.  macht  Herr  Lihri  auf  einen  wenipr  hekann- 
^•ß  itälieiiiöchun  iMathem.itikor  auhiierksani ,  der  selbst  weder  re« 
Mtitiirlay  noch  %on  Cha^ilet«  in  ihren  bekannti^n  Werlm  f^r- 
*Ähnt  »irfl.  Dieser  Jtirch  »chari^iimiiie  Frfi:i(luiii»eii  ÄUi»g>vrich' 
Mann,  welcher  in  würdigster  Weiae  aacb  den  vielen  trefflicben 
iiiieBhKbeo  Mathenatikeni  aBeclOieeel,  welche  darah  die  hmapU 
^Meh  Ypu  Hinett  aasgegangeoe  weitere  Auahildung  der  Algebia. 

Namen  eine  ao  groase  Berabmtheit  auf  ewige  Seiten  g^i 
wiehert  beben t  ist  Pletre  Antonio  Cataldi,  acbon  im  Jahre 
Im  Pftifessor  wa  Flereni,  1572  Pmfeaaor  an  Perugia«  nnd  seit 
Mi  wabraehdalleh  ebne  Uaterlirecbang  drei  nad  viersig  Jhbre 
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ling.Mi'vi.MlBMiiiTwl««  ProfiMiMp  4er üaifersllll  n  Bbleg». 
üitof^mdiledintii  andere«  bemerkeneipeHliMi  ArMli»  dieM 

jedenfaü«  sefclr  ausgezeichneten  Mathematikers  macht  Libri  haapt- 
sSchlich  auf  zwei  von  demselben  angegebene  eigenthümliehe  Me- 
thoden der  Ausziehung  der  Quadratnurzel  aufnierksaray  über  die 
er  sirh  in  folgender  Weise  ausspricht:  „Son  Tratte  de  la  nia- 
niere  expeditive  de  trouver  la  racine  carree  des  nom- 
bres  renferme  deux  idc^cs  londamentales,  qui  auraient  dil  lut 
aaaorer  nne  place  distingu^e  dans  rbietoire  de«  math^matiqoes : 
ee  aont  Teroploi  des  suitess  ind^fiaiaa  poor  approcher  iodäGnimeot 
des  racinea  carrtfea,  a  l*aide  d'un  proc^dtf  aniforroe  qui  donne 
aacceasivemeDt  loaa  las  termea  de  la  a^rie,  et  l'emploi  dea  fractioB« 
coatinnea  qoe  Ton  attribue  commondmeDt  k  Brouneker,  II  «et 
?rai  que  lea  nmndrateura  dea  divefaea  fraetioaa  ne  aoot  pa«  toa- 
Jonra  l'aaitdy.fnala  cela  aaC  aana  iinportance:  Tidde  aal  la  mdoMt 
•t  l*on  ne  peut  refaaer  k  Cataldi  la  nidrite  de  cette  ddeooTerte« 
qui  a  joue  plus  tard  an  si  g^rand  rdle  dans  la  th^orie  des  nombres. 
U  faut  nieme  ajouter  qui>  dans  I  <;mploi  des  s^ries  ind^6nies,  il  a 
eu  soin  de  determiner  les  liniites  des  erreurs  et  les  restes  des 
ai^ries.  11  a  reconnu,  dans  certains  cas,  qu'en  prenaiit  successi- 
veinent  un  terriie  de  plus»  d.iiis  fa  serie,  on  avait  toiijours  alter« 
Sittvamaot  des  resullats  plus  graods  ou  ptua  petita  que  ia  ralear 
de^pndte^  Ca#  recherches  aoqt  fort  iatdrreaaantea»  \at  tan^  laa 
gdomMres  y  reconnaitront  lea  premiera  germea  dea  plus  r#äar- 
qtiHlAea  ddcOQvertea  analytiqoes.  On  reconnait  Ii  cerlaiaewnut 
reaiplol  daa  adriea  d^a  Taande  1613«  €*eat  k  dire  avant  mdoia  la 
aaiaaaaca  da  Wal  IIa »  qui  on  attribue  ordinairament  catte  ddeoo- 
wla.- 

Herr  Libri  hat  Cataldi's  zwei  Methoden  der  Ausziebnnfr 
der  Quadratwurzel  in  einer  Note  kurz  angegebe?».  ohne  alle  Er- 
läuterung der  Grflnde,  auf  drnfMi  dieselben  beruhen;  die  erste 
Jedoch»  wie  es  mir  scheint,  nicht  ganz  richtig,  wenigstens  oicfat 
allgemein  genug,  aad  die  zweite,  welche  den  Crebraucb  der  Ket- 
lenhrfiche  ia  Anspruch  nimmt,  nur  durch  ein  numerisches  ßeiapiol 
aaaebattlich  gemaebl  Da  ndt  baida  MetbtMien  sebr  bamarkaav* 
Warth  aabelaaa,  and  diaaalban  aiaige  BerOckaicbtigang  bai  dan 
«Mtbamatiaaban  Uatarricbta  wobl  vardianaa  dMlen,  ao  wü  idi 
flrtr  eriaaben»  bi-  dam  varliagandea  Aatetaa  aina  vollatändiga  Um 
radaelfa  Brlioto^Dg' dataelbait  ad  gabea»  In  dar'Waiaa,  wi«  ich 
•elbst  mir  wenigsteoa  Torotalia,  daaa  ibr  Erfinder  sie  gebraucht 
and  dargesteilt  hat. 

I. 

• '  Indem  ich  eio  fiir  alle  Mal  bemerke,  dass  alle  im  Folgenden 
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BadwIdMii  pMUhw  gMto  ZaUto  bvMlehM»  Ml 
fi|  dM  Miebig»  Grusse.  welche  grfiMer  als  Vi^  ist,  ee  daee 

Man  «eise; 

Gi«»  H^t— 2(?iQ  +  Ci>=ilf-|' 

Nllt 

Aui  äLiiiit;lie  Art  ütUe  luno  weiter: 


Wie  MB  aaf  dieee  Art  weiter  geben  kann,  let  klar.. 
Wean  alee 

^1  •»  eeUe  man: 

^J^aCi.  Ck-Ci»<ifti    ^S^^-ft.  «t-ft-fii» 

«.  w*; 
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6i*  =  /r+c«, 

WO  C  «raiter  lo  bMÜiMiM  M»  Uniaiilmt! 


*▼  T  » 

=  iV  +  Ci», 

=w  +  c,«. 

u.  s.  w. 

•  I 


Kn  ist  nich  dem  VorlMrgdhwideD: 


■ 

• 

aliio : 


^^3  = 


 ^  €«   


ond  weil  nun  mcb  dem  Obigen 
aUo 
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V 


6'i "  6.»    64=^   >  iv"  V  iir, 

^  ™  w  ^  w 

U.    8.  IT. 

SO  bt  nach  dem  Vorhergolieodeo : 

■ 

Jas  Geseti  deutlich  vor  Augen  liegt.  Quadrirt  omo,  »a  Im- 
d«l  man: 

a«       w.  u.  8.  w. 

Mmn  denke  «Ich  Jetxt  a  eo  bestiromt«  dass  ' 

hrt. 
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lUnfl  Mt  ofeabar 


4no  iit 


Wär«  otmlicb  6^  ^  a    1 ,  so  wäre 

(«-|-])S-ai  ^  (a+l)«-(«+l) 

•Im  if^  da  doch  nach  dem  Obigen  iV>  a*  +  a  ist 

WeoD  iV^ — a^==a«  2V=a*-Fa  ist,  so  kann  luui 

«i^44i+(a+I)-6i 

eetsen»  wo  offenbar  im  eratoo  Falle  b^a,  im  aweiten  Falla 

6|  =  a-|- 1.  also 

Ist 

Wenn  iV — <  a  ist«  so  setze  man 
dann  ist 

Wenn  iV— a*>a  ist,  ao  aetae  man 
dann  ist 
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W«n'  jV<.«*=a  Ist,  «o  m(m  m» 

i 

^i  =  «+2i  öder  ^i=«  +  ^-ä(i4T)' 

a 

dano  Ut  respective 
oder 

Hieraus  sieht  man,  dass  man  die  ViV  übcFSteigMde  Grüsso 
^  ianar  so  bestimmeu  kann,  da«« 

ist 

Osler  dieser  Veraneeelmg  iat 

C  =    1       C»  =  1 

■sd  folgheb  nach  dem  Ubigeo: 


•.I 
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* 

II«  «•  w.  a.  8.  w. 

Mit  Rffekniebt  maf  «*  «M  den  OMgen  iMkannteo  Gleichungeo 

mebt.  mfta  hierauf,  flass  die  Tnlitt4tt. der  im  iMugw  gegftbefeOB 
FomelD  Bv  be^clmeDden  Grüssen 

€?!,     G^,     G^,     64,  €rj,.,., 

cieli  der  VlV  inmwr  nehr  and  mehr  olhern,  je  weiter  man  W 
dieser  Reflie  forteebreitet,  and,  wenn^mi  nur  weit  genug  m  iUr- 

selben  fortschreitet,  der  VLnch  beliebig  nahe  gebracht  n<  rden 
k'-niien,  wobei  nach  dem  Obigen  die  iu  iiede  fitebeudeu  GriÄ^ea 
zugleich  immer  grösser  als  ViV  .sind. 

Im  AilgememeD  ist  nacli  dem  Obigen: 

f 

folglich 

Nun  ist  bekiootUch 

(1  xa***?-* 
m)  ' 
•  ■ 

MM 

TT       \mj  Vviv^  Km) 

Nach  dem  biDoraiscben  Lehrsalze»  dessea  Amveodung  hier  offen- 
bar veretattet  ist»  ist  aber : 
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,„i   1.3.5,7.9     /C*_»\"      1^5.7.9.11  /C»-i\"i 

sieb  niitteUt  einer  ^auz  ^iid.K  hen  Betracfitung  aut  der 
Steiie  ergUbt»  «Um  det  ftiiier,  wekbeo  mau  begeht,  vreon  mui 

Mtet«  jederselt  kleiner  al« 

■Im  Mck  «Um  OUgn  Jedmitt  Uehiar  ab 

1     /  1  \**"*-» 

«.  ,. 

Am  eiofachflten  berechnet  roao,  nachdem  Gi  mittelst  der  oben 
aogegebenen  Hegelo  bestmuat  wecdej^  i&t,  die  Gruaaea 

^a*   Qt*    ^4*    ^ft»  ^Af«*«* 
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284  Grmmerl:  VeUr  %mei  ä^Hßäärt 

* 

iV  N 

Um  eio  Beis|>iel  zu  gelten»  noUen  wir  A^  =  19  setzen.  M^elt 
io  diesem  Falle  a  =  i  und  Ybiglicb  A =:;19 -r  J&  aUo 
iV  — a  Ut,  80  muss  man  * 

(         iy==a«f»9 164-3,  te3; 
rolglich    .  ^ 

seties.  Rechnet  man  nun  nur  bis  aaf  sieben  Decimals teilen  ge- 
nau» and  geht  tUi^  t^ii^        so,  erb&lt.  mAo  (fi^fffdc^  9^t»i»U|g2 

C?,  =4.875()0(X>  '  •  .  • 

iGi=:2,1876€00 

^;2C?,=  2,171^86 

>  e^s: 4,3589280 

i¥;2C^9=:9J794346 

4,3588989 

Wenn  maa  Vl9s5€]^  Mlit,  so  M'Mdh  dU«r<NMgäi  dair  ^ 

1er  ideioer  aU 

1  \^ 


alao  UdiMT  aka 


•Ich  ciiitbt«  das«  d«r  ebige  W^rdk  ▼<»  ^  ilt  ylO 
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ffidb«g  üelert;  mid  dn«li  ai#  gewSlwIfcte  Mdliid«  dir  AvmM- 

«■g  der  Quadratwurzel  «rb&it  man  auch  in  der  Tbal 

WSre  man  bis       geiyans^en  und  blatte  v  19— C4  ^eseUlt 
wäre  nacb  deni  ^Obigeo  der  Fehler  jedeofalU  kieiper  ala      .  . 

^'([6:19)     ^^  Co.iü)  * 

woraoB  ma«  /lielitf  vi«  uos^Min  aeboflle  Nikeceng  die  Ten 
Cataidl  angegebene  Methode  in  der  That  gewährt»  and  ee  iet  daher 
oMer  obiges  Urtheil  Aber  dieaelbe»  daae  ele  die  Aafnahme  in 'den 
MtheaMHerheii  Üntetrirbt  wohl  ▼erdiene,  g^iae  f^erechlfertigt. 

Der  Logarithmaa  der  obigen  Feblergränze  für  64  —  Vl9  bt 

woraus  man  sieht,  auf  eine  wie  gro88e  Anxahl  von  Decimalstel- 
len  8choii       die  richtij^  liefert,   »veshalb  die  Methode  de« 

genannten«  biaher  fast  gar  nicht  bekannten  italienischen  Mathema- 
tik€*r8  gewiss  alle  Beachtung  verdient,  und  von  Neuem  einen  sehr 
«rlreulichen  Beweis  von  den  grossen  Fortschritten  liefert,  welche 
die  Algehra  in  Italien  aehoo  in  i6ten  Jahrhnnderle  geoiachl  hatte« 


Ich  will  jetat  anerst  eine  streng  theoretlaehe  Begrflhdong  der 
gewdhnlichen  Metbode  der  Ausziehune  der  Quadratwurzel  geben, 

weil  in  den  Le hrhüchern  dariiber  hauiii^  nur  uenif;  Genügeniies 
beigebracht  uinl,  und  weil  damit  die  Anwendung  der  Ketten- 
hrflche  aul  die  (juadratn ur/el- Ausziehun?  in  der  Weise,  wie  irh 
dieselbe  uacbber  machen  werde»  nahe  ausanunen bangt 

Wir  wollen  annehmen»  daaa  man  mittelst  irgend  einer  Methede 
•iae  ganae  Eahl  Q  ron  aelcher  Beaehaffenheit  gefundeit  habe, 
daae»  indem  k  eine  poaitive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 

oder 

iat«    SeUt  man  dsnn  , 

VN  G.W. 
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M  bt;  w«il  yNhnM&B 

G.l»  und  (G+l).l0»  '* 
li^gt,  der  Fehlw»  wddieii  man  begdrt,  oimlmr  kMMt  alt 

Unter  dMto  VoimmelBttDg,  das«  man  nimllcb  C?  aaf  die  njge- 
gebeaa  Waiae  bcatliamt  bal,  koanat  aa  |aui*feroar  daiaaf  an,  die 
gaaaa  Zabl  Gi  ao'  aa  bealiainaiif  daaa 

(C .  10*  +  Gl .  10*^i)«  ^  ir  <{  6\  1  Ofc  +( Gl  + 1) .  10^-*  I* 

odar 

GAQ^^  G^AOI^  ^  ViV  ^     10»  +  (fll  +  I) .  10»-* 

ist»  indem  dano,  wenn  man 

Vi¥=sG.10»-f  Gi-lO^-i 
«etxt,  der  Fehler,  weiciieo  man  begabt»  offeobar  Ueiaer  alt 
I  €?.  10*  +      + 1) .  10*-^ )  -  (G .  10*  +  <?i .  10*~i)  =  10^^ 

iat  Zvaral  aiballat  aaa,  daaa  inoier      <  10  lat  DaM  wüa 

Gl  ^  10,  ao  wäre 

6. 10*  f  Gl .  10*-»^(G  + 1) .  10*, 

und  folglich,  wegen  der  über  die  Bestimmung  von  G  oben  ge- 
machten  Vorausseti&ung, 

Ö.IO*+C,.10*-»>  V2?, 

da  docb 

G.10*+Gi.lO*-i^  ViV 
aeln  soll.   Weil  nun  ierner  auB  der  Bedingung 

(G .  10*^  +  Gl .  10*^)'^  ^  iV  <  i  G .  10*  +  (Gl  +  I)  •  10*-»  !■ 

sich  unmittelbar  die  Bedingung 

2GGi.l02*-i+Gi«.W»-* 
^iV-G».10»* 

<  2C(Gi  ^^  I).  10"-' + 1)«.  10**-« 

ergiebt,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Gi  offenbar  die  folgende 
allgemeiaa  Regel : 
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Mmi  mIm  Ar  ^  die  guiM  ZM  mter  10,  für  wMkm  !«• 
siehst 

Du«  die«  in  der  That  gani  dicMlb»  Regel  ist,  weldie  man 

bei  der  gewObnIicben  Methode  der  Ansxiebonf  der  Qmdralwm^ 
leistete  in  Anwendnns  hrinjjt,  erbellet  ani  der  Stelle.  Die  Feh- 
ler, welche  man  bei  Aiiv\  ftiiliinii  dieser  MethuUo  qücIi  uud  nach 
begebt j  siod'nacb  dem  Obigeu  kleiaer  aU 

«od  werden  alao  Immer  kleiner  nnd  kleiner,  kSnnen  nncb  beliebig 
Uein  gemaebt  werden»  de  je  die  Exponenten  der  ?eielebenden 
Peleaien  eucb  negativ  werden  nnd,  abaelnt  genommen,  ln*e  Un- 
••diicbe  wacheen  kuooen. 

£iae  andere,  nie  ebe  aar  AbkOranng  der  Reeknnng  dienende 
Hflifeiegel,  welche  bei  der  gewObnlicbea  Anaalebnng  der  Qua- 
dratwaraei  in  Anwendung  getoicbt  wird,  kaan  auf  folgende  Art 
bewieaen  werden. 

Wir  wollen  anaebmen,  daaa 

if— l?«.JOi*=  «JO**-»  +  a.lO**-*  +6.Z0»*-»+c-10»*-*  +  .... 

»el.  wo  a,  b,  c,  aimmtiicb  kleiner  ala  10  eeia  aoüen. 

Dana  lat  aacb  dem  Obigen 

2«?Ci  .10»*-^»  +  Gl«.  10»*-» 
^e.lOtt-^  +  aJO"-»  +  6.Ml^»  +  c.lO«*-*  +  

mmd  leb  behaupte  nnn,  daaa  immer 

=  =0 
2GGi  ^  0,  also  Gl 

Ist.  Denn  wSre  die«  nicht  der  Fall,  ao  miiaate  niiutitititeüi» 
2GGA==e  +  l,  alao 

26r'f;, .  10»*-i « ^5. 10«*-»  +  HJP*-», 

■nd  felglicb  aacb  dem  Obigen  offenbar 

10^1  +  6|a.l(P*~»^«.10»*"a  +  6.10^->-|-c.lO**-*'4--.. 
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S8B  Grmm^ri!  Itekr  mH  Hmtkkr^ 

üli.  Mm  ist  «bar  • 

^  9 .  (lOM-i  +  10U-«  +  io»^-4  ^  lon^ft  ^. . . . .) 
^  9 .  + 10^  +  lOP^  +  ....+10  + 1) 

^  » • -TffZT^  +  « •  Vlä + 15« + io» + iP  + 15* + •  •  •  7 

^  10»-»- 1+9.  jjp  +  jji  +  jj,  +  jji +....)  . 

«nd  fotglicbi  wall  fttr  jade*  pocitire  gut*  n 

1  1 

1  .  I  .  I  .      .1     iÖ""nW3    IQ»-!    1  1 

10    lO»    10»  +      +  10»^9' 

Ut: 

«.  lÜ"-2  +  b ,  10»*-»+  c.  10"-*  +  .-..<  102A-»  - 1  +  1  <  10**- ». 

Daher  uare  nach  dem  Obigen 

10**-»  +  C?,*.10»*-«  <  10»-*, 

also  6\^.  10^^-^  vO,  was  offenbar  ungereiiut  ist.  Folglieb  kann 
Dicht  2GGi  >  <9  sein,  und  es  muss  also 

nein,  eint*  Hiilfsre^el ,  liurch  welche,  wie  Jeder  ans  den  ersten 
Kiemente»»  v^t^if»>.  die  Rcchnuni^  bei  der  yen idiniicfaen  Methode 
der  Ausziehnng  der  Quadratwurzel  abgekürzt  wird. 
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Um  kMUüt  Don^blosji  noch  dmnnt  «o»  ,iu  Migon,  wih  niaii  ^ 


2ir=  G'.lOi^+a'.  MPM^^.M|PM4e^a<IP*-«-f  


M  «\  6',  c',  tP,....  OMtncb  ldclB«ff  al«  lO-atin  mIIm.  Dwb 
liMcfct  MD  6  UoM  «o  »I  lillttia«!»  das» 

WcIcbM  wieder  eine  IßK^' dein' 
RMhaingsragel  triebt,  4qp«P.|ttpillK|Mt  Mifrelgeiide  Art  beiHe- 
werdee  kenn.  Wene 

M.  M  iat  I 

c«.ifl»^.c'.io"<(c+i)«.ia»,      "  ""' 

firfglkh  aaeb  dem  Ö^lkab''aä&bar  eiicb 


Weilmfbei,IMir'  --7.   .  .  .  .  '    I     •  ' 

•    '     (G + 

lit»  ee  Iii  f  «c..-r  i-iii.:,  :  ui 

Gau  wie  üben  Ut  aWf  '  "'  'i-  ' 

MP»>«'.ia*-»+»'.ni»-*+c.io»-»+  


■ 


-  .   I    •     T    .  •   lt..    •  iilfll 

TMi  nx  at 
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^Ho  §T9htwfi:  IMt^'MMl  ImMÜM  ÜlMMlta 


uie  verlangt  uurde. 

A«r  ilm  W«ifl6  dlnd '  alla  iUgÜoi!'  'weleha  bei  te  gtwIlU- 
HcImii  MillMNle  der  Aaniehveg  der  Qnadiyitfrwiel  ii|  A^W^IIi 


nee«  volbtftodig  bewieeeii. 


Nehmen  wir  nun  mi^,  i$SB  m^n  imch       fefrCielidM  Me» 

thode  der  Ausziehung  der  QuadraWanel  für  ein  beliebiges  k  die 
-lÄM»  *aW  <?.Äe  b^^mt  hebe*  4w*  •  .  ' 

•!Mr*itl  .  /    .  1,.,;  ' yjf ifil |0^Jl0ef  iC  t<.*«fi...  -  m'*'  }I 

Ist,  wo  C  eiee  peellive  GrOeee  beeeichael;  ee  iet 

«Bd  feigtich     ,    .     .   •  ,  .  .^1 

.       •     ~fp  T*»i'*fT>  «  >  ««  I  •!      »r    "..!t'l  |f';|| 

elee 

«nd  deber  nach  dem  Obigen;  •  •  ^ 


•  « 


26.10*+ 


Ffir  Assl8  kann  nan»  wIeaogleleheiMlet»  |(ff.9^4,«pA4i|l 

aetxeo»  eo  daee  alae  in  diesem  Falle 

'      j        ■ '        "  * » j  j 

folglicb 

Ist,  welches  gans  d^r*^ KetteAtiniclb  fst^  den  Libri  als  tod  Ci- 
taldi  angegeben  anffibrt. 
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Für  iV  =  3478965  giebt  die  gewöhnliche  Au8ziehuiig  der 
dratwurzel,  wenn  man  dieselbe  bU  zur  dritten  Ziffer  der  Wurzel 
forüftetzt ,  Folgendes : 

V3|47|89|65  =  186.... 

1_ 
2)  247 
224 
36)  2389 
2196 


Abo  kann  man  6' =3  186,  k^h  ä&ium^  ml 

•  €»s=:34ö96^: 


tat 


folglich 


1  ' 


i¥  —  C«.  10^  =  3478965  -  3459600  =  19365, 
10^  =  372. 10=  37äO; 


II 


ler  nach  dem  0Mg6it:  r'  •      .  ^ 
V3478965  =  1860  +  19365 

+  19865^ 


n 


Jedenfalls  ist  es  in  historischer  Beziehung  sehr  benerkeni«- 
Werth,  dass,  wie  Libri  fiberzeugend  nachgewiesen  zu  haben 
scheint,  die  Form  der  Ketteobrüche,  deren  Erfindung  sonst  all« 
gemein  dem  Lord  ßfouncker  hefg^le^  ^^^M:,  toii  t^a'faldi 
schon  früher  als  ton  cfiesero  in  Anwendiitigr  g^'A<^^^  wördtffl'ifff; 
ind  daher  auch  dieser  jedenfalls  sehr  ausgezeichnete  itanenfsefl^ 
Mathematiker  als  eigentlicher  Erfinder  der  in  Rede  st^beHdefk 
•richtigeo  analytischen  Grossenform  zu  nennen  sein  dürfte.  Sein 
Andenken  au  erneuern  und  ihm  ^ie  verdiente  B^cbtnag '  stt  ti^r- 
Klaffen,  war  mit  ein  Zweek  die^  Aolsataei.' 


SM»« 


Google 


•  '    'lA"!»/.  '  


>  • .  t 


•  t        *  4  . 


.4  1  Ulf,\\* 


I 


Nota  aar:  l'iBtegratiM  Ja«  itfatütm  «niKwrtdlaa/ 

III.  + 

IV.  i^d^--^»d»d^^^dä^zA'^^^^^ 

Monsienr  H.  LohutU^ 

Profetneur  de  maUieniati^ae«  k  rAcadömie  Roj^ale  4  DeIfC. 

•    ;  .i,        .  .  . 

Hl.  l6  Vrottmmt  Wolf^rii  k  Bmlio  #W  d^ja  ocen|^  itm 

et  Journal  *)  de  rintt^gration  de  cbacune  des  ^quatlons  prdc^ileüt^. 
Quolqae  la  marche  buivie  dans  re  travail  iie  piiiese  donner  lieu 
a  aucuiie  Observation,  j'ai  cru  neaiuiuuus  qu*il  &erait  peut-^tre 
pas  inutile  il  iiiiiiquer  ici  d'an^res  proredes  poiir  obtenir  les  inte- 
grale«^ de  ces  ^4|uations,  et  qui  m'ont  para  plus  simples  et 
plas  directs  que  ceuz  employ^s  par  Tliablle  g^ometre  que  je  viciis 
de  dter.  On  va  voir  qull  est  mtoe  pimible  ity  piirvenYf''iiüi&i 
reehercher  prMableoient  le  facteur  propre  k  rendre  intdjmblt 
rdqualion  propoade.  C'eat  ce  qoe  roriiie  Pobjet  de  la  prdeeott 
nete»  od  je  traiCeral  eueeeiiaiveiiient  cea  dquatloDa  de  I«  maoÜie 
aeivante.  • 

•)  Tttir  Tma.  XIVIU  pag  171. 
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KaiPi—  4*ab«ffil  la  prwpowki  mw  la  ibme 

• « 

hmimoM  nauitoiiaiit  «  =  jti»  au  x  =  '^;  od  en  d^nini 

m 

poocm  pr^Müter  encora  mmm  la  fomie 

Or»  M  CMi|im»l  la  qnantil^  Irliitoe»  quS  form«  U  tefiNiv  4«  «» 
^  1»  vaievr  prMdoBt«  de  xWi»  oo  remarquera  dm  «uitt«  qn*Mi 

poytm  Is  ronplaecr  p«r  le  produit  ''«^(^^f  devotto  qve  fdqM- 
tlM»  (3)  ae  r^iiit  actuelleniaiit  a  ia  iora»«  iiinplifiito: 

•  •    .       •  .    .  .        •  •  •» 

M  Mot»  aprte  a^r  dirM  par  x*^  oa  aara 


«liff^^rentff ü«  </jr  ^(ant   siif'iiosee  <  »  nstaiitei   chaque  n»eiiibrc 

rM  abiMat  paar  laUgtMit  prapn^fa; 
|al4||ia«l  da  aoavaaa»  11  vtaadfa 
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C  et  C  tfteat  Mt  4M|i«6lnleli  nbHnilmi  !4tt  Hon  fott  auiito* 


»  Ii  »i|<>*ti  . 

  -  j_  /  V       /^^'  _ 

,\ 

ou  bicn 

r#8ultat  qui»  aprte  y  tvoir  diaagd  la  coDsluite  C  eo  C'-*^, 
coiDcide  «mtmeiit  mve^«,^l^  olit«iia  par  Mr«  !•  Pioteüir 
Wolfer«. 

Ii.  iDt^graJtion  de  T^qu^tj^on 

En  dcrifaot  la  propoote  mma  la  forme 

on  est  condait  a  introduire  une  nouvelle  variable  z=log.r,  ce  qai 
feW^nf  h  faire     —  p*.    fhangeons  en  m^me  temps  r^quattnn  (11 
en  une  autre,  oü  ds  au  iieu  de  ci:r  soU  la  diflferentieite  ipuppi»^ 
^oii/ifanfi^.  op^rer  ce  ishaivfjeni^nt  de  Tariabte  M^jpea^hü^^ 

il  fandra»  comno  Ton  eait»  femplaeer  d'abord  fiar 


■ 

„  dyd^x 


d* 

Or,  on  a  lirsse^,  Arsse^**,  done  rdqoatlon  (l)  co 
geru  par  cea  euboUtotiona 


\\  est  evident  niatntenant«  qü'en  posafit  y^Ae^,  -(Hi  obtiendra 
une  int<^ale  particuH^e  de  T^quation  präc^dente,  peümiqiitie 
eodllcieBt  n  latiafaito    l'^qoallon  da  aooond  degrd  • 

\         «  +  1=0, 

l_j.V_3     1  — V— 3 
doü  Ton  tiro  pour  a  les  deux  vakm#  *: — TJ — '  — fT^^''l 

On  en  conelat  qp^  4  ji^  a'  ddaIgnenC  cea  deoz  raciaea«  It** 
tdgiale  oaspUte  do     propond!«  ponnrn  iTraprimar  par 


Digitized  by  Google 


Ank  Jf  üpNwIiBt  den  eoiMtMiiM  atMlfiifw. 

A|ifte  ftvoir  «Bl^fitituö  4  a  et     lern«  veieere  niimtöqiie««  oo 


•  •H  .  .    1,...  r:     jf^^t4^       +-4'e    ■    \  .,  .,1 


e^iiatioa  dont  le  second  membre.  poiirra  facltemeot»  ä  l'&ide  d'ae 
ekaeieaenl  de  cemtaiitee  arbitrairee,  dtie  rddeit  4  le  forne  ^ 

et  i*eA  Tee  tire  fleelemeet»  ee  eyent  dgerd  k  le  veleer  de  s: 

Iii.  lutegratfdir de  l'eqaatioii 


''^dMee '^Ve  ifae  d«  «  >ier  'W^abfe  ied^Melte,  Ii  iktidre 

•*^*'«  reoipUicer  ci*^  par  li^^ —    dx^*        imunju'ou  a  c/.c:=— -jjpt 

«^  =  -j^,  U  nonveiie  valeur  de  deviendim  if«y-j-2— ~,  ce 
M  Hdelt  rdqeelieB  (1)  4  etile  d: 

j_  •  '     . ,  j . . . . 

'**iftt  riat^grele  copj^^te  e  poeir  vaieur 

•A.fl    itidiuuant  deun  xonfUiiien  arbilraire«. •  *>*   •   t  i 

•■•"1..        Ä  ^        .  l  "H,  I    ••iii-.«;  ')h  •i'.Httuii  I 
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IV.  laUgrfttlra  Ü^I'^^^alUs 

^  n ■  >l'>»  i,>l#fl«]l 

En  fainiit    s«s  ,011  ^=s«  90  a  d^a  va  ei  danwO)  ^ 

le  preniiMr  tuembre  de  la  proposee  exprime  precUement  la  vaiti 


*  •  :  ,1  '  ♦ 


3UUUI. 

Laoiarlc'^  Cpastruciion  de:».  Krüu^inupgskreisea  i 

Kegelschnitle. 

Von 

.   "  •       .1  •• 

ilcm  Ueraii^gctier. 


Herr  Lamarle  tn  DrüN.sel  hat  ia  einer  kürzlich  in  < 
Bulletiiii»  de  l^Acadoinie  Rovale  de8  ficiences.  d 
lettres  dei«  beaux-arts  de  Belgique.  1857.  No.  5.  p.  • 
aracbieneneo  Abhandlung:  „ThdorSe  geurhdtrique  dea  rayo 
et  centraa  da  courbura;  par  M.  E.  Lamarle,  asuocU  / 
rAaadamia*'  aine  neue  gaoaMiriaeha  Theorie  de«  firänmni% 
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^1 


TMMIFlimM  eVne  n^e  IMefiMHloa  der  Ctirve,  welefie  Herr  La- 


marle  fn  einem  früheren  Aufsätze  (Bulletins  de  rAcad^tnl^ 


Royalc  de  Belgflqai^:'  l«5e.   Tdme  XXIU.  —  II-*  PaHle; 
uiW  bieeohderer  Deutlichkeit  ättf  folgende  Art  auedHldkl: 


beit.  Kürze  und  L^frhtii^keit  Herr  Lamarie  aus  dieser  Definition» 
YerbunUen  mit  einigen  gaoa  oinfaebieB  SitM  der  aHgametocn  Bm> 
wegungtflehre»  ein*  groaae  Ambl.  «ehr  merbrOrdiger  Coi^tntc- 
fioDen  der  Krfimmungakreiae  der  wichtigsten  Gurren  ableitet,  naeb- 
dam  er  schon  in  früheienAoMtzen  (Bulletins  de  TAcad^mie 
Royale  de  Belglqoe.'  18d6.   Teiii«>XXllL  —  II"«  Partie. 
t«4f||S..iaidvP»W4tfit4iplii§  OefiDitiep  rar  elrepg^.  B«|^n^ipif 
der  Tbeerie  der  PtrallellinieD  benutat  hatte.  derm'Lamarle*« 
■euf  Tb^to^.d^.,KrapiBitin^rebe|i  in  einer  Qebersettan^  hier 
»itsetbiBlfen»  Irielt  Ich  wegen' der  fSUfgen  Neubeft  dfee  GegenelBB* 
dee  «leM  flir  angemteeB,  indttii  leb-^e  tue  dieeen  Gmnde,  an 
paos  aicber  in  «ein,  ganz  dee  Sinn  des  Verfassers  sn  treffen, 
für  ztreckrajlssiger  halte,   die  Abhandlung  vollstXndic  Im  Orl* 
ginal  in  (^a.«»  Archiv  aufzunehmen was  icK  zu  thnn  h(jffe,  subald 
Herr  Lumarle  seine  Ein%villiguiig  dazu  ertheift  haben  ivird,  Mbne 
welche  dies  iiaturHrh  nicht  geschehen  kann.    Auch  ist  ef»  viel- 
leirht  i^ut.  mit  <licäf*er  IVlitthcilun!^  nr>ch  einitfen  Anstand  zu  neb- 
nen,  da  Herr  Lamarle  selbst  (p.  94.  und  p.  95.)  seine  rorlie- 
Hendc  Abhandhing  nur  fiir  das  erste  und  unmittelbarste  Erc^ebniaa 
seiner  bisherigen  Studien  erklllrt.  nnd  auch  nach  unserer  Meinung 
die  Seche  jedenfalls  noch  WnilM^  Auebildant;  nicht  blene  bednif» 
eondeni  nveh  Obig  let,  wobei  es  nne  tnglelch  acheinen  ifM/dann 
eich  die  nnmltlelbere  Anmendani^r^er  Prindplen  der  nllgenieineii 
Rewefengeiehre  wohl  gan»  nmgehen,  nnd  Allee  eldk  nnf  hioeee 
SeemeMMh*  Belfühtbngitel  wuMMhmk  iMidn  •  «KM«...  Mr 
jetal  heben  wir  nneeren  Zwech  erreteht»  wenn  dnfch  dia  fIMto* 
headen  Benerirangen  die  Anfinerhenaiheit  der  Leeer  den  AicUTn 
anf  die  von  Herrn  Lamarle  etNelitille  iene  etoar^die  Theorie 
der  Krümmung  der  Curren  gelenkt  wird,  die  jedenfalls  noch  zu 
weiteren  bemerkenswerthen  Ergebnissen  führen  wird,  woran  oaeb 
den  bisher  acboo  Geleistrten  nicht  zu  zweifeln  ist. 


IMÜMI  hif  din  eIhMchen  iMtMMlMnMa 
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^  .<9r»fff/i«*  Camimüm 

zu  leDkea,  werde  ich  in  de^  l^^orlieg«l^l^D  Auffti^t^,  focb  die  von 

,  l^qronning^riii»»!      ILfgplichnitle  mitteUt  der  fUgtipf^loeii  J^rlpr 

pofmit  fins  der  bffHrire«firf#«NlPi  W  I^l^^^^lfl 
MfcaltMML  Rtinltifii  itmi  f  #inni  -  im  Airiihri  mllMBthgilMi  ■  MKck 
aqf  |Mis  anderem  W^^e,  ab  H«rf.  Lanar^«  an  ^i&muXbim  tfir 
tangf  l^t;  Wo^t  kl»  zg^elcli  alAg^;  Uslkdr  d^h'btc^l  f^ekm^t» 
kxmMSkm  Ihr  dta  fiilbmciter  Üe4  ItMniiiinigttkrtlieil  te  Ke^feff- 
•chttitte  entwidceln  werde,  die  dem  WeeentliciieB  naeh  adiA  IImM 
iimmä^le  angeb^lreii.  Ejoi^  Cmetracfkweo  der  iCrfiiiiBMiil§«< 
irreise  anderer  Curven  hoffe  ich  diesea  MildlAiUuigeu  über  dio 
Kegebcimitte  Doch  folgen  zu  iasaen.  x 

V'  01^  '^Uichao^  d^r  ^llips^  >iid  Bypeibd  lat  '  / 

^enb  ten'.ttr  di^  flyperbU  in  jMtoä«r  «fefetoi«  »  » 

.  Aue  dieser  GUichuae  erhält  man  leicht  durch  DUTerentiafloii : 

'.Sind  HUB  x»}ß  die  Coordiqaten  eines  beliehigen »  aber  beatimm- 
lld^, Punktes  der  «^IffM^  die  qbig^  Gleichu|ig  charakteriairten  Cac- 
fSflil,  jipd  .bezeichnen  wir  di«.  yerj^pdeflfcben  oder  laafemleB  Ceor* 

ilfawiiip  ftfl^./ar.  jri  >o  w    .  t. 


Ii 


die  Gleichung  der  Nonafkle.  in  di^m  Panktf .  (^)*  Sefpan  ifir  «r|0 
i«re  immer  bei  darüypeeM  i^yf^l.SS^  ki^fmKlIi  wurden  «immi; 

oder'''  *      *      *       '  '         -      •    i  ' 

•t "(  e 

•  ''t«.' H.'        ,    ^  .,}■,  .     ^  ,    .   ..,,....,,,1,  .  ' 
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Hm  «al       «!■  MMSger  Pnkl  4ir  N«nMb,  w  dne  ab» 

hrtt.  i^it  n>an  von  diesem  Punkte  Perpendikel  auf  die  beiden 
Vectoren»  8o  i»ind  die  GleicbaDgcio  dtesar  beiden  i^ei|tendikei  nach 
dem  Vofbergehendeo : 

rar  die  ebereo  nnd  «nteren  Zekben  soHeii  die  Coerdtnsfen  der 

lMbfcbi<chnitt8punkte  der  Perpendikel  mit  den  Vectoreii,  auf  \^  eiche 
gefällt  \>  nrden,  respeüttve  u,  v  und  t<i ,      sein,  und  die  ent- 
^pfecbendeii  Vectoren  befbst  HoJIen  wir  im  Folgenden  durch  r  und 
^    bezeichnen.    Ziir  ße^timmnng  voa       e  and  üf»      haben  wir 

Mcb  dea  Obigeo  die  Gleicboiigeii : 
itaad 

Lei^n  wir  durch  die  Puukte  (lip)  und  (miVi)  eine  Gerade«  ae 
^«t  dereo  Gieicbuug:  ' 

Dar  Dmchackalttapiabt  dieaar  Garadaa  nit  dar  Haaplaia  dar 
KlHpae  adar  Hypailial  aal  («tr,),  aa  kat  nap  aar  Baatiaimng  dar 
CeoidliHitao  diaaaa  DarchaehaittBpMktaa  db  Glaiabaagaat 

'«varaua 
iaigtl 

El  kommt  nun  sunäcbst  darauf  au,  die  Co^rdinaten  if,  r  ntid 
ü^«  Vi  zQ  bealimnien.  Aua  dea  aUgpu.  znr  BeaHBuaang  diaaar 
Caafdiaaien  gafundanan  Glaicliaagaa  erbilt  aia«  divch  fliiMracllaii : 
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•»-...  *-   •   .  ^  .'  ,11  ^  »•   I  • 

Iii-;. Ii    iiJfjJ^*M?^il!      r  j(x->>if)yi 


•Im: 

»-*= *H  y  ' 

iHt : 

"-^-^Cr-oy^"--)  i  

»-^-(:r  +  .).v^-'^-'>  7^"» 

=  ^  ~- ^, 

nnii  flailii»r  ferner  nach  dem  Obigen 

r—  •    , 
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Ii.  Nn  ist  ftbor  bahaMiM  , 


•  1» 


,  wie  BMI- MiMek  UmUt,  ««i 

«• 

■  .. .  '"V 


m 

•  -\!    I       •  •  .    •  .»  r       •  • 


«k-*=  —irr  


Ml 


I» 


•  -JfÄ  -jri  . 


Digitized  b' 


Nm  ist:  .  il  M-t  »r:  «i*»*!         i^;  tm/.  t 


(••»If    .»^T?         ^  Ii-  .  •{.•»'  T^:  • 

.....  r.^  '    ' " 


IC*  C^JC^ 


Eft  Mt  über 


Bei  der  EUlpee  tot 


»nd  6*  poeiti?,  also  auch       4r>  poeiti?,  folglidi  ofiMibar 

--(f)*>«' 

also,  wie  sogleich  eibellei; 

Bei  der  HyperM  ist,  «reaa  wir  ^1/^  fülr  ö  eetien: 

also  a*  —  X*  negatlr,  üf^df«  da  nach  dem  Obigen,  wenn  wieder 
(ÜT  b  geeetat  wird,  • 
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ppgltlf,,—  Ipl,, ^  «... 

I     t.  ,%l 
a--<0,  •  +  ->©; 


Nfteb  dM  Irt  MgUci  M  der  £Uip«e  imn^er  ' 

*<•  •  'Uiji  l  •»•Ii  III  l 

M  der  HypeiM  dagegen  let 

• "  {  y     Ar  ex  I 

•der  nl  f>il  IV^iln''*  UUV.Un  i».  i,;  .i  »J.L 
 i-                M             JJ'.^Vv*-  • 

Ccndem  x  poeiti?  oder  negativ  iat  AUo  ist  bei  der  Ellipae 
er 

l>ei  der  Hyperbel  dagegen  ist  *' 

€JC    ^  •  V  i'  J»i.'  ir'»^  ,d'.  ' 

wenn  man  die  obÄtn  i^ider  unteren  2Selch#n  ninBiti  jenicMein 
2  positiv  oder  nefttiv  ist  Alse  ist  veeli  den  Veifcergebeii4<yi 
bri  der  £llipees 

*l   Ii'«'» 

tNfcsft  ^nrfuH'ft^H  t^t«lni*^l  l»r«lfitfi  riiaiiifd  nun  ^iw  ,i^bo 
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bei  der  Hyperbel  dagegen  Ut:  )«ti       .  i^i 


und:  *    ^  I, 

wenn  mau  di«  oberen!  * oia|^  litote««  ^^eN^^en  nüant«  jenachdena  ^ 
potiliT  oder  negativ  Ut.  . 

Für  die  Ellipse  ist 

^Ai  ITT«  I  -ab  t*)ifl*>l|/i(  19b  i'ikl 

alao,  wlo  BMii  nittolal  leicliter  Rocfamng  findet:  ' 


folgliell»  woU  uMh  deM€l>iieo  ^  • 

n*i'   "    "  ■  "   


iiV->Mv."^^  ^Mm-Tfrr  r^p.^^u  > 


' '  "T^"^        ,  2eo^- 


2eoj(r—  jt)  ^ 


4    .    -  -It 


oiiT»  fvte  MW  liimm  «itteUt  Mcbtor  RocbmiBt  hMs 
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Ist  nuii  der  io  der  Normale  bis  jetzt  beliebig  angenommeiie 
Pukt  ixt^)  der  Milteipinikt  des  dem  Punkte  (ory)  der  Ellipse  eel- 
sprecbenden  KrOmmungskreises,  so  bl^  wie  man  mittelst  der  ans 
der  allgemeinen  Theorie  des  KrQmmaDgekreiaee  bekibAteii  ,JRet». 
wb  leieht  findet  : 

QQd  folglich,  wenn  q  den  JI[riinimDngsha(l|tmes8er  bezeichnet,  weil 

e««(r— «)«+ft|L-^jf)«; 


«  « 


ist: 


N«h;ilMi  OUge»  iil  «te»-  


md  daher 


» 


ist: 


1^  oW»-(flV-f-^a;*) 
^="7  


Setzt  man  oim  hierin 


6« 


Meihiat 


i 


L)ie  <tlficiiuiig  der  Normale  ic»t  ^laeb  <ieni  Oingert:'. 


TVitil  XXX. 


I 
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diltt  üMmeri:  ImmmrU'M  CmUfH^sMan^. 

itnd  fi'tnd  also  it^' ,  r^'  die  Coordinateo  DurclMchnitUpuDkUi 
der«etbeii  mit  der  HaupUi»  der  £lii|i#e»  ^  llfti  man  m  d«M 
BestiniRinnii  di«  GietehaDgen: 


■•4 -y=SiaW-*).' 


irami«  »Ml 

•rglebf.  Abo  Ut  nich  dem  ObigeDt 

und  die  beiden  Puukte  (k^*^  "t'd  (n^'rj^)  lallen  also  zusatnmea. 

Aue  allem  Vorhetf;ehendeii  ergiebt  eicb  der  felgende  neii- 
wOrdige  Seti: 

Wenn  man  von  dem  Mittelpankte  dee  einem  gewle» 
een  Punkte  der  Ellipee  entepreelieililen»&9im:ai«d9e- 
krelees  auf  die  beiden,,  demeelben  Punkte  entepreehen- 
den  Vectoren'Seakreeftte  flllt,  dnd  decfth  deren  Foee* 
punkte  eine  Gerade  sieht;  an  achneiden  dieae  Gerade« 
die  dem  in  Hede  stehenden  Punkte  entsprerhende  Ner- 
maU>  und  f\\f*  Hauptaxe  ilei  LUipse  tucii  iii  einem  und 
demselben  Punkte. 

Für  die  Hyperbel  ist: 

u  iMiii  man  <!ie  olieren  oder  unteren  Z^irlu-ii  rtimiut,  jeiiacbdcni  ^ 
pui»itiv  oder  lietjiUiv  inf.    Also  Ul : 

rr,«» 

foigiicli,  ucii  nach  dem  Obigen 
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oder»  wie  maii  hieraua  nüttaUt  leichter  Rechuung  ündet: 

Ist  nun  wieder  der  in  der  Normale  bis  jetzt  beliebig  angenom- 

mene  Punkt  {xt})  der  Mittelpunkt  des  dem  l^uiiktü  (^^)  der  llyper- 
b«l  entjiprecbendett  Kriimraungskreiseä,  so  ist,  wie  man  mitteUt 
der  aua  der  aUgemeineo  Theorie  dee  KrümmiingakreiMa  bekann- 
FoimId  leicht  findet: 

«46«     •  t-ar-  — ^» 

<«%llek»  weno  f  dM  Kritoiigilnli«iiHi  fc^ehntj  erail 


(aV±ü*!)* 


OUgM  fal  alaei 

folglich,  weil,  immer  mit  deraelhea  Eeatlmmang  wegen  der  Vei- 
wia  oben» 

€jc  ax 


2e* 

n—radb2o,  ri+r=s±  — 
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5et/.t  man  hierin 


ama rie't  Canstmctlnn 


6» 


so  erhfilt  man 


=  =  T2-'    »1  =  0. 


Die  Gleichung  der  Normale  ist  nach  dem  Ohigen: 


|ijnd  sind  also  ti«',  Coordrnaten  des  Durchscbnil 

derselben  mit  der  Hauptaxe  der  Hyperbel,  so  hat  man  loj 
cstrmmimg  die  Gleichungen: 


f 

ftj    liii...  .1. 
woraus  sich 


«2  -     :s    —    »     -  u 


Ul 


dri^inebt,  so  dass  also  aach  jetzt         ^  n<»h  «>  f*iT*> 

IIB  V«  =  t/,',   r2  =  r,' 

« 

ist,  folglich  die  Punkte  {u^v^)  and  {u^'v^')  mit  einander  tnsM 
fallen ,  ivas  wieder  zu  d^ro  folgenden  Satze  fuhrt : 

Wenn  man  von  dem  Mi\/'elpankte  des  einem  ge 
sen  Punkte  der  Hyperbel  entsprechendes  KrOraros 
kreises  auf  die  heid^n^  demselben  Punkte  entsprec 
den  Vectoren; Senkrechte  f&llt^  und  durch  deren  F 
punkte  eine  Gerade  ziehf;'sb  schnc^iden  diese  Gel 
di#Alem  \n  Rede  stehenden  Punkte  entsprechenden 
male  und  die  Hauptaxe  der  Hyperbel  sich  in^.ei^i^v 
deroselbenP  unkte. 

Nimmt  man  jetzt  ni  dem  Vorhergehenden  den  bekannten 
dass  die  Normale  bei  der  Ellipse  den  von  den  Vector^i).{| 
schlossenen  Winke|,,rbei  der  Hyperbel  den  Nebenwinkel  de 
den  Vectoren  eingeschldssenen  Wiokelli  halbirt;  so  überzeug 
sich  auf  der  Stelle,  dass  die  Gerade,  welche  die  Fussponkt 
von  dem  Krümmuiigsmittelpunkte  auf  die  beiden  Vectoren  g 
ten  Senkrechten  mit  einander  verbindet,  auf  der  Normale  1 
recht  steht,  was  nun,  in  Verbindung  mit  deni  Vorhergehei 


Google 


4m 


4»  MH^Mmm. 


■anittalbar  tu  der  foigeodeD»  ioecemliiieckwardigeD  und  eiofaeben, 
VI»  Herrn  Lamarle  auf  gani  anderem  Wege  gefnndenen  Con* 
itreefien  den  KrilnnQOgaittittolpttnkte.M;.der  BlUiwe  und  Hyper- 
bel föhrt: 

lo  Taf.  VI.  Flg.  1.  sei  P  ein  beliebiger  Pnnkt  der  ElHpseoder 
Hyperbel,  and  F,  Fi  seien  die  beiden  Hrennpanlcte,  so  dass  also 
FFi  die  Uauptaxe  ist  Bei  der  Ellipse  balbire  mnn  den  Winkel 
fPFi^  M  der  Hyperbel  den  Nebenwinkel  ven  FPFi  dnrch  die 
Unte  PN,  welebe  die  Hanptaxe  FF^  in  dem  Punkte  JV  eehnel* 
det  Doreb  den  Punkt  N  errl^ble  man  knt  PN  efn.Perpeiidil»li 
welches  die  beiden  Veetoren  PF  and  PFi  oder  deren  Verlange* 
rangen  respective  in  M  und  Mi  schneidet.  In  M  und  Mi  erricble 
man  auf  die  V  eetoren  PF  und  PF,  Perpendikel,  welche  die  ge- 
hörig TerlUngerte  Linie  PiV  iu  dem  geiiieinschafHichen  Punkte  O 
ichoeiden.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  des  deni  Punkte  P 
der  Ellipse  oder  Hyjjerl>el  entsprechenden  Kriimmuiiii^'kreLses  det 
Iftreffenden  Curve,  und  also  OP  der  krfinimungaMbmesser. ' 

Daas  man,  am  den  llilteipnnkt  O  de«  KrOmmangskrelaen  su 
irkahen,  eigentHeb'in  N  anf  PN  bfoae  dae  Pei^endikel  MfN^  und 
iD  Jf  auf  PF  dae  Perpendikel  MO  an  erricbten  braarht,  verstebt 

dch  von  selbst;  das  obige  VMahren  bei  Ausführung  der  Con- 
!»truction  bietet  aher  in  dem  genauen  Zusammentreffen  Her  beiden 
in  ^/  und  iV^  auf  die  Veetoren  errichteten  Perpendikel  in  dem- 
-tlben  Punkte  O  der  Linie  /^lY  zugleich  ein  Kriteriuni  tür  die 
Hicbtigkeit  und  Genauigkeit  der  ausgeführten  Zeichnung  dar. 


giebt,  den  geemetrlaebe«  Ort  alter  Krdmmnngamlttelpunkte  mit 

Miebiger  Genauigkeit  lu  seiebnen,  veretebt  aicb  yen 

Ana  den  vw  mir  Im  Obigen  entwickelten  Formeln  und  Glei- 
cbtrogen,  welche  au  der  vorstehenden  einfachen  Construction  dea 
l^fdamungemittelpunkts  geführt  beben,  laaaen  eich  noch  verscbie- 
<iene  bemerkeoawertbe  ITelgeningea  aieben;  um  jedoch  dieaem 
AiCmlie  niebt  eine  au  greaae  Aoadehnung  zu  geben,  will  icb  aua 
^«naelbeo  nur  noeb  einige  Aaadrfleke  fdr  den  ^rümmungsbalb- 
Meer  ^  ableiten,  die  sam  Tbell  auch  achon  Ton  Herrn  Lamarle 
gdmden  worden  alod.    -  a 

BekaDOtUcb  iat  bei  der  Ellipae  nnd  Hyperbel : 


t^uamt  man  aber  im  Folgei|deiif  d^  oberen  Zeichen  filr  die  Elll|»«e, 


o»6» 


die  unteren  (Üt  lUe  Hyperbel,  -s^. \fi 
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also,  wie  man  leicht  findet: 

a  V  +  6*^«  =  i:  6«  I  a  *  —  (a«  T  6»)  o:«  I  =  i  6»  (a*  - 

oder 

Fflr  die  Ellipse  ist  nach  dem  Obigen: 


also : 

\ » 


ex  .  ex 

«_-=,.   a+-  =  r.; 


a«  -o-  =:  rr,  ; 


und  für  die  Hyperbel  ist: 


I. 


a  a  * 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdS 
positiv  oder  negativ  ist«  also  aligemein: 


fl»---5-=-rr, 


f*olglich  ist  nach  dem  Obigen  fflr  die  Elllipse  und  Hyperbel 


und  daher 
oder 

■.  •  ..  • 


I 


"1 


Vit, 


06 


I  II  «II 
•  ir 


,|,  Bei  der  Ellipse  ist: 

2a  =  r  +  ri,   a»— 6«  =  ««;  »"8" 

also  *  •     ••  •  •     ' .-'«vi 

46*  =  4a«  -  4««=^  (r  ^    +  2«)  (r  +  n  -  2e) , 
and  folglich  :  ' 

4lT|     "•|___  •  .  *  • 

...  i'mi^ 


(r  +  r, )  V(f  +  r,  +  2e)  (r  +  r,  -  ie) 


M  te  flyperM  fatt  ' 

wenn  fii.ttt  das  of)ere  oder  nnfere  Zeicbos  ninwt»  ■  joillichddai  0 
jpMiliv  oder  negati?  mi;  «iso  i«t; 

46>  =  4e*  —  4a*  ä  [ 2e±(ri  -  r> i  (2e  +  (r^  — r)| 

■  4 

47T,  V^n^        .  :       ;  .  ' 


die  oberett'odar  wltraii  MebM  gmoainieo, 

« {Mtitiv  oder  negativ  itfC,  wobei  man  »ich  stetsi  zu  erinoern 
bat,  dasH  oben  dem  Brennpufikte  i  die  pu«iti\c  AbsciMe  €  bei- 
pA^gi  worden  ist 

BeMiehoen  wir  den  von  der  Nomelo  mit  den  beidon  Vocto- 

1«  ^nfreschloooanen  opitzeo  Wiokel  durch  6,  so  Ut  nach  dem 
ONgfü  Uki  (Jio  EHipae: 


{   t 


• 


eoe  e-  «  r+  4*  +  «y* 


6* 


■  •  j 
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odet«  wttil  liel  der  Ellipäei  A        •    '  *•   

litS 


Weil  ouu  nach  dem  Obigen  '  i 

•n-!,.!     •»•        -    .    f^.-^    V  HOfl'»  r.-4».f^  «  . 


a6 

t«l, ,  so  ist 

•"■(r+n)«»»' 


welch«  imm^  ßchw  Um  Laiv^airle  8eiiiiiden,.l|«t 

Bezeichnen  w  ir  die  Nonn  ile,  d.  h.  das  swlÄchen  dem  PuuLte 
^xy)  und  (Irr  llaiiptaxe  lie&>ende  Stuck  der  als  euu'  Linie  von  un- 
beftUiumtor  L&nge  gedachten  Normale»  liur^^A^  so  Ut«  weii 

nach  dem  Obigen       ,  U  die  Coordinaten  de«  puit^schniltspuulds 

der  Normale  mit  der  Hauptaxe  sind: 

also,  wie  man  leicht  hndet: 
oder: 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen: 
ist;  so  ist  - 

Aehnliehc  Relationen  wOrden  sicli  noeb  mehrere  finden  lacmeil« 
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FOr  4i«  «HyywM  ist  db«D  «o  wie  vorher; 
«ad  folglleli,  weil 


6* 


oder»  weil  bei  der  Hy perfiel» /w^n  *  jemchdeei «  positiv  oder 
Msetif  Ist»  die  oberee  «»der  oeteren  Zeichen  ulnint. 


uod  folglich  immer 


M: 


ceell*:^  -  f   cesdsÄi77=,  6scee9VfT7. 


■ '  I  I  I 


1^>U  HUB  nach  dem  Obigen  , '  .     , » 


ob 


ped  ae«T(r*fi) 


*  ^ ff^^fiJeeeS    *  (f^  — r)  cee6  * 


<  * 

•  »■  » 


alt  deiielb««  Beetimtwig  wegee  dir  VonetalMi  wie  veiher. 

G^iu  wie  vorher  l>ei  der  Ellipse  erhält  man 
-•••j  I  !•.•♦.;;*>*..'#  fr  •!.   .  '      »  . '« 


Mid  «reu  een  eech  versl^end^iktt^oraMi  * 


♦ 
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•1 . 


ist,  HO  ist  auch  bei  der  Hyperbel: 


Wir  wollen  ouu  fik^achtung  der  Parabel  übergebeoj^  dereu 
Gleicbung 

ist,  woraus  -  -^-"-^  i-H*****«)^  i  = 

folgt.   Also  ist  die  Gleichung  der  dem  Punkte  (xy)  der  Parab 
entsprecbeodeo  Normale  derselben: 


Ivb.»  'MtiMni|  X  fiifihibi 


lyll  lab  im!  .t 
.hiimiM  ii'Jib'A  tniiHiM  «ii(>6  Kit^Ji»  ^Ih  .Ui  yflii^^in 

und  die  Gleicbung  des  demselben  Punkte  entsprechenden  Vectors 
Ist:  1*  »    ■      t      . »  I      ^  '  -.1^ 


Nun  sei  wieder  (xtf)  ein  bellehTger  Punkt  der  Normale,  so 
dass  also 


• 


♦  r  * 


ist.  Fällt  man  von  diesem  Punkte  auf  den  Vector  ein  Perpen- 
dikel, so  ist  dessen  Gleicbung:  i  "*  ** 

und  sind  also  u,  v  die  Coordinaten  des  Durchschnittspnnkts  die-, 
ses  Perpendikels  mit  dem  Vector,  so  bat  man  zu  deren  Bestim- 
mung die  Gleichuugent  | 


4y  Ax  —  p 


Die  Gleichung  des  von  dem  Punkte  (uo)  auf  die  Normale  ge- 
fällten Perpendikels  ist:      ...  ,  *  .  .  . 

f  \  *     9       .  ■         f  , 


«I» 

ParpMdiMi  mit  dar  Am  der  PteaM»  «o  isti 

1^  —  1?=  ^(«1—«),  »1  =  0; 


fMgt. 

Es  kommt  nun  zunächiit  tJaraut  an,  mitlLl>t  de?  vorher  zu  di«- 
^eiu  Zweck  getuodenen  Gleichungen  die  €oor(!i?iaten  7^,  v  /u  be< 
fltlmiieii.  Dorcb  Subtraclioo  d«r  obigen  Glekhaageo  erbäU  nu: 

Nu  ist*  aber,  wie  ibmii  lekht  indel,  wem  neu  9*»^  aeMs 

\^enn  r  den,  deta  i^uakte  (^jy)  euU^recbeodeu  Vector  tief  Partt* 
M  beMichnet;  abo: 

weraue 

 (43r->p)Kto'*p)(y-#)  ■I'4y(y>-y)| 

»  — *—  16r« 

la«  wie  mau  leicbl  findet: 

{iaf^fi}  ^a:)  Hh  4jf  (I?  ^  y) = — 4  (*.+  Ip)  (X — «)  Ä — 4r(r  — . 
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516  0rmm0rif  x«Mrl#^f  Gtminuäm  '' 

od«r: 

u  —  af—  ^  "       t  tJ — * — 

.  .«  ♦ 

Also  i«t«  wie  iuao  ieicbt  üoüet,  weoo  mao  ^*=:|Mr  setzt: 
also : 

und  folglich  niich  dem  Obigen: 

n^zzzx  —  2ir,  «1  =  0. 

Ist  non  der  Iiis  jetst  willkflbriitfc  In  im  NeMale  sngeM» 
mens  Punkt  (m)  der  Mittelpunkt  des  dem  Fsekte  (xjf)  entspie- 
chenden  Krflmmiingskrelses  der  Parabel,  so  Ist,  wie  man  mittelsf 

der  alls^enieinen  Formeln  der  Tb^orie  des  Krünimuugök reifes 
leicht  lindct: 

f=d«^ip,  e=-^; 

also  nach  dem  Obigen  unter  dieser  Voraussetsnng: 

ttt  =  x-|*ip,  f^  =  0. 

Sind  IUI!)  i/.^' ,  r./  die  Coordinateii  des  Dur»  fischnitt8|ninkts 
der  ISOrniaie  riiit  der  Axe  der  Parabel,  so  hat  msB  nach  dem 
Obigen  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

si'-.y=5~|^(ii,'-*),  e^'=0; 

«voraas  sich 

it^'s:x-^lp,  e»'=sO; 

also  u%=:u^\  vt=zvf!  ergiebt,  so  dass  also  die  beiden  Punkte 
(u^ti)  und  {u^'v^')  mit  einander  sosammenfallen,  und  sich  nun 
wieder  der  folgende  Sats  erglebt: 

Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  des  einem  gewis* 
sen  Punkte  der  Parabel  entsprechenden  Kiummungs« 
krelses  auf  den,  demselben  Punkte  entsprecb^ttil«» 
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Veetor  Sf^nkrechte  fftlltj  und  hierauf  von  den 

Fssspankte  diiller  Senkrechten  auf  die,  dem  in  Rede 
•tehendeD  Paukte  der  Perabel  enteprechende  Nermale 
eis  Perpendikel  fillt;  ee'echneiden  dlei^ee  Perp^^hdl-* 
kel,  die  Nermele  eod  dIeAxe  der  Parabel  sieh  Id  einem 
und  demeelben  Ponlrtab'  t 

Dieser  Sata  führt  aber  unmittelbar  zur  folgenden  Constructfon 
des  Krfimmungsmittelpunkts  der  Parabel.  In  Taf«  VI.  Pig.2.  sei 
P  ein  beliebiger  Pnnlrt  einer  Parallel ,  deren  Brennpunkt  F  and 
d«ren  Axe  FA  ist.  Darcb  P  siehe  man  mit  der  Axe  die 
tele  FB  and  balbire  den  Winkel  FPB  durch  die  Linie  PI9,  ee 
ist  bekanntlich  PN  die  Normale.  In  dem  Durchechnittapunkte  N 
der  Normale  mit  der  Aze  errichte  man  auf  die  Normale  das  Per- 
pendikel  iV.V,  welches  den  gehörig  verlänj^erten  Vector  /^/"  in  Ji 
schneidet,  und  errichte  hierauf  in  3i  auf  den  Vector  PF  das  Per- 
pendikel AfOf  welches  die  gehürii?  verlänirerte  INorniale  in  O 
schneidet;  so  lai  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Punlcte  P  der  Pa- 
rabel entsprechenden  Krämmungskreiaes,  also  OF  der  Krüm* 
nrnngahnlbmetatr. 

Bezeichnen  ivir  den  Krümmangsbalbniesser  durch  q,  so  ist: 
alte  nach  dem  Obigen : 

vejpi^  ,num  mlttplet.Mehter  Rechnung  erhiU: 

BMeiiebnen  \tir  den  von  der  Normäte  mit  d^m  Vecfikr  einge- 
atUaaeenen  apitaen  Winkel  dereh      ee  ist  naeb  dem  Obigen: 

*    tangö-=^/L^J^  . 
man  «iCielat  leiBhief  Recbnang  .    i  . 
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P  y   p 


* 

4 


cm6 


'V? 


AUo  ist 


Vi  ""KS** 


2r 

^  €06 

folgÜch 

iras  sa  dem  folgenden  Satie  Itibrt: 

In  der  Parabel  ist  die  Projection  des  KrOminangs- 
haibniesüer.s  auf  dem  Vector  dem  doppelten  Vector 
gleich. 

AUo  IM  In  Taf.  VI.  Fif?.  2.  immer  MFzsPF,  and  bei  der 
(*onatruction  dea  KrQmmnngamitlelponkta  kaan  nan  sieb  daher 
aucb  auf  folffiende  «ebr  elnfacbe  Weise  verhalten; 

Man  verlängere  <len  Vector  Pt  üljcr  den  Brennpunkt  F  hin- 
aus,  niaclie  die  Verlängerung  FM  gleich  dem  Vector  PF  und 
errichte  in  jl/  auf  den  Vector  ein  Perpendikel  so  ist  der 

Durchschnittspunkt  O  dieses  Perpendikels  mit  dergehdrig  Gerlinger- 
ten  Normale  PN  der  gesnchte  MItteIpnnkt  des  Krümmungskrcises. 

nf^cichiirii  w  'iT  die  {Normale  >%ie  früher  durch  Is  y  so  i^t  nach 
di'ni  Ulu^iieii  : 

i\S  zjz  ;  (.r  I  >)  -  orl«  i      =  \p'^  f  t/«  =p{x  [  \p). 

fiUn 

m^pr,  N^\pr. 
r^ach  dem  Oiii|(en  ist  nun: 
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fol|ücb:  A;sr|i^$*»^,irfe  bei  der  Ellipia  mid  HyiMrM^' 

Ich  hal>e  in  dieser  Abhandlung  die  vorhergehenden  merkfrür- 
digen  Sätze  und  Constructionen  sSmmtlich  auf  dem  Wege  der  Ana- 
lysis  entwickelt;  die  eigenthQmliche  iMethode  des  Herrn  Lamarle 
fübrr  freilich  viel  einfacher,  ja  in  der  That  auf  üherraschend  ein- 
fache Weise,  zu  denselben ,  was  mich  veranlasst,  nochroats  anf 
die  oben  niber  bezeichnete  Abhandlung  dieses  ^'charf)ltanlgen  Ma- 
thematikei^  änfiki.^ksani  zu  machen.  Freilich  ftihrt  die  analytische 
üfeftode  ^  und  daa  tat  eben  daa»  waa  dereelben  in'  alfen  Fällen 
claan  ao  gtoasen*  Werth  Terleihet»  —  augleicb  noch'  xn  einer  groa- 
ien^4naahl  anderer  merkiriirdiger  Rflationeji  u^d  Gtelchi)ngen» 
4ie  ao  weUeren  ' Folgerungen  Veranlaaauijg  geben  kSiiinen«  waa, 
«ne  ana  dem  Obigen  eirstcbtlleb  iat'^  namentlfeh  ancf»  bei  dleaeni 
(^ej^eostande  der  Fall  ist  Jedenfalls  hoffe  ich  noch  auf  denselben 
xuruckj^UKomnien. 


■  '  *  Ii 

•  t 


Iii  k 


t 

Unlersuehung  der  Evoiaten  der  Cykloiden« 

(Ohne  Anwendang  der  Differential-tteehnnng.} 

Herrn  Budßlph  Lmng, 
d.  .  *ff|8„,  iTer  Technik  la  Brian. 


•\  .        I*   Die  Lage  der  Komaiiinie..'    '*  . 

Ri  eel  CD  (Tef.  VI.  Fig.  a)  die  LMMe,  Od  dhr  HaHnieaeer 
^  Wllaong»«,  OB  det  dae  etaevgenden  Kreiae&  Ea  lege  der 
MlttriinBbtdea  nnendiicb  kleinen  Weg  OO^  awflek»  so  beaabreibt' 
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320        l  ang:  Vntersuckung  der  Epolusen  der  CykMden. 

«ler  Punkt  ß  den  unendlich  kleinen,  als  gerade  Linie  zu  betrach- 
tenden cv  kloidischen  Bogen  BBi.  Ziehein  wfr  O^E\\OA  und 
BG\\Opxy  80  ist  BG=OOi  ""^  OiG=^OH;  somit  liegt  der 
Punkt  O  in  der  Peripherie  des  erieugendeii  Kreises  io  seiner 
gwsHeii  Stellnog.  - 

Wegen  der  unenillichen  Kleinheit  de«  WinkeU  AiQiE  kani| 
man  setzen  BiG±  OiE,  also  auch  BiGX  ^^-^  ;  fernerist  BGj_OF, 

erner  findel  die  Proportion  statt :  Bi  Ot  AiE 
=zOiGi  O^E.  iNiiii  ist  aber  der  l^ogen  AiE,  s^a.tt  dessen  man 
auch  die  Sehne  setzen  kann,  =ftFx^BG;  also  kann  man  schrei- 
lien:  BiG\BG  =■  OB:OF,  woraus  die  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke BGB  und  BOF,  also  die  Gleichung  Z.BGBi=FOB 
folgt  Da  aber  die  einen  Schenkel  dieser  Winkelt  nftmlich  BgG 
und  BOp  auf  einander  senkrecht  stebep*  jBio  w^sen  aoch  die  ao* 
dem  Scbeaksl  B^i  und  BfwaX  eiiiaiH||er  senkrottht  stehan.  Folg; 
liefa  liegt  BF  In  der  Nofmaiirnia» .wc^cha  soMt  Uaniar  durcb  den 
Fnsspaokt  des  *  Wülsnngskreiaea  gebt  Betracitan  wir  ^aiso  die 
Laitliala  als  Abacissenaze,  aa  erbSit  man  f&r  die' anal ytisehe 
Normale  n  bei  dem  Wilsungswinkel  tp,  wenn  wir  den  Hs^bmesaer 
de8  erzeugenden  Kreises  mit  r,  den  des  Wälzungskreises  mit  r| 
bezeichnen,  den  Werth : 

n  =  V^r^-l-ri*  ^  2rri  coa^. 

Wenn  wir  hioa  die  Wertbe  von  tp  zwischen  0  und  9s  in's  Auge 
fassen ,  ao  laaaen  aicb  ferner  ana  dlaaem  Umatanda  folgtnda  Ragaln 
ableiten : 

1.  Bei  der  verkürzten  Cykloide  liegt  die  Normale  immer 
oberhalb  der  Abucissenaxe,  und  die  Normallinie  scbiiesst  mit  der 
positiven  Kichtung  der  Abscissenaxe  immer  elnea  stampfen  Win« 
kel  ein.  .  '  < 

2.  Ifti  bei  der  verscbiuugenea  Cyk(olds.  * 

9  <  arccos  -~  (also  cosg»  > 

HO  liegt  die  Normale  unterhalb  der  Abncissensfe,  ond  das  ober- 
halb der  Abscissenaxe  liegende  8tiick  der  Normallinie  schliesat 
mit  der  positiven  Riobtong  dar  Absciaaaaaza  einen  apitaigaa  Win- 

kel  ein.   Ist  9 >  arccos^,  so  gilt  das  Entgegengesetzte.  Da  mau 

jaiaa  mendlbb  klaina  SiOefcidaii  LeitKnIo  da  Gerade*  belraebten 
bann,'  ab  gilt  diaaaav  so  wia  aHaa>aadara,-aiiab>  dano^'  ii<and  die- 
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«ilkft  wir  aber  Im  Fo%«iiiI«d  die  Leitlliiie  Imnicr  dt  g«niiki 
Utk  vomiMftsmi. 


$  2.  FortselBuog. 

IDf  »ei  (Taf.  VI.  Fif^.  3.)  derjeni'je  Punkt  der  (\  k(oide,  H«i- 
eler  dem  VValzunj^svMukel  qp,  and  />\  derjenige,  welcher  dem 
WllEonif««^^itikel  qp^i*)  eiiUprichf;  so  slitd  BFund  Bit\  ili<  /u 
tfies«ri  Funkten  ^ebürigcn  Mormalen,  t%'eidie  sich  Tediogert  im 
Ftakte  T  Mbueideii. 

Im  DralMke  7FF|  int: 

^mn(a^ß)^n\nu  cos  |3  4-  cos  «sin  ß 

[r|  —  r  CO»  (y  f  <)]  r  giw  y — (r|  —  r  cos  y )  r  sin  (y  -j-  •) 


sin  y           l*"!  — »'«-•"«>(9> +*)J«i»y— (r|  — rco»y)slB(y+f)' 
 [ri— rcos(y-^t)]f  ^ 

Hir  blos  noch  die  Glieder  mit      als  fiiutiiiiisncisa  li«i[ie- 
ki^&lMii  M  lisbsn  uir  im  Zähler  sn  setsen: 

ft 

€os(y cos  y  cos  <  —  sinysia€  =  cosy.(l--|~2)— siny.f 

sscosy — smy  .«i-* 


ÜB  Nenoer: 

f)=^«ioycosf  +  cosysinf  =:  siny.(l  — |^)+cosy.(«— 


•  biny  ^  cosy  . 
==slny  f  cssy.t— — j^i*  • 


*)  lisMhgiineis  mmin  ich  wicr  •  sIm  Mstfüch  Uchio 

"nituxxx.  Ii 
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322  t  utersuc^vug  der  Ka^uien  der  CyklMdttu 

* 

fMdorch  erhält  man : 

—  !ÜJ      6(rt  —  rco^y)  f  6rsiny.g  4  3rcosy.f* 
~*  r  '  6(r— rg  cos  9)  +  3r,  «in  <y> .      (r  —    cos  (p)  f*  * 

■ 

Eotwickelii  wir  diesen  Qoosienter^  bis  tu  dem  tiliede  mit  f*,  so 
erfaulten.  wir : 

Dftb«i  bedeutet  streng  nach  ttiieerer  Figur  a  dasjenige  (onter* 
halb  der  Abscineenaxe  liegende)  Stück  der  dem  Wälsungewinkel  9 
entsprechenden  Normallinicr,  iDekh«s  ischen  dem  DurchscbnitiB* 
punkte  F  derselben  mit  der  Ahftflssenaze,  und  deai  T  mit  einer 
xvreiten  ^ormsUinie,  welche  einem  Punkte  Bi  entspricht»  deisen 
Wlilsungs(Th|ke&  von  dem  de«  mi  mitersnohendeft  (Isen)  Pjiaktei 
unendlich  wenig  verschieden,  aber  grr»sser  ist  als  dieser,  l  iegt.  Dabei 
Murde  die  oberhalb  der  Ahsdssetiaxe  Hegende  Noraale  positiv 
v(»rausä;e8etzt. 

Bexeichnen  wir  BT  mit  so  ist  in  unserer  Fignr  esi^— s. 
Da  V  unendlich  wenig  vom  KrflMimongshalhmesser  (q)  des  Ponk- 
te^  B  veriPehleden  ist  (nnd  fUr  assQ  in  f  selbst  Abergeht)  ,  sq  ist 
klar,  dass  der  KHIttimuogsmittei}»unkt  gleichzeitig  mit  dem  Punkte 
T  ober-  oder  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegt. 


•1. 


Auf  das  Zeichen  von  )....)  übt  blos  das  erste  Glied 
Einfiuss  aus,  da  die  übrigen  unendlich  klein  sind.   Da  dieses  ne- 

gativ  ivird  ii'ir  9<arccos-^i  welche  Bedingung  itbrigeuä  nur  bei 

•1  t 

r 

der  verkürzten  Cykloide  erfüllt  werden  kann  {wo  riämlicb  —  <  1 

ist)»  da  femer,  wie  wir  unter  §.  1.  gesehen  haben,  bei  der  ver* 
kOrxien  Cykloide  die  Normale  immer  positiv  ist»  so  wir4  In  die* 
seit»  Falle  0  negativ.  Es  liegt  ako  bei  der  verkOrsten  Cykloide 

für  9)^arccos—  der  Krammongsmittelpuokt  oberhalb  der  Abscis- 
senaze. 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  wird  (....J  fär  9<arceos^ 

noguliv.    Da  aber  in  diesem  Falle  auch  n  negativ  i^t,  su  bleibt 
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tfp(>^iu^.  Somit  liei^t  4iie  Lvoiute  ihrer  ganzen  Ausäehiiong  niirh 
BQterbilb  der  AbacuMieuaxe. 

Für  €  =  ü  wird  .     .     «i  •  i» 


Oaianii  fiiii(t: 


f=:3   (4) 

f"— »iTj  coüi  9 


Bei  der  verfcfirsten  CVklolde  wird,  wie  wir  liehen  balien,  cjj 


flbk9<ai)eeoe-  negativ.   Da  aber  diibei  «iisolnl 

iMcb  ki  (^-V^:  folgt: 

I^ana  ergibt  sich: 

^1^'  derselbe  absolute  Werth  lUr  den  KrtLmmungshalbmeeeer  wie 

'  ,  .  r 

kbeüiio  i»i  tur     >^i»CL«ni~;    f  =;  —  (r  |-  !•)• 

Der  Gleichung  (3)  «tilef  (iS^)  kann  ijjan  aucb  flie  Form  geben : 

r,* 

^i^HffAit  welcher  »Ich  leicht  der  KrtfmnmiiitehalbnieiiMer  jedea 
M«gf  e  Ptonkt  der  Zykloide  kenelralreii  Mm^. 


Die  l«leichongen  der  RTolate. 

Wir  bietr4M:hff*n  die  f^(ri(ii^ii^  A\  (  i  uf.  \  I.  Fi:;.  4  )  Abtfci^'«^ 
^^üHKfl  uihI  l4S^eii  üio  (ir«tiiiat«iiiiJLa  Wll'  durch  -deiijeuigen  Piaolil% 
4er  ryyoide«  welcher  4»m  Walzun^i^itiukei  0  «uteprkht»  Ee  sei; 
^  ein  l*ttokt  der  Cykluide  utnl  HM  (^^r  /u  demeelben  gehörige 
K^ttiHMiigehalbiiieMer.   Beielchfien  wir  mit  «r  und  fi  die  CiMf^U 
dee  Puaktea  itf  der  Evolute«  no  int:  t 

■ 

^Fsv-xsri^-l-OaHin^  ••iwl  —  .¥f*r-;  »jC«iii(>. 
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Mi       lMm§:  VnUnuekmi9  der  S9oimim  ifflr  CpkiüMn, 

'  ■•  rsibqp      ,  r.  — rcos» 

«in^=— — •  ai«o  cQBtU:^^  

«  -fi 

Mittituiffen  wb  diese  Warthe»  eo  erbalten  wlrt 

— ■  •  .  .  (5)  ■ 

r    r— ricoe^  ^' 

Diese  beideo  Gleichungen  hiMen  die  Gleichaiigeii  der  fiveloli. 
xWellfe  mao  daraaa  den  Winkel  9  eliroiniren»  um  eo  eine  elnilge 
'  ühiiiihiiiig  swiechea  den  laufenden  Cnordloaten  der  Corvm  an  er- 
halten ,  ao  wQrde  dieae  aehr  kemplixirt  aaafallen  und  wire  aor 
weiteren  Unteraochung  abaelat  nnbraachbar. 

$.  4.  Ein  8tflck  Theorie. 

.  Ba  ael  I7F  (Taf.  VI.  Fig.  6.;«.,  7.,  R)  ein  Stifck  einer  aieHgen 
Curve.  AM  der  Krammongahalbmeeaer  Im  Ponkte  A,  und  es  sei 

SU  lintersuchen,  ob  die  Evolute  des  Corvenelementes ,  in  vrelchem 

A  lietjt,  auf  der  rechten  oder  linken  Seite  der  Nornmllinle  iViV, 
llect.  Es  sei  ^4,  ein  zweiter  Punkt  der  (7  F.  dessen  Abi»ci5^e 
nnendtich  wenip  von  der  des  Punkte«  A  verschieden,  aber  ^rös- 
ist  als  diese,  nnd  T  der  Durctischnittspunkt  der  durch  diesen 
Punkt  gezogenen  INorrnallinie  mit  der  A^iV,.  Setzen  »vir  AT  =^  v 
nnd  AM=^Q,  so  kann  man  aus  der  Anschauung  der  Figuren  fok* 
gendea  Geaeta  ableiten: 

l««t  p  — ^  negativ,  so  ist  die  Evolute  auf  der  rechten  (Taf.  VI. 
Fli^.  5.  ,6.),  ist  V  —  ff  positiv,  auf  der  linken  Seite  der  IVorraal- 
Jinie  (Taf.  Vf.  Fig.  7.,  8.).    Ist  die  Abscisse  des  Nachbarpunkies 
kleiner  als  die  des  Punktes       so  gelten  hinsichtlich  des  ZeichoM 
der  Differenz  e — ^  die  entgegengesetzten  Regeln. 

fst  das  Zeichen  von  v — q  unabhängig  vom  Zeichen  der  Aen 
dennig  <ler  Abscisse  des  Punktes,  so  hat  die  Evolute  eine  8pitae 
(Taf  VI.  Fi?.  9. ,  10.),  welche  von  der  Evolvente  abgeivendet  oder 
Ihr  zugekehrt  ist,  je  nachdem  v-jQ  negativ  oder  positiv  ist. 

Liegt  die  Evolute  rechte  van  der  Nerroallioie,  ao  gelteo  fw* 
ler  folgende  Regeln: 

I«f  der  Winkel  «»  de»  dia  NeMialllflae  mit  dar  peaHlv«i  Riek- 

TT 

lang  der  Ahaciasenaxe  bildet,  kleiner  ais  a  (Taf  VI.  Fig.  11^  12.^, 
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Luu§:  l/ntersucMung  der  Ev^nten  der  Cjfkloiden»  SiS^ 

so  ist  die  Evolute  coiitav  (xier  (  (»nv^'x  g<^j^eri  diu  Absris-seiiaxe, 
j«  uMihdero  sie  ober-  oder  unterhalb  dt^rselbeo  liegt.    I»t  bing«- 

gen  im  besagto  WlnM  urtaer  als  |  (Tat.  VI.  Pif.ia*  14.), 

k\  die  Erolute  convex  oder  concav  ge^en  die  AliscIeianiJLey  j« 
nebdaai  ai«  ober-  oder  onterbalb  deraeiben  Hegt 

Liegt  die  Evolute  ÜDka  von  der  NorroaUiuie,  so  gehen  4le 
eotgegeij^ttietzteu  Regeln« 

f.  (L   i>ie  LvoLute  der  verküraieo  Cykioide. 

Nach  (ti)  ist  die  dem  Wülaoagawinkel  ^  entapredieDde  Urdi- 
Ute  4*r  Efelate: 

D  (^1— y)* 

r    r— riCos9 

We  man  alebt,  ist  diese  positiv  tür  cut>9>      also  für  tp  sarcco« 

r  1* 
■ad  negativ  ßlr  qi>arcco8-.    Für  g?  =  arcco«-  wird/3=.gc.  Da 

diesen  Werth  des  Wilsungawinkela  nach  (4*)  auch  ^ssqd  «»ird« 
rfM  der  KramnuHigamlttelpnnkt«  in  welehem  die  Normalliaie  der 
Bvilfente  die  Evolute  berflhrf»  In  anendlicher  Entfeinang  Heltt» 
•o  BMMa  hier  nethwendig  die  NermalÜHie  eine  Aeyin|itet^  der 
Btebite  bilden.  Ea  ist  dieaee  elnillch  jener  Winkel,  vielcber  dem 
H?«odunKSpuijkle  drr  (Zykloide  entspricht.    Für  ditvsiMi  Punkt  wird 

ii=:=V  n^  —  r^,  »oraus  ersicbfticli  ist,  dass  die  ISorniailinie  aut 
'«n  efBeogenden  Halhmeaaer  aenkrecbt  aleht,  also  Tangente  lat 
•n  den  erieugenden  Kreie. 

Wir  wollen  nun  die  Ofsfatt  der  Evolute  nSher  unteraacfaen 
uid  ddhei  blf>s  die  Wertbe  des  VV&lzungsHiokel«  zwischen  0  und 
*  iaa  Auge  lastien. 

Da  nnter  dieser  Bfdingupg  bei  der  verkanten  D^hleHte  dle 
Ahseiaisea  Ihrer  elitxi^lnen  Punkte  mit  dem  Zu  •  oder  Abnehmen  dee 
^ihnnginrhikela  gielrhaelfic  an*  oder  abnehmen,  ae  gilt  das,  was 
*Mer  {.  4.  vom  Orosaer-  oder  Klelnerwerden  der  Abeclaae  geaagt 

^ra«.  in  untrer lu  Falle  auch  unbeschränkt  von  dem  des  WUl- 
^•ogswinkeU. 

Demnach  hah^n  n  lr  ftlr  9<nreeee^ 
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i     «    .    •*  Ii 


m  * 


AUo,  trenn  wir  die«e  beiden  PtHe  xuMinnieofa^sen : 

ri(2r*-'ri* — itiCos^)  .  r 
•  —  ♦  =  J       ^       _^  (7) 

IIa      drei  Werthe  gibt«  welche»  etatt  (p  HubstUiiirtj^,  dief« 

Ausdrücke  auf  0  briiigen,  a&iilieJi  0«  arccos  und  n,  so 

kann  die  Evolnte  drei  versebiedene  Arien  von  Spitten  habea« 
Nin  iat  aber        .  « 


i*  —  ^ ±=       "'  > 0,  somit  arvcoa  - > arc ea» -i*«* 


Ka  wird  al«o  die  Spitae  «für  ^satceea — ^       welche  wjrdie 

Mittelspitze  nennen  wollet),  dort,  wo  sie  vorkommt,  immer  unter- 
balb  der  Ah»c*i»senaxe  liegen,  Eli^nso  die  8|»it«e  für  tptzrt, 
hlAhttmd  die  Sj^lize  füt  tpsiO  oberhalb  der  Ab^etssenajce  Hegt. 

Demzoforge  ist  rar  a}?=(arccoe-        — »  ik):  ' 

»  ■ 

p  -  ft«  («  =.»-„«,.^  *  HKr-n  cos«.)»»-*'' 

und  fiir  9  =  0: 

t.-^  «  (a+Ji)~    4 ^ 4^ i-os « coay?'-*^- 

Itebei  behütet  :  den  bel>(i)  iti  der  edrigen  Klannier  eingeachloi' 
Aaadnick»  l>aralMi>  folgte  . 

FÖr  9=0  wird  ' 


r  — ^  = 


Wr<  9  =;?arcco«-r-— wird   ' '   -      •  r 
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DiM  bt  di«  QoAdratwanel  V^Sfri*— i*),  weil  sie  IBr  n  «trhl, 
pMÜlf  III  nehmen,  also: 

Für  9  =  »  wird: 

Man  »iebt  hieraus,  das»  die  ^üipiUe  Tür  9  =  0  tür  jeden  Werib 

d«i  Qiioiienten  ^  der  EvoWente  Bogekebrt  ist    Ebenen  Int  die 

^lUelepiUe  dort»  wo  eie  ezietirt,  der  E?oivente  zui^ekebrt  »Snil 

ele  aber  wirLiich  existiren,  »o  niuss  ^-  no  beschaffen  sein,  das« 

r 

 >  — 1  ist;  da  iL^imlich  -f  1  und  — 1  die  Grenzen  wind, 

MlcbeB  der  Ceeinne  einen  Winkele  Inmer  eingeaebleanen  4nt. 

PHr  ^  1  erkalten  wir  aber         and  Ür  =-4 

Und  nnt  Innerkalb  d1eeer4areiiieii  (1  nndS)  denQuenieulen 

kann  eine  MUteU^iUü  vorkoiuMau;  denn  i#(  u  «hu«  ^o^Mlive 
€Maee,  und  ü«tzeo  wir     1=  1  —  u,  ee  erbaUen  wir  : 

Md  für  ^^-=2-1-11  wird 
r 


rr,  'if-n^ 


Für  CO»  y  =  wird 

jisiV3(ri*^f«)  und  ps-l  V^SCri^^r*). 

^  *«t  al«m  fiir  die  MitteUpitae  der  Krömiuungäbalhiueaaer  gleick 
^  ^leiCgbeii  > 
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328        Lang:  Untenuchnng  d$f  Ev^Mtu  der  CykMäen, 

Was  die  Spitae  Rir  9  =  anbelangt»  so  aieht  man«  das» 
flieaelbe  fflr  der  Evolute  logekebrt»  flir      <  2  hingegen 

T  T 

von  deraclbeo  abgeirendot  latt  ttnd  ea  bleibt  noch  der  Falt  -^=2 

zn  untersuchen. 

Setien  wir  zu  dieaeni  Zweclke  r|:&2r  In  (6),  an  erhalten  wir: 


:2co89 

Pfir  9  =  ;f  wird  ßi  «  6r.  Ffir  9  =  is  -|-  c,  »  obei  wir  au  aetsea 
habe«  uoaqiÄ— eoaass  — 1 +  y-^  -  p^j— wird 


«  ■ 

Man  aleht  alao«  daaa  IlBr  dieaen  Punkt  die  Ordinal»  d«r  fivelutt 
ein  Maxlmnin  wird.  Da  aber  dieae  Ordluata  negativ,  die  der 
Bvolvente  hins^egen  positiv  ist»  ao  folgt,  daaa  die  Spltue,  wekba 

die  Evolute  in  diesem  Punkte  betsitzt,  der  Evolvente  zugekelift 
lat.  Dass  aber  überbaupt  die  Evolute  hier  eine  Spitze  haben  mus«, 
ist  srhoM  daraus  klar,  dass  sonst,  v«enn  ein  Maximum  der  Oidi* 
Tiate  Statt  linden  soll,  die  Tangente  an  d\e  Evolute  im  betreffen- 
den Punkte  parallel  zur  Absciaaenaxe  seirv  mii»8te,  wahrend 
doek»  wie  wir  wiaaeo,  auf  deraelben  aenkrecht  atebt. 


Ea  bleibt  nan  noch  mittelst  der  Formeln  (7)  au  unl 

ilbrig,  wann  die  Curve  convex  oder  concav  gegen  die  Abscisseo- 
nxe  aeio  wird.  l)a!)ei  haben  wir  den  schon  unter  §.  I.  erviähnteo 
Umstand  zu  be nick  sichtigen,  das^  in  unaerni  Falle  die  Mnrrnnl- 
liiiie  mit  der  positivon  Richtuag  der  Abaciaaeuaxe  immer  eio«Q 
ütumpfen  Winltel  bildet 

T  T 

lat  9  < arccos  — ,  akio  CO09  >    •  ao  Ist 

Jr*— Fl*— rriC0S9<r* — ri*, 

alaii  negativ»  •  aomit  e  —  ^  poaltiv.  Ea  liegt  abo  die  Evehite  Ar 
9<arccoa—  Imka  von  der  Normallioio»  Da  fiemer  (mir)  \n  «Bo- 
aero  Falle  die  Ordlnaten  der  Evolute  positiv  sind,  so  folgt  daran«, 


9 
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dm  obcffkalb  dm  Ab0i*iai«enii«e  livgende  8tiek  ilrr  B%*iiiute 
concftv  gegen  die  AbeeiiMieiiaze  iüt 


r  ir«— r,* 


Ui&  Hrcco^  —       <  arccfii«  «o  i^t  u  — o  iieuafiv.  Eh 

Vi  ffi 

lirgt  alM  die  Evolute  recht»  von  der  ^iormaUinie»  nnd  da  aie  sw 

fjlMk  onterbalb  der  Abtfeisaenaxe  lieitt,  ae  ia|-  aie  gef|en  dieaelbe 

ebenfalla  concav. 

Ul  y  >  arc  cok         '     ,  *io  IM  c  — ^  potiUiv  ;  aoniU  liegt  dl« 

Ti 

Cvrve  liaka  von  der  Iforoiallmie,  nnd  iat  daher  aaa  demeelben 


mm 

Gnrade  wie  Traber  ((«k***  diei>e  convez.  —  lat  '^->i»  ao  nrird»  wie 

wir  gt^ebeii  haben,  der  einzige  Werth,  dmn  man  aoe  der  Glel- 

chunif  '2r*  —  Fj* — rriCiiscp  —  O  für  cosqp  erhalt,  kleiner  af«  — 1. 
Daraus  f«»lfft .  dd»t»  da*»  Zeiclien  drs  iSubsfif  rihüis  Resultates, 
^elchea  man  erhalt,  wenn  man  ?r>  obiueni  Au-ilrueke  stnU  prmfp 
Gerthe  gro^^er  alfi  — 1  «etzt,  iniiuer  dae^^elhe  ist.  Setzt  man  aber 
1.  Ii.  coay=0,  ao  geht  2r' - r,»-  rrj cosqp  in  2r*— ri*  Aber,  welcher 
Avedrack  aber,  da  V|*>4r*>2r*  iat.  Immer  negativ  iat.  Darana 

Mgt»  daaa  ancb  v — n  für  jeden  Werth  voo  9>arcco«^  negativ  lat 

Somit  bt  der  ganze  unterhalb  der  Abaelaaenaze  liegende  Thell 

dm  Svointa  gegen  dieaelbe  eoocav.   Daaaelbe  gilt  Air  "^^^ 


§•  6l  Die  Eveinte  der  veraehlnngenen  Cyklolde* 
Bei  dieaer  Onterancbang  trollen  wbr  «riedor  voiamaeteont 

Far  9  <  arc  coa  y  iat  a  abaolat  genommcfi  =  «— c.  Üa  aber 
^•bei  m  negativ  iat,  an  lat 

tfs—(r-|-n)  und  <ra=  — (pfit). 

^•ll«r: 

r  -  9  :s  (e  f  n)  ~  (94- »)  8  e. 

^«b«i  iat  aber,  da  hier  mit  dem  Wachaen  den  Wftlanngawlnkela 

«m  Abaci^^e  abnimnif,  ffir  nnaere  Untersuchung  — f  statt  i  jtu 
*^^*«n.    l,^  ml  also : 
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Für  9>«reco«y  \%\  9^=J0  —  n  und  c^j  =  ^  —  w,  also: 

Ffo  g»<aro€o«~  ist  %  neettiv. 

r 

.  Ferner  ist,  nie  wir  geMhen  haben,  der  Werth«  den  hiad  Air 
CM^'  ttiie  der  GleiehruBg  2f*«-r|*  0€rldllt,  filf 

(wa«  eben  Hie  vereicliluugene  Oykk»ide  charakterieirt),  grö»» 

«er  ele  i ;  seftacb  IMbl  des  Zeiclieii  de«-  8al»IMIoM-RMlli« 

te«  veir&r*^r|^*--iTtCosqp,  wenn  man  für  eoe^  Wertbe  >1  sobeH- 
tfirt,  ungeindert  Setzen  fi'ir  nieder  cnä9>  =  0,  so  übergebt 
*ir*— fi*— rrj  cosqp  in  —  rj®,  welcher  Atisdruck  offenbar  posi« 
tiv  ist.  Demnach  ist  obiger  Ausdruck  für  alle  Warthe  von  cosqovl, 
aUo  für  alle  möglichen  Werthe  von  (p,  potüitiv,  und  daher  to 
unserm  Falle  t? — ^  ne^jativ.  Die  Curve  Vw^K  also  rerhts  von  der 
Normal  Ii  nie.  Da  diese  teruer  oberhalb  der  Ahscisseoaxe  mit  dex 
positiven  Kichtuiii;  derselben  einen  spitzigen  Winkel  einschiieüKt 
and  die  Ordioaten  der  Carve  negaHv  eind,  ae  ist  diese  gegen  die 
4tissiasenß^e  convex. 

Für  .9>areeos<j|^t8f  e->^  ptoslRir.  DSe  Cnrve  Regt  also  Vnb 

von  der  Nornjailinie.  I>a  diese  ferner  mit  der  positiven  Kichtun? 
der  Abeiyasenaxe  einen  stumpfen  Winkel  bildet  upd^die  Ordinaten 
der  Curve  ebenfalls  negativ  sind,  an  ist  aacb  dieaer  Theil  der 
Cerve  cm^ei  ge|t«t»  die  Abscisaenaze. ' 

Die  Figuren  I..  '1,  und  3.  auf  Tai*.  VII.  zei^^n  die  beiliufige  Form 
der  ETolute  für  verachiedene  |i&iie« 
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.  .1  '  ♦ 

I 

DanteUung  de»  lUMiHiücheB  KeUanbracbes 

I 


1 


I 


' '  '  b  geschlossener  Form. 

Von  ,. 
Fmtttmw  w  4tr  HulirfC'Akadewie  in  Wien. 


Uk  M»e  Hb  aS«tmi  kod»  dl«M«  Archivs  (H.  141.)  Or  den 
KetteabnMb 

1  .   •  I 


1  + 


1 


3  + 


T 


4  +  .... 


Werth 


■leiM 


•dm 


•  « 


/ 


ani^egeben ;  im  dOüteu  Baude  de«  A  rctilT«  (8<  81.)  iiide  ich  tiirden 


l  . 

*  +  r  - 


i     .1-1  +  —  j  

dco  Werth  •       '  * 
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3^2  SpU^^fr  ffurUeid.  eine*  UHtfuU^  AeUenärucAes  m  geuAlffU,  i^mm. 


(woselbst  nach  veirlchletcr  Differentiation  r=l  gesetzt  werüte^ 
nju«ii),  ivelchersicb  auch,  wie  leicht  einaasehen.  ao  daratelten  laMl^ 

Q   I  r  •  -  -  *  1 

fl 

und  wosrllMt  •benfiilla  nach  vemchtater  Diimotiatiott  r  datck 
eraetat  «rerdan  maaa. 

Hier        ich  luir  erlaubaot  deo  Werth  dea  ioi^eodeu 
teohrticbea ; 

tLr  +  l  +  ?  

2af  +  3+  1  

10  baatlamen.  Sei  deraalbe  ^(jp)»  «o  iat  ofenbar 


J 

i 

I  f 


und  aatit  niaii: 


ao  arhlilt  mau  die  iileicbung: 

welche  geordnet  «ich  so  «teilt: 

+2)  +  (2a:  + 1) /^J?  + 1)  -  A*) =0,  (f  > 

und  deren  Aufluaung  ana  jetst  obliegt 

Ich  setze,  geleitet  durch  die  Ergebnisse  meiner  frllberen 

terisiithuDt^en ,  f(x)  voraus  in  Form  eines  Differential -Quotiefi^^ 
mit  variablem  Differentiations- Indexe;  ich  setze  iiärolicb: 
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spii%er:  DarßUii  eines Htiendl.KeUeHÖmtkin in 

wnnelbst  ip{r)  ehia,  eliittireil«»  »oeb  «nbtiilMiait«  Fnnetisft  ton  r 

bedeutet,  and  l  eine  eoostoiite  Zahl  Ist,  die  iiach  verrichteter 
^nialiger  Differeutiation  von  g)(r)  lo  dem  äo  erhaltenee  Ecfaltete 
«tatt  r  gei»etxt  werden  oius» 

Non  hat  mati: 

end  werden  dieee  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  eiogefahrt,  aio 
«itbAlt  amb: 


denn,  differenzirt  man  das  Produkt  {t  —  X)(p"{t)  a-mal  beiögllch  r, 
nach  der  gewühnlicben  Regel,  wie  man  ein  Produkt  differenzirt; 
•o  erhält  man: 

wae  «ich  für  r  =  A  auf  U    ^   U  reducirt,  wenn  nur 
Af  f^^X  ttleht  uneddllch  wird. 

^ 

Die  Gleichung  (2)  llUet  eich  nunmehr  so  ecbreibfn: 

nnd  man  genOgt  dereelben  flir  jene  Werthe  veiif  ^(r),  «releltc  die 
Glelehnog 


*)  Ich  hal^  die^elhe  Methode  Angewendet  lur  Integration  der  line- 
M  DiffortBSee-Glelcfiungen ,  dereo  Coeffirienten  gnnze  al^eliraische 
Fanc^onen  der  nnebkangig  Variablen  «ind  und  «ie  in  einer  der  kniserl. 
Akadroiie  dar  Wi««pnsr haften  an  Wian  am  4  Febnu^r  d.  J  übe/rrai«htMi 
Ahhaadlaag  aneaiaaadargasalat. 
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identisch  iimcheii. 

Diavetbe  teieinfatiit  «ich«  Air 

A  — •  f  9 

6#iin  maii  fiat  dann:  .  f:  •  . 

Ärg»-'(r)  +  v'(r)-»(r)=0, 
eine  Gleicbnng,  der  geui^t  wird  ffir 

9(r)  =K  Qdf  Var  ^.  c;r-Vtr. 

Ra  i8t  fioniit  da^  integral  der  üieichuug  (l): 

und  zwar  ^atiz  n h/h eiteihaft,  weil  cp"{r),  jrmal  diieraoairtp 
r  =  i  nicht  uneiidiiuh  wird.   Wir  babea  aomit; 

♦(«)=)  rsjn  . 

ebi  Aoadrock,  «ralcbar  ala  mit  aiiiar  irlllkOhrliehan  Coaatantoa 

Cm. 

|r  veraehan  betrachtet  werden  kat&n.    Die  Beatimmang  di^r 

Cun^taiiten  ist  leicht;  denn  e»  iat  lÜr  :r:=0 

Derselbe  Kettenbruch  iat  aber  (ni.  a.  Grane rt'a  Supplemente 
SU  KlfigeTa  niathematiachem  Worferbuche.  1.  Band. 
Seite  555.)  gleich 

folglich  iat      =s  €i»  und  daher: 

2«  + 1  +  ^  1   £  +«-»'^») 

^+'»+:       -  1 — =  ri^f  


ein  Auadrack,  in  welchem  nach  ferrichtetcr  Differentiation  £ 

gesetzt  werden  muss. 
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*  Von 


Horm  Simon  Spitzer ^ 
^rafe#AOr.  tili  der  HaAt^b*  AkiKlotnli:  «u  Wi«n. 


Ich  setze 
md  erhalte  hierdorch 

II»  ((«I ^of  5^  j^iw  gat^Xm)  ^  f  j 

•d«r 

Das  Integral  dieser  Gleichuu^  i>t  aber  (»iehe  ^i'tzungdliericKte 
der  Wiener  Akademi«  der  Wis^enacliarun.  26.  Band« 
Seite  48p.): 


woaelliiit  C| ,  —  Cm  willkä.irliche  ('oiiHtaaten  sind  und  |*  eine 
primitive  Wursel  der  Gleichung  iat;  mao  hat  daher: 

oder,  wie  leicht  einauaeheD:  " 

mllkübrlicbe  Functionen  verataoden. 


Leichte  ganz  elementare  Summirung  einiger  Reiben 
und  darann  abgeleiteter  einfiicher  Beweia  dea  binomi- 
schen Lehrsatzes  für  negative  ganze  Exponenten ,  zur 
Aofhalime  in  den  mathematiachen  Schnlanterricht,  odar 

wenigstens  zur  Benutzung  bei  demselben* 

(Mit  Racksicbt  anf  Rtfsmii^a  analytiqnea  par  XL  A^Gaocby. 

Turin  im*) 

den»  Herausgeber« 


Jedenfallff  l«t  sehr  zu  wilnsrhen»  dass  die  ^anz  iitnvissen- 
schattlichen  T^rihen-  Eiitwickelungen,  die  man  in  den  lür  den  Sebald 
Unterricht  liet»tiiiiniten  Lebrbtit'berii  immer  leider  nur  zu  bio^^ 
nocb  antrifft,  namentlich  aber  die  der  strengen  Wiesenschaft  bei 
ihrem  jetzigen  Standpunkte  ganz  unirardige  eogenannte  Methedo 
der  anbeethiimten  Coelficienten»  an«  dem  Sehalnnterriclite  gans 
veraebwinden  und  aaa  demselben  verbannt  werden«  und  dasa  anck 
dfeeer  Unterricht  sich  immer  mehr  ond  mehr  der  wisaeaecbafl- 
lichen  Strenge  nShere  nnd  beieieaige,  welche  bauptsSdUich 
Caucby  in  die  algebraische  und  in  die  transeendente  Analyaie 
eingefiihrt,  und  dadurcb,  nie  durch  so  vieles  Andere,  seinen  Naroen 
unsterblich  gefii.ulit  hdt.  Denn  dass  von  dieser  vrdlipen  Umge- 
etaltung  der  Analysis  der  Schulunterricht  sich  etwa«  an^eeitrnet 
and  daraus  die  KrOchte  gezogen  habe,  welche  er  daraus  ge^viss 
zum  grossen  \  ortheil  der  Schüler  hatte  ziehen  kunnen,  lasst  sieh 
wabritcb  nicht  sagen ,  wenn  man  nur  einen  Hlick  in  die  Masse  niatiie- 
matiacber  Lehrbficber  tbnt»  mit  denen  uameatlicb  jetst  der  Bacher- 

» 

Nur  Nr.  tV.  unten  i«t  Tiin  Catt«:h^v  entlehnt.    l>te  Heiheoftuiomi- 
riingeii  gehören  gant  mir  an.  G. 
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ämrmus  sUtgeiaL  tmfacker  äetceia  äts  äimtm.  LtkruUw  elc  ^7. 

raarkt  iihi»r8chweinnit  ^^lr(! ;  ja  es  erregt  uahrhaftes  Bedauern,  u  <  mi 
man  Kieht,  wie  ganz  8()urlo.s  Jene  gro8«artigü  Umgestaltung  der  win» 
Moachaftliclien  Darstellung  aod  £otifickeluns:  der  Afialyds  bei 
ten  an  den  m eisten  Verlanam  dItMr  Lelirbflcher  vorÄbergegangen 
ist.  Die  folgenden  elementaren  Betraebtvngeo  habeo  deo  Zweck. 
MB  kleines  Scberf  leio  Eiir  Uerbeifilbraiig  elneit  besseren  Zaetaodee  in 
dieser  Besiebung  beiiutregen,  aod  wejden  boffentlicb  noeh  einige 
Awinktwe  von  gleieber  Tendens  In  Ibrem  Ciefdge  haben.  MUgen 
ilieselben  de«  «rarme  Inlereeee  von  Netfe«  belbitigen»  ireiebee  wir 
ven  jeher  an  dem  Gedeihen  und  der  beeeeren  Gestallong  dee 
oMrtbenMitieeben  Scbnlnaterriebts  genemmen  haben  I  denn  nnr  die* 
99m  lotereKse  verdanken  ele  ihre  Entstehung. 


Die  für  viele  Untersuchungen  Hicbtige  Reihe  ^der  figurirten 
Zahlen 9  nXmllch  die  Reihe 

litit  eich  weht  an  Elnfacheten  auf  folgende  Art  anoimlraii. 

Offenbar  isi:  " 
Abu  iel: 

{  ..  .k  ^  i     (A >  U  ^ ^-  '(^  ^  -  -f  ^""^  ^ ' 
1  ••••  Ic         \  **»»k  I..../>  1  ••••  Ar  Ii  1 

2....(*+l>  I 

Hleraup  ergiebt  sich  ferner: 
1..,.^  ^  2....(^^-l)  ^  3    (ifcf  2)^3.^.(i^-|-2)  ^  2....(ife-f  I)  iH-a 
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Di«8  fahrt  ferner  xu: 

AliH>  ist: 

'    _5....(^-f  4)  ^  4  ■  .(Af  3)  Ä  +  4 

g....(Ar-|>4)  Ä  +  5 

■  «   

Wie  man  gans  in  derselben  Weise  Immer  ireiter  gelien  ininii, 

«nteriiegt  niclit  dem  geringsten  Zneifel,  und  rosn  sbstrslilrC  s«s 

dem  Vorhergehenden  suf  der  Stelle  das  folgende  allgemeine  CSeseti! 

»>».(A'  -f-M  —  1)  /i-\-n 


w  ....  (/;  -f  n) 

~  i..„(ife  +  i7' 

die  bekannte  Sammimng  der  figurirten  Zahlen. 

Für  A^l  ist: 
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JU2  2.3  3^  4^  .  y»(/»4^])_ii(n-f  l)(itV^)  *  * 
1-2  ^  O  "»^  1.2  + 1.2+--+    1.2    —  TO  


Für    =  3  ist: 

wji^  ff  »Ii 

\rl^enn  man  die  Reihe 


mit  1  — ^  maltipliciH»  m  erhält  mao  als  PqoilDct  die  GrOne  l»4e*>; 
alM  ist  '  j 

oder 

wie  aucli  ans  der  Lehre  von  den  geosuetri«»cbeu  Reihen  sogleich 

Aus  diesem  «HeleUnK  «nMvaiit'skJi  mm  MMMiilliiiv.  AHMh 
senden  Gleichungen: 

1  +   +  ....  +  r-i^' i^l- , 


IS. 


u.    S.  VI*. 


Addirt  Tfian  jetzt  ^lem  Gkiehungen  zu  einander  wendt^t^xb^ 
~  wieder  die  Giekhiiog  1)       ao  er|iiütinan  :     , '  * 
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Ans  dIeMr  Gl«iebang  ergiabt  idcli,  daas  die  Sonn«  der  Ibigei-  \ 
den  Grileaen: 


1  ,.2 

^4?  +1       T  ••••  +  I 


t  « 


1 
f 


gleieh  der  Seoine  der  foigeedeii  GrOaeee  iet,  welefce  oicb  Q 
eftfnKer  die  Somnen  der  voretelteDdeii  Beibeii  ekids 


1  n 


(1— (1  — or)«        1  1-ar 
»•  s.  w. 


Bildet  inah  i'un  die  beiderseitigen  ^iunimen  niitteUt  L  oad  dtl 
obigen  GleichuDg  !)•  so  erb&lt  lua»  die  üleicbobgi 


Digitized  by  Google 


hia.   :   1.2  .2. a      3.4  n(n  +  l)  , 


tUo: 

Au«  dieser  UieicbuDg  fgigl  ferner,  da»«  die  Suniate  d«?  folgen- 
t.%     2.3      3.4  ,  w(nf  1} 

 172  


«•  w. 

1.«  -  .  - 

1.1 

l.i 


gleich  der  Sümme  der  folgenden  Gr^snen  Ist,  welcbo  OAdi  3) 
oltnlMir  di«  äummea  der  vorsteheodep  Keiheo  eind: 

I  ir«       n      ^       n(tff  I)  «• 

4  • 

jg  ^L^J      Jg*        (w  —  l)w 

(1 1  l.a 
u«  s.  w. 

J«-«  2      j:«'        2.3  ar« 
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Bildet  man  nuo  dt»  btiderseitigen  Sumnittn  mittelst  !•  nsd  4ir 
obigeo  GreichttDg  1)*  .10  erbllt  maii  die  Gt^khaOgj. 

_      1       i    1         X"   /     II       a*        njii  ^-1)  3:* 

^(T^or)»  jl-«T-^l  "F  a-^^)»^    1.2  * 

•  M  •.  l«^i«3  1—* 

also:  vi'.  '     '  '    .  . 

*'    1.2,3  +  I.2.3'^  +  T7i.3'^  rXFT- 
  1  jg"        n       .T*        «(»4- 1)  < 

•    .i  '  ••  •  .-"^n.o — 

Es  ist  gtinz  unnüthig,  diese  Entvijckelungcn  noch  %%'eiter  fort^ 
zufuhren,  da  das  Gesetz  des  Fortgani^s  und  der  Bildung  der  be- 
treffenden Grössen  ^chon  hier  ^ariz  *klar  vor  Augen  liegt,  l;ebe^ 
baupt  gelangt  ;iu&n  dadurch  nfTciibar  zu  der  folgenden  allgemcift 
gCiltigen  Cilifichiing»  in  ^reicher  die  Aniehl  der  Glieder  der  GWisse 
auf  der  linken^  SÜDite  des  Gleicbheitszeicbens  die  AnsabI  der 
Glieder  dbr  'Groase  auf  der  recbten  Seite  des  GleiebbeltsieidieBi 
ifc  +  list: 

{!'  «I'u;«!         .  .   .  *  '  Hl-  »'*-  •  i      ^  • 

1...  {k - 1;  +  l....(ifc-;ir 1)*  I..<..(*-1)  ^ 


K2  (1— 

a.  s»  w« 

.     .  .\      ii(7ifl)....(«  +  i5:— 2) 


1.2.3...(A-1)      1— jp* 


I 


Weil  aber  ofeuliÄr;, .  i  ^i^j.    1    |     t, i«    t  I 
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1)      _  . 


— TO — • 

IL    6*  •if* 

»...•(n  +  Ä:-2)    it(;t+l)....(ik  +  n-2) 


1)   ^     1.2.3....(n— 1) 

^9  liovoti  mn  sich  am  leichtecten  sogleich  flbemsft»  wann 
Zlhier  «od  Nenner  der  ßrdche  in  den  einselnen  Gleiehnn- 
gn  iiber^s  Kreus  molfi^icirl»  was  augenscheinlich  aberall  sn 
irltielien  Prodvelen  fiihr^  so  kann  man  die  obige  Gleichnnir  anch 

ilf  folgendem  Ausdruck  briugeu: 


y,k  A(^->-|)(/-i-2) 


» (n  -f  U  X» 

i»(ii4t)(n-|-2)  ^ 

TO  (l^x)*-* 

n.  a.  tr. 


Aua  der  vorhergehenden  Cileichunf^  iKsst  sich  eio  aehr  genfi- 
HOTider  einfacher  Beweis  dea  bineniiachen  Lahraataes  Air  negatite 
liaoae  Esponenten  ableiten»  woan  «rir  aber  erat  nach  die  folgen* 
teo  Betraehtongoo  ?oraaaachieben  mfiasen. 

In  der  Uruaaa 
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f  1)  ....  (n  -f-  yn  —  1)  ^  ] 
1.2.3....m         ^"  j 

sullen  m  ond  n  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  «velche 
au«  einem  solchen  Gesichtspunkte  betrachten  wollen,  dass,  iJ 
m  ungeändert  oder  constant  bleibt,  man  n  in's  UnendD 

wuchsen  lässt.  Auch  8oll  x  fur's  Erste  nU  positiv  angenoni 
werden.  ^ 

Zuerst  erhellet  auf  der  Stelle,  da8R  man  die  obige  GH 
unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann: 

(,  +  L)(l  +  ?.)....(l  +  ÜL-li) 

].2.3....m 

Wächst  nun  n  in's  Unendliche,  so  nShert  das  Product 


II' 


n 


welches  aus  einer  endlichen  völlig  bestimmten  Anzahl  von  1 
toren  besteht,  weil  m  eine  endliche  völlig  bestimmte  positive  gt 
Zahl  bezeichnet,  sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Ein! 
uhd  kann  der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
nur  n  gross  genug  annimmt,  was  sich  noch  bestimmter  auch 
folgende  Art  ubersehen  lässt    Offenbar  ist  t 

(I +1)(H-1)....(1  +         <(,  +  ÜLZÜ)-...  . 
und  kann  man  nun  beweisen,  dass  die  Grösse 

.,.(i+-^)-> 

der  Einheit  beliebig  nahe  georacht  werden  kann,  wenn  mto 
fi  gross  genug  nimmt,  so  wird  dies  natürlich  um  so  mehr  von 
Grösse    •  •..     •  *  * .   '  4  w; 

»  I 


(1  f -Kl  4 -)....  (1  +  --—) 


gelten,  wobei  man  nur  nicht  aas  den  Augen  zu  lassen  hat»  i 
die  Grössen      ,  . .  ,  , 


•  (i+L:)(l  +  -)  —  0  +  )         (I  +  


beide  stets  grösser  als  die  Einheit  sind,  und  nach  dem  \^oi 
gehenden  die  erstere  immer  zwischen 


1  und  (1+—-)"-»  .  ♦ 

U«^   Uin  nun  aber  su  beweiaen,  daKi»  die  Grfieae 

Ii 

4 

der  Einheit  beliebig  nabo  gelmebt  werden  kann,  wana  man  aar 

n  groaa  genag  nimmt,  mafta'man  zeigen,  daaa,  wenn  eine  be- 
liebige po8itive  GrÖ8se  bezeichnet,  die  positiie  ganze  Zahl  n 
immer  so  gros»  angenommen  weriien  kann,  da8i$  die  Bedingung 

(1  + -^)'-»  - 1 

•rfdllt  witi.  Oi«a«  B«diiigmg  irird  alter  erfüllt  Min«  wenn  die 

(1+  -^)— »<<»  +  l 

erfüllt  Ist,  und  dieae  Bedingang  wird  ferner  erfüllt  aein,  wenn 
die  Bedingnng 

alee»  wenn  die  Bedtngnng 
alao»  wenn  die  Bedingang 

1 


ilao,  wenn  die  Bedingung 


'V 

evftUt  iat;  und  da  der  ErRitlong  dieser  letzteren  Bedingung  offen- 
bar nichta  im  Wege  atebt,  aa  wird  aicb  ancb  die  aratn  Bedingnag 
buper  erfttllen  laaaen,  und  daber  nnaer  Sata  bewiesen  peln.  , 

•  '  •  '  '  r       I  '»'»1 

Weil  non  «.i*, 
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sich,  wenn  it  ins  Unendliche  wichst,  bis  sa  Jedem  bell 
Grade  der  Einheit  nähert,  so  nähert 

(1 +-)(!  + -)....(! +  '^^) 
1    «3  •••«in 

«ich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  offenbar  bis  zu  je< 
fiebigen  Grade  dem  endlichen  völlig  bestimmten  Bruche 


1 


1  •  2 . 3  •  •  •  • 


in 


In  Betreff  des  Products  n"».T"  bemerken  wir  nun  feriM 
gendes.  Auf  der  Stelle  wird  man  sich  von  der  Richtiglc« 
folgenden  Gleichungen  überzeugen: 


Uli'» 


1 


(n  +  4)"»  j:"+*= (1  +  — t-q)*"   •  (n  +  3)'"a:"+» 

n  -f-  u 


also: 


u.  s.  w. 
.1    I  I  1  .  ^ 


1 


1        r  ' 

•  'w  '  .ffl»  •  I  **iU  iif  -1  »# 
(n  +  3rj:»+»  =  (1  +       (1  +  ;;:|r2)'"''  "'"^"' 

(«  +  4)-*«+«  =  (1  +        +  l^iAl  +  i^)''(i+Aäi)''^- 

•  ttttUi»  yi!n:2«n'f'*>H  iimmIxJ  *!  iM<'t*>  i.niifl;*lji  i»tl,  t,*.-  hott  Ini 
«rno^^nibfiÜ  »Jäih  Oll»    »IT.  «I'ifck '>it// Wii, .  »•!•.;.•      • //  iru'  «•♦fbi 

und  folglich,  wie  sogleich  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt, 
die  Brüche  «"'»J  b  »' 


•    ■  *  • 


•  (w+i)"«»M:<i(i+l)-«i».«*"*-, 

(II -l- 3)~««+»  <  1(1 

I 

(n    4)"»ar*+*  <  1(1  + 

n 

a.  tf.  IT« 

,  I     ,  ...  .. 
WeiiQ  aber  or^l  ist,       kauii  niaii  n.  ioimer  t»o  gros«  nouitboieii» 

i^t         denn  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  erforderi  nach  uod 
die  £tfiillaog  der  folgenden  Bedingeiigen : 

..i<VI.  ',<yfl-u 

« 

die  Erflillang  der  Bedingung 

m 

1  v« 

it  >  -j5   oder  s  >  —  $ 

•  I  „  « 

utEcl  da  der  ErlüUuüg  dieser  Bedingung  offenbar  nie  etwee  kn 
eteht,  ee  lleel  eieli  meh  din  erste  Bedingwg 

■  • 

erfOHen,  irene  onr  «  <  ]  iet  Nodi  einrecher  läa«t  eM^li 
'l««  eegleleb  nnf  folgende  Art  dbereehen.  Die  GHüna  (I  ')« 


^WeeeX^I         Ul  die»  naiäriM  aiehl  Bi^iäi;  '^ 


I. 


(i+i)-*>V 
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i%elche  immer  gHtoser  als  die  BinMl  tot,  *NM'aMi> 
Einheit  beliebig  nehe  bringen,  wenn  man  nar  n  groen  gMNV 
nimmt  Also  iieet  eicb  »  immer  eo  gNMS  minebmen,  dnse 

+  <  ^  oder  (1+^)--^  <|-I 

i8t,  immer  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  ;r  ^  I  ist.  Daon 
ist  aber 

a  +  ^r<j»  aUo  (l  +  ^)«.r<l, 

wie  verlangt  wurde. 

Bat  man  nun  aber  nnter  der  Veraaeseitang »  daea  «  <  1  iat» 
M  eo  greee  angenommen,  daae 

iat^  ao  nähern  sich  die  Potenaen 

la+^r^i»*  UdH--)-«!«»  Ul+^)"*)*.-^; 
alae  offenbar  auch  die  Gritaaen 

|(l+i)»«|l.H»Ä",    |(l4.i)i4^|t.|,«4F«,  Kl-f^)'«jr|».iii»j?«^ 

foiglicb*  nach  dem  Obigen  nm  ao  mehr  die  GrSeaen 

+  (n+a)»jf»i^*, 

bis  zu  jedem  belicbi;^en  Grade  der  Null,  wenn  man  nur  weit  ge- 
nug in  die^eu  Reiben  fortschreitet;  ^voraus  sich  nUo  ganz  un* 
zweideutig  ergieht,  dass,  unter  der  Voraussetzung  j:<l,  die 
Grdaae  n^^o:"  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  Itaon,  wem 
man  nur  ti  groaa  genug  nimmt 

In  Verbindung  mit  dem  oben  Bewiesenen  ergiebt  sich  also 
hieraus ,  dass,  unter  der  Voraussetzung  ^  <  I ,  die  Grösse 

der  CMue 

1  •  2«3**»»  M 


I 
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Irk  dar  Mdl,  bdMig  wAm  fltbmht  wwim  km» 
MT  II  gffOM  gMiif  aDsinoit 

Zir«r  ist  bisher  x  als  pMilif  angononimeit  worden;  das«  das 
Fofstetmide  aber  auch  gilt,  weoo  x  negativ,  und  nur  sein  abao- 
tator  Werth  Uaber  ab  die  Einkait  lat.  OUlt  auf  dar  StaUa  in  die 


Wenden  wir  nun  den  in  III.  beHiesenen  Sati  auf  die  io  U. 
gefondeae  Gleichung ,  n&mlicb  auf  die  Gleichnng 

«(fH-l)  3g* 

— rr"- (!-«)*-• 

ti(n-f  l)(n-|-2) 

l.2,3      •  (1— 


i.2.3....(/f— 1) 

^  »  Indem  wir  in  diaaer  Gleichung»  die  GrBaae  k  gant  nngeltt- 

lassend  oder  als  constant  voraussetzend,  die  GrSsse  n  in's 
'^■J^^crullli  tie  warhsfii  laü^ien ;  no  nahem  nach  III.,  i»veDn  der  absn- 
^U^t^  VVertli  voü  X  kleiner  lU  'Üe  Finheit  ist.  alle  Glieder  der 
^^^jsse  auf  der  rechten  Seite  des  iileichhcltszeichens  in  obii^er 
^t«^lehang,  mit  Ausnahme  des  ersten ,  deren  Ansabi  die  völlig 
^^^ttmmte,  von  n  gans  unabhängige  Zahl  k  is^t,  Aich  offenbar  bie 
'^  ^^  jedem  beliebigen  Grade  der  Nnll,  weil  nimlicb  nach  III.  die 


'  r*^*  "T72  1.2.3    \.%.%^ijir^' 


^^ch  anter  den  gemacliten  Voraussetzungen  bis  an  jedem  belle- 
^^gen  Grade  der  Null  n&bernt  und  die  Nenner 

Sans  bealhnnite  cenalante»  d.  b.  reu  »  vBlIig  nnabhieglga  OiÜ» 
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MD'M.  Abir  MM«  Mk  oiiUr  <to  fiAMM  •«T-tei  dMitail 

Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger .  Gleichung  ihren  erstw 

Giiede 

(1-*)*-^'  f  . . .  .... 

als  Gränze  bis  zu  jedem  berie!»i<ren  Grade,  wenn  n  in's  ÜncnÜ- 
liehe  wächst,  naturlich  immer  um  nnter  der  \  oraussetznni»,  dass 
der  absolute  Werth  von  x  tdeiiier  aln  die  Finheit  ist.  Folglicli 
nähert  unter  derselben  Voraussetzung  auch  die  Grosse  auf  ^^r 
Iniken  Seite  de«  GleidiboHiioieb«M  in  bbiger  GletebiMig,' cimlich 
die  Grteie 

^  +  r  + Tir  ^  +   1.2.3  *  +  +  X2X3i-ir*^ 

sich  der  Grosse  (l^or)'*  bis  la  jcwieDi- beliebigeti  Gude,  wem 
n  in's  Unendliche  wäcliat,  «o  dass  also  auch  (l^jp)-^  mtttebt 
der  vorstehenden  Reibe  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauig- 
lieit  berechnet  werden  Imnn.  wen«  man  In  derselben  nur  u  grees 
genug  annimmt,  oder  eine  biurelcbende  Anaahl  Ten  Gliedern  die- 
ser Reihe,  vom  Anfani^e  an,  wenn  man  eich  dieselbe  in*s  Unend- 
liche fortgesetzt  denkt,  /.u  einander  addirt  oder  im  All^emeij  üii 
mit  einander  %'ereinigt»  ^vas  utaii  bekanntlich  in  der  kürze  auf 
folgende  Art  zu  schreiben  ptiegt: 

(1  -       + 1  ^ + -j^'  + — f72:3 — *  +•  • 


Schreibt  man  —ar  für  Xf  so  stellt  sieb  diese  Gleichung  um 
der  folgenden  Form  dar: 

(l  +  ^)-*r-.i-  -  1.2—**  l  O  "•^  • 

oder  unter  der  Form: 

(1 H-yX  +  +   j-^-^j  

|-l<x<  +  ll 

in  welcher  Gleichung  der  binomiscbe  Lehrseti  lür  negative  gtVJi« 
Gipoaenten  aasgespreehen  ist. 
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Diemtelriee  zu  dienw  Bewet^e  de«  binomischen  Lehmatie«  Hlr 
li|lliv6  gaaie  &z|ionenten,  der  sich  hoffentlich  den  Lesern  durch 
mIm  gfiMM  Strenge  und  verhältnieemSesige  Einfachheit  empfehlen 
«ifd»  hahe  ich  den»  wie  es  scheint,  nor  sehr  irenig  belcannten  R  ds  noi  ^s 
laalytignes«  Par  M.  Augustin  Louis  Cavcby.  A  Turin. 
1833.  4.  p.51.  entnommen,  wenn  ich  aveb die  ohige,  i^ans  elementare 
Au^iführung  durchaus  als  mein  Eigenthum  in  Anspruch  nehmen 
darf,  mo  mau  hci  näherer  Vergleichung  finden  smh\.    Oer  matJie- 
malisc^i  '  I  nlerricht,  welchen  Tauch  y  vom  Jahre  \H?v>  hU  ^!?m 
Jahre  iö-ib  in  Prai^  und  ii  ir/  M«  lu  Grafen  von  f'liani  fiord  ertbeilte» 
gab  diesem  grossen  Mathematiker  die  nächi»te  Veranlassung,  seine 
Aifnerksarakeit  auch  der  VerbesseruDg  des  mathematischen  Ele* 
neatsr- Unterrichts  susuweaden,  weshalb  auch  31oigno  in  der 
fftted«  tv  seinen  Le^ons  de  caicui  diffdreotiei  et  de  cal*  % 
eil  Intdgrai.  T.  1.  p.  XIV*  von  Ihm  sagt:  „M.  Cauehy  a  rddigd 
•ir  des  bases  ttonrelles«  et  Ton  salt  h  quelle  occasion,  des  trsitds 
^Itetntaires  d'Aritbmdtiqoe  et  de  l^domdtrle;  on  aime  h  Toir  uq 
graod  ^enie,  inspire  par  un  noble  dövouement,  iiuspendre  la  pour- 
•uitc  de  seö  briilantes  decouvertes  pour  renure  ä  un  jeune  et 
Hij'äI  exile  les  importants  secrets  de»  .seiences.  *'    Es  ist  sehr  zu 
faedaucrn,  dass  nur  sehr  wenige  dieser  eleinetitaren  Arbeiten  Cau« 
cby's  bis  jetzt  in  die  OeffenUichkcit  ^'olangt  sind»  und  Harr 
Holgne  würde  aeineo  maomgfaJtigen  wissenscbaftlicben  Ver- 
^i^aslen  gewiaa  noch  ein  sehr  grosses  neues  hinzufdgen»  verni 
W  tkk  In  deren  Besits  au  setaen  suchte  uad  dieselben  so  baM 
9äm  aiBglich  publicirte.   Je  mehr  wir.  namentlleh  bei'«  Anhlleh 
^•f  Jelst  In  Deutschland  In  immer  grösserer  Fluth  erscheinenden 
L^bMcher,  dberseugt  sind,  doss  der  mathematuiche  Elementar- 
t^nterricht  noch  sehr  der  Verbesseranfr  bedarf,  weil  er  bis  fet?!t, 
**'ie  es  »cheint,  Uidcr  ganz  von  den  grossen  rortschr  ii ten  imhe- 
riilirt  geblichen  ist.  deren  s'u  U  »lie  hiilieren   1  iieiie  d*ir  Wissen- 
^^baft  in  Kürksicht  atil  \^ahre  ^»ireii^e  und  Eleganz  so  sehr  er- 
fi'eaen:  desto  mehr  %«iinschen  wir  die  baldige  PublicatioD  der  nach 
dieser  Seite  hin  gerichteten  Arbeiten  des  jüngst  leider  durch  den 
uns  entrissenen  grossen  Mathematikers.  Das  Aieblv  wM  m 
Jetst  an  aich  au  einer  besonderen  Aufgabe  machen»  Allea, 
In  dieser  Besiehung  uns  au  Gesieht  kommt«  wenn  auch  Aller 
Tcrinderter,  uns  eigenthtolicher  Darstellung,  aur  baldigen 
'Cenntniss  seiner  L^ker  xu  bringen.  ^ 
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W8  SßUmer:  M«r  0km  friMlf  im  mai  4m  Hümü  im  irtw 


lieber  das  grosste  in  und  das  kleinste  am  eine  EUpie 
beschriebene  Vieleck  ?en  gegabener  SdlenaahL 

SdiMllMB  iea 

Herrn  Professor  Simon  Sf^itzer 
Ml  4er  HaiidoU-Almdanii«  wm  WUa 

au  deu  Herausgeber. 


Uaber  das  gfdMl«  iv  nod  Am  Itlefott«  «m  ein«  Bllipfe  betdirl«!»^ 
•  fUleek       ^egobcaer  SeiUnsAliI  hat  Herr  PvoffaMor  SplUer  fai  W  &  ^ 
im  üMbtleliaid«  Selirdbeo  an  mich  tm  richten  Hb  GiCe  gehabt, 
che«  natArlich  für  mich  aelbit  Ton  denn  gfdisten  laterecee  geveeen  Wi 
und  ee  wegea  eeinea  «ehr  eianrelcben  Inhaltt  gewtee  auch  für  alle 
dee  ArchiTt  eeia  wird«  weibalb  ich  et,  Herrn  Profeaier  Spitaer 
blndliebet  für  daaeelbe  dankend,  togleieh  noTerindert  in  aelaer  nrcptnitfi^ 
liehen  Faeenog  hier  abdrncken  laeie.  G. 

Wien.  2.  M8ra  1868, 

In  Ihrer  interessanten  AbhaocUuni; :   „Merkwfirdige  C 
structinii  des  groüaten  in  und  dea  Icleinaten  am  ei 
Eilipae  beachriehenen  Vielecicea  von  gegebener  S 
tenzabPS  Archiv  Thl.  XXX.  Nr.  X.  £$.  84.,  «tnd  Sie  lu  melsn- 
ren  »chSnen  nnd  Ciberraschenden  Reanitaten  gelangt  leb  btf^ 
veraoebt,  ayntbetiücbe  Beweise  fiiribre  merkwürdigen  Oonatraetlo* 
nen  zu  liefern»  und  erlaube  mir,  Ihnen  dieselben  hier  niifzutheifen. 

Dreht  man  den  Kreis  um  den  Durchmeaeer  ÜIA  (Taf. 
Fig.  4.)  über  oder  unter  der  Ebene  den  Papiere  om  den  Win^^' 
9,  und  projicirt  dann  dieaen  Kreia  auf  die  Papierel»ene »  ao 
offenbar  die  Projection  deaaelben  eine  GIlipae»  ferner  aind 
Projectionen  der  llreieeke  ABC,  äß*C,  deren  Endpunkte  ia  dar 
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Sttip9e  MüMilfm  ^mß^enn  aHt9n%aHi.  ^ 


Periplierie  den  Kreises  liegen,  die  Dreiecke  a6c»  ab'c,  deren  End- 
pMikle  in  der  Peripberle  der  Ellipse  sind,  nnd  mas  hat  bekanntlich 

troratie  folgt: 

bt  SSO  il^C  dtf^^i^tOssle  ideia' Kiülaiü  ein^chinebeiie,  anf  der 

Geraden  i4C  liegende  Dreieck,  80  ist  stets  ^ABC^  ^ARC,  wie 
immer  auch  der  i^uiikt  ß'  zwischen  A  und  ^  oder  zwiecben  JB 
und  C  liegt,  folglich  musa  auch  ^aöc  talei»  grusser  als  ^alt'c  sein, 
weil  sonst  die  üleichiini^^  (I)  nicht  bestehen  könnte,  ood  dies  ist 
der  roo  Ihoeo  bewiesene  Satz. 


Ferner  «feben  sieh  so«  dieneni  Satse  In  Verbindung  mit  der 
Uhre  Yen  den  Pref  eetienen  noch  andere  Sitze,  die  meiatentheUs 
«MI  ftneif  nehmen  gernnd^n  wurden. 

Wird  einem  Kreise  ein  r<»fifu!äres  neck  eingeschrieben,  und 
wird  dieser  Kreis  um  einen  seiner  Durchmesser  um  den  Winkel  9 
jredreht  und  alsdann  aul  die  Papierehene  projicirt,  so  entsteht 
eioe  Ellipse  und  ein  derselben  eingeschriebenes  »eck,  weiches 
unter  allen  der  Ellipse  eingeschriebenen  necken  ein  Grusstes  ist.  Ut  • 
Fdie  Fläche  des  regulären  necks  und  /  die  FJSehe  des  der  Ellipse 
ciegescbriebenen,  so  hat  man 

Aeodert  sich  die  Drehungsaxe  (tp  aber  bleibe  constant)/  so  ändert 
»ich  auch  die  Gc»$tatt  des  der  Ellipse  eingeschriebenen  ne<jks,  aber 
die  Fliehe  /  bleibt  ungeändert,  denn  sie  ist  stets  gleich  Fto%^» 
Es  gibt  also  unendlich  viele  der  Ellipse  eingeschriebene  necki 
iroD  grosster  Fläche,  die  alle  verschiedene  Form  haben»  j^be^  den- 
«•Qipip  Flicheninhalt.  (Unter  aMn  diesen  glkt  es  ?mathlleh 
^iass  von  Jklelosten  Umfange.) 

Verbindet  man  den  iVIittelpunkt  der  Ellipse  mit  den  Endpunk- 
ten  eines  der  Ellipse  eingeschriebenen  i^rüssten  wecks,  so  f;nt- 
stehen  n  Dreiecke,  die  gleich  gross  sind,  und  auch  n  eU|ptischi^ 
6e^oren. von  glek'ber  jbirusse.  '  !. 

'Belfeaehletf.M«  lelace  ^elugesehrisher'*  nnnehriehep^  .Peil|ir; 
pnm^  nnt.effehen-  eicfc  affe^knr  ganz  analoge  Sitae«    .  •/  ,< 

Simon  Spitzer.-^ 


i'-i 
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Beis:  Siereofrnpkftcke  PrttfeüHom.- 


f. «  , 


. .   ■  SteMsgrapiuMhe  Pn^jedioa»!.  - 


Herrn  ProfeVlp»r  Ur.  Heis  . 

-  .V.  •      ■        ,    '  . 

Rfiier  der  wichtigsten  ^fttz^ifiber-stereopraphtöche  Proj«etion  i 
Iflt  Hpr,  dass  die  Projecttonen  zweier  beliebiger  Ku^elkreise  sich 
nnf<'r  (h;nis  e  Ih  en  Winkel  schneiden,  wie  diese  Kreise  «elbst.  ' 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  ja,  dass  die  Projectionen  der  klein* 
«teil  Tlieite  der  fCugelfläcbe  ihrem  Urbilde  auf  der  Ku^el  ähnlich 
•ittd.'.  Vergeblich  wird  nian  sieb  in.  den  verschiedenen  Schrifteo 
über  fifereographiscbe  Projectionen  liacb  einem  einfachen  Beweise  I 
tfber  diesen  wichtigen  Satx  umsehen;  man  vergleiche  nur  n.  A.  d»  \ 
wettl&ufigen  and  schwierigen  Beweis  in  fflflgel's  mathemati-  i 
schem  WOrterbuehe  Band  IV.  8.  An^ATT.   leb  fand  aicfa 
dansbail»  vetanlaast,  .einen  einfacbea  und  «lenentaijen  Bevweb  aif 
8^pcheii|».,waMier  ii^cbstebend  fol^t  und  welcher  der  in  Kiktt 
eMcbe^soden  „  S4ereoinejkfie.  t^iii  Heis  ,nnil:  Es  eh  weller*' 
^M)«^rleUit  ist  , 

Sht^*  Die  ^t^reographf^cben  Projeetlen'eti  sweflir  \ 
^  '  beliebigen  Kugethrelne  sehlneiaen  stclk  ^tUf 

demselben  Winkel,  wie  diese  Kreise  keWflt 

'  Beweis.  A  (Taf.  Vll.  Fig.5.)  sei  ein  Punkt  der  Kugelflache, 
in«  welchem  zwei  Kreise  derselhen  (grösste  oder  kleine)^  ficb  schDci* 
^en;  AB  und  AD  seien  die  Tangenten  dieser  Kreise  an  A,  beide 
bis  zur  Tafel  gesogen,  die  dieselbe  in  B  und  D  treffen.  Der 
White^  ß^Ai>^  Ist'  aloo^  diferjewige-,*  lintdr  WeMMi '  dlb^  dttvA  A 
gebenden  zwei  Kug^elkrelBe^'sidi  •sAnMen;  -  Bmr'*Wmakf  0*dir 
Kngelfläcbe  s^  der  Qrt  des  Anges;  die  Verbindongslinie  OCdle* 
ses  Punktes  mit  dem  iMiftelpunkte'C  des  Kreises  sieht  also  asf 
der  durch  C  gehenden  TaieLannkttcht.   Die  dureh  OC  vnd  CA 
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f  lagt»  Ebene  QCA  schneide  die  Tafel  9«<^b  CK,  miH  diese  l>urcb- 
•chnittslinie  begegne  BD  in  K.  Zieht  man  KA,  KO ,  so  \A  KA 
der  DoraliMbBlie  der' SbMi«*  OC^ü:  «Mit' def  Wb^im  BAik  OA 
litte  Cür  nnd  iilao  «oclitdia  Tafel  ii^^i  l\Ai  mftii  i^A 
M  eind  diese  Lioien  die  Projectionen  der  Tatijsentea  AB^  AD, 
«ad  der  Wloicei  BEB  Ist  dIe'PfttjecItonr  dea  Wiakela  BAD.  Ea 
fat  SQ  bawelaen,  daaa  dieaa  Winlcel  gleieb  groaa  aind. 

Da  OC  auf  6er  Ebene  ßCD  (der  Tafel)  und  C/l  auf  der  durrb 
IdB  ond  AD  g^iegten  Ebene  afolMlifkiat^beo^  so^aladHHev  EUt^ 
Mp  B4D  und  BCÜ  beide  senkrecht  auf  der  Ebene  OCAH. 
Mdiar  tüt  Weil  Ihr  Durcb^ehnlH  BD  aenkredil  M  d^aer'  Ebeha 
nd  abo  iri> aenlLreebtfNir  KQ.  KQywA^iA. , ^C^A^4ifi40. 
fenier  ^COA^^OEC^tt  nnd  ^CAO  -1-  ^EAlC^  R.  da 
CA  aenkrecbt  aar  AK,  folgliek^  lat  liiM  ^  OB€  *JS^£itk  oder 
^fffi^^^^fiAE,,  mithin i  x  .       ,  ^  , 

K£  =  KA. 

Hieraoa  aaa  «ad  da  l(£  and  ITif  beide  aaakreehl  auf  BD  atatraa, 
folgt  dfa  Caagrueas  der'  beldea  Mrfecka  ABD  «ad  EBD',  «ad 
Uaraaa: 

'  .  .       *     •  'Mi. 


Von  dem  Herausgeber, 

«         •  i  • ' 

l7aaaialrtf«üAtfr  Leilrfals.  ' 

Wenn  in  den  Ureiecke  .^/iTC  (T|Eir.  iU.  Flg.&)  dia 
Liala  AD  balia^lg  geaagaa  iat,  aa  iai  iainar 

AB^XDi^  Aß*,.  BD  -^Aa .  BC==  BC\  BD .  CD. 
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:  •    •      '«  .V  'B^^'W  '«^  I  '*'  *•*  •    ^  ^* 

« je*. €»4 ü04-'BC«<f ((ff.  €i»^m€ 

,  ---^GÜ^J^Cnit^C£)  lt^BLß  (BE^BD) 

^2BC.  CE.CD^WC.  BE,  BD 
8S  ALß.BC^BC^'-CB^'-BD* 
±  2CD^.  CE  -I- 

CE.  CD-^^BC.  BE.BD 
=   ADf^.BC  YBC^—CD^-BD^ 
T  2Ä/).  C£.  CD^WD.BE.  BD 
=  ADß.BC-^-BC^—Cm^BD^—^BC.CD.BD 

AD^.BC'k^(CD^BB^'^CDß'^Bi)^'--'ZBC.CL 
=  AD^,BC^ZCD^.liDY^VD,BL^''^BCXÜ.B 
s  AD^,BC^3BC,CD.ßD-^2BC.CD.BD 
AD^.BC-^^BLWD.BD, 

*)  In  dem  sweiten  der  beide»  «n  dttr  l' igur  dftrgefttelU 
ainlich : 

1*1  . 
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s«  Ii« 

■ 

.  »^'*raee:  .  Wie  lät^^t  sich  dieser  Satz  einfacher,,  etwa  mitteUt 
4fa  ptbleailutfcbeii  Lebraatseai,  beweiaen  I 


*  »II. 

In  Reinen  Kesiiriit^s  anafytlqaeü.  A  Turin.  1833.  p.  Ift., 
einem  manche  bübacbe  ^Sachen  enthaltenden,  aber  «abr  wenig 
bekannt  zu  sein  scheinenden  Bucite,  hat  Caiicby  den  folgenden, 
anf  sehr  aitii^cbeii  Grfioden  beruhenden  Beweis  des  Fermat- 
•eben  Theorems  von  den  PrlmitihJea  f^geheT) ,  der  iich  wohl  siir 
4iibahoie  lo  deo  •Sehuinnferrieht  eifucn  dArfte. 

!.  -  A«ii>  dem  hlnnmischen  LehtKatKe  für  positive  iraneei  Expo« 
Tjenten ,  den  man  lür  Hnlchc  Exponenten  wähl  immer  in  ^Jen  8eb«l- 
uiiterricli^  autnehnien  wird,,rolgt  unmittelbar  und  ganz  von  selbst, 
dass.  lBr  einen  pealtiven  ganzen .  Exponenten  alle  tfinooiial-^efB- 
cknlai^  ppsitivp  ^anze  ^i^len  ainil.  »  ^ 

'    i.  '  Wüi  ein  ponitives  ganzes  n  ist  alao  der  Bmoiblar  CbefBeient . 

jaii|iffij9|j(i#,poMl|ife  gavae^ajil^  Wenn  nun  ab«r>  wJe  wir  tob 
jetzt  an  stets  i^neihroen  wollen n  ,f^9^  Primzahl  |ii|d  nicl^ 
0eleh  II»  kiso  kleiner  als  it  ist,  ao  kann  n  nicht  unter  den  Prlm* 
4b«tMa  tlefdMil«lr1,'d^^a,.*:jik'  mliiwihi*en,  eiM  b««NMalao, 

«•eobar  in  («^IXu— 2). Ar-)-])  aufgehen«  oder  d«r*Btn#- 
nhd-CoefBeient  («)»  mvas  ein  VielfiMihea.  von  4i  sein« 

Mun  .ial  pacb  de.^  mAeniisc|ien;,JL|ebr^tze 

Alto  inoaa,  da  nach  2.  4i«i*aipia!ntal:€oeAN^ 

(«),,.... 

"•"tUl      Iii*«.*  ••!;(  fllj.X     0\,ir'.'     '»irl  r 

sämmtlich  Vielfache  von  n  sind,  offenbar  (a  4-  1)"»  durch  rt  divl- 
dirt,  denselben  Keai  lassen,  wie  li"^!,  durch  u  dividirt.  Folg- 
lich muss  offenbar  auch  (a-f  1)"  — (a^  1),  dnrch  »  dividirt»  den- 

• 
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selben  Ref^t  lassen,  nie  a"-|- 1  — (a -f  1)>  <Hircb  n  dividint»  tltifc,!^ 
Hie  o"  —  a.  durch  n  dividirt  Und  weil  ntm  ^7  jede  positive  gao^« 
2abl  sein  kann,  so  ist  Idar»  dass  die  Grü«»seo 

fr 

2»— 2,  3« --3,  4«— 4,  5«— 5....»; 

doreb  •  dividirt,  idlmmtfich  diesellMn  Rente  «brig  iaseen.  Yim^Vi 
aber  ii  in  dem  enitoo  Oliede  vorstebeiider  Reibe  eieober  anfpMi^ 
eo  geht  diese  PiimBsbl  In  eilen  Gliedere  dleeer  Reibe,  eleo  flb«^ 
benpft  In       «  auf, 

Dean  übrigens  «  in  — 2  enfgebt,  kenn  euch  noeb  eof  Hai- 
gende  Art  bewiesen  werden*  Nacb  dem  blnoabeben  L^bmlio  %t 

« 

(4  +  !)•  5=  1  +      +  (a),  f  (II)»  f . . .  •  -f.  (aV-i  + 1 . 

also 

und  da  iiuii  nach  2.  all**  (^li^^der  der  Reihe  auf  der  rechten  S^^ile 
des  Gleiehhei^(8xeichen8  Vipltaf-fu^  voit  n  sind»  eo>  gebii^^  a  ja 
Saauae  dieser  Uetiiey  also  in ^-—2  aii£ 

4.  Nach  3.  geht  also  die  Primzahl  n  in  a"  —  o ,  folelicfm»  Ii 
fl(ii»^— I)  anf,  vv<»  a  jede  positive  fjanze  Zahl  hez« 'uJiD^n  Vvm^  im. 
Geht  nun  aber  die  Primzahl  «  in  «  nicht  auf,  ist  aUo  dies^sslb« 
in  a  nicht  aU  Primfkotor  enthalten,  so  mtts«}  sia  oSenhjir'  >n 
a"~i^l  als  Primfactor  enthalten  Mein  oder  iit  dieser  Grosse  ^^uf- 
geben»  weil  sie  in  aiti^''^  —  I)  aufgeht.  Dies  führt  also  unmit'  lel- 
bar  auf  den  folgenden  Satv: 

Wenn  ii  eine  in  d«^r  frnn/enZahl  a  nicht  auteehem^de 
Primzahl  ist,  so  geht  ii  immer  in  o"^^ — l  auf. 

BekAnntlieh  hei^üt  dieser  merktrurdi^e  Satz  r>ach  «eluom 
Hihmten  t^rÜnüer  da^  Fermat'sche  Theorem  voo  den  Pr  i  »>- 
aahlen. 

Ist  a.  B.  as7  und  nrstO,  so  ist 

a»-^  -1  =  10«-1= lOOOOOU- 1  =  9W999 

und 

eine  ganze  Zahl,  wie  es  sein  maaa. 


• 

Digitized  by  Google 


r 


fers  in  Berlin  an  den  Hernusgeber. 

Dieter  Tage  bebe-  ich  nieb  mit  einer  geiis  eiefbcben  Seebe 
beeebSfligt,  worüber  leb  keine  bestimmte  AoKkitnft  In  den  naeb* 
gfficblagenettHMfern  fittden  konnte*)  Man  pflitgt  niiiiitetr  Itli 
iAätfihdh^n,  wie  eneb  fiumerleebbtt  Cabml  bloig  den  IfttrfkM 
alKtf  der  Tangente  u^d  de«  Sinus  za  eetzeii,  weAn  jener  Icleiri 
liil  dabM  wird  aber  nicht  gehörig  untersucht,  wie  weit  jener 
wachsen  darf,  ohne  dass  durch  diese  VertauJtchtJns:  ein  Piftfer 
im  Remtlfate  entsteht.  Bei  der  Anlasre  etrter  Ephnmcrule  des 
Uranus,  dessen  Fireite  gerade  nehr  klein  ist  und  wo  man  bei  der 
Herleitung  der  geocentrischen  A.  H.  und  Deel,  aus  der  belincen- 
triRchen  LSnge  und  Breite  jene  Vertauschnrig  mit  Vortheil  an« 
Menden  kann,  verüel  ich  darauf,  dies  näher  zu  untereuchen.  Za« 
Dächst  sachte  ich  aes  der  bekannten  (irleicbung 

a:  =  tgj:— UgJ^'  +  itgÄ* 
dklrdb  Umkehrang     '    .  .    ^  ^ 

.         •  •  •■ 

woran« 

folgt.  Weiter  aln  die  füidte  Patenz  von  a:  habe  ich  nicht  berdck* 
sichtigt;  fürner  la^^t  sich  dec.  Ausdruck  1  -f  -f  t* -^i^  sehr  l|al^ 
üurcb  eme  Putenz  des  cos    darsteilen.,  so  dass.n&mlicb 


wbd.  Demnach  bat  man  allgenminr 

.  rjil.   =8ee;r*  +  4*-*-  >   =  Cosa*  +  j^o;* cos j:. 

Da  ferner, 

>  'I  •  ,  »  .     .  •       •    •       "  »        .   '  '  ' 

«>  •  III.  t/  lögtgar^jjjjg^''  rf.logsittflrss^^r  • 

Wo  lf''den^  Medutbs  der  briggieeben  Logaiitbmen  bezeichnet, '  so 

'  '**)  M,  Tfr^l.  »«inrn  Aufmalt  de«  H^rm*  Prof«<»ii»r  l>r  •  H«  I«  k  »  in  Prag 
kl  Tbl.  XIII.  S.  I3H.  '  •  •  ' 
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logfftnjr  einfacb  logor  nehmen  dürren,  ^|^  einer8eits^^<|iiA* 

8^00**  : ;j endeferHeiUi  coso:«  : -r — 
sintzx  tgx 

noch  nicht  den  Werth  erreicht,  bis  auf  welchen  genau 
Rechnung  durchzurfihren  wünscht.  Will  man  d'te^e  Be8tininiur9| 
durchltihren,  ho  wird  man  indirect  am  einfachsten  zum  Ziele  korn^ 
men»  daht'i  aber  auch  die  meisten  Zahlenwerthe  aus  deu  vorhat i]| 
denen  Logarithmentafeln  entoehmen  können.  Will  man  etwa  k^ht 
ff  Q;;»(H  genau  rechnen,  »o  wird  iür  rfx  =  l"  und  iH5=ü,434'2f^45 

bei  i  =  5'   |  log  8ecjr^  =  0,0000007   A  log  tgx- 14476, 


\        »,=  15  V.  1.^    „       ,  27  4826, 

27 

Im  letztern  Falle  aUo  ^^2^ = 0,006 .. und  man  wird  daher  tod 

diesem  Werthe  von  a*  an  nicht  mehr  0^^,01  verbQrgenT  kpnn^o«  Ip 
Fall  man  logx  statt  logtgx  ansetzh    Aehnlich  wiid 

beix  =  5'  ;  log  cos  ^=-0.0000002  A  log  sin  j=  14476, 

Pa?  =  10           „     ,                 6  7238, 

«=15          „                    14  4825. 

x  =  20  mm 24  mmm  seiy. 

Mftn  wird  däher  hier  bis  x^W  statt  log^iojr  einfach  logar  »^^0 
kOhdeh,  phne  einen  Fehler  von  0*,01  zu  begehen.  Bei  d^t*  amp 
erwfihnten  Aufgabe  pflegt  man,  wenn  Xund  ß  die  Lfingeund  Brdti» 
des  Planeten,  «  die  Schiefe,  r  der  Radius  Verlor,  x,  y  und* 
die  rechtwinkn|[»en  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Aeqüator  sind, 
lur  Berechnung  der  Formeln  "!  '* 

iy=rcos/3sin  Acose — rsin/Ssiü  (, 
z=:rcos/38inAsiDe -l^i^^ioi^cnMii  ^;        ..|  |,„,., 

einen  üülfswinkel  JS  so  einzuführen,  dass  man  nsiniV^diA 
ncosiV  =  coA^sinX  setzt,    wonach  ~  ^j^^         »  =  ^^-y 

^*~^eW~ '  y  =nrco8(iV-f-«)  and  z  =  nr8\ii(N{ft)  wffiÜ 

Wenn  nun  ß  längeie  Zeit  Innerhalb  der  oheu  gfiuiuj^^.l>re»' 
zen  bleibt,  wird  man  einfach  den  Winkel  iV  ausiY=?~i^  and. zwar 

I       ■  '  »In  Ar       .  " 

vollständig  genau  ableiten  können,  jedoch  muss  man  hier  daralf 
sehen,  dass  der  au  Imtimmend«  Winkel  iV  nicht  j«»«;  Grasf« 
von  iß'  überschreite.  i/ 
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Keae  Darstellong  der  Theorie  der  Berübrimg  und 

Krümmimg  der  Curven« 

■  ■ 

V«n 

deai  Ii  ei  it  umgebe r. 


Die  Darslelinng  der  Tbeorie  der  Berfibruug  und  IMiiiiiMiQg 
iu  Cnrveo»     wie  dieeelbe  In  den  gangbaren  Werken  über  anar 

tytiscbe  Geometrie  meistens  gegeben  wird,  lässt  nach  meiner 
Meinnng  sowohl  rücksichtlich  der  Allgemeinheit  der  Formeln»  aU 
auch  uamentlicb  rückä^ichtlich  der  l^iiirachheit  und  lieütimmtheit 
ilef^Begriife  Manches  zu  wOnscben  übrig.  Be^soiiders  in  letzterer 
Be2iehung  niuss  ich  zunächst  bemerken,  dass  es  nach  meiner 
leberzeuguiii;  bei  dieser  Theorie,  \^ie  ülierall  in  der  höheren 
Analysi«,  lediglich  auf  die  Bestimmung  2:en isser,  »bei  naturs^e- 
luässer  liiotnickelung  ganz  von  selbst  mit  völliger  Bestimmtheit 
iier?ertretander  Grunzen  ankommt;  was  nicht  in  allen  Dar8teUun- 
^en  derselben  mit  gehuriger  Deutlichkeit  bervnrgeboben  und  mit 
gebÜHger  Conaequenz  festgehalten  win].  Auf  diese  Gränzen,  deren 
gaai  bestimmte  Exlateni  im  Ranroe  jedenfalls  auch  aehr  merkwSrdig 
istp  BQsadaber  eberall  zarOckgegangen,*  dieaelben  nfiaaen  ledlgllcb  ale 
IMaltloneii  beoelit»  ondaof  deren  Beatimmnngrouss  Jederzeit  allein 
4m  .Ai^omerk  gericbtet  werden*  Nur  auf  dieeem<Wege  wird 
mtm  eieb  des  ge9enw8rtig  In  d«r  Analyaia ,  gegeefibev  den  vagee 
lad  Tellig  antiqulftee  Daretellungs  •  vad  Eiitfricbelungs-Metbndcii 
der  filteren  Reihen- Analysis,  nur  noch  auf  Geltung  Anspruch 
machen  dürfenden  Ansichten  der  neueren  strengen  Wissenschaft 
zeitgemäss  anschliessen.  Dann  muss  ich  ferner  bemerken,  «iass 
ich  es  für  vülii^  vtjrfehlt  halte,  wenn  man,  wie  gegenwartig  übeiall 
noch  geschieht,  die  Theorie  der  »o^^enaiDtf  rr  Curven  von  einfacher 
«od  Ton  doppelter  Krömmuni^  von  einander  scheidet,  indem  man 
laerat  jene  für  aicb  und  dann  aacb  dieae  liir  aicb  betrachtet. 
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VMoiehr  «iiimi  nan  nach  iiieiaer  Meinung  «ogleidi  vod  1» 
•in  in  ▼Dilignf  Allgmeinlieit  di«  nogennnntnn  Cnnrnn  von  dnppü» 
ter  KrQmninng  einer  genmten  Deterencbung  vnterwerfen«  nnd  aw 
der  dadorch  gefroonenen  Tiieorie  dann  die  Theorie  der  aogenaiii* 
ten  Cnrven  von  Mafaeber  Krfimmnng  ala  einen  lieeonderen  Fall 
abieiten.  Namentiich  iet  es  bei  dem  gegeowirtigen  Znstande  dir 
Wieseneebaft  gani  nnerlieelieb»  iiei  den  sogenannten  Cnrven  m 
doppelter  Krdmmung  ausser  der  ersten  Krdnunnug  anch  die  8S> 
genannte  anreite  KrOmmnng  einer  gleich  sorgOltigen  BetracbtoDi 
SU  unterwerfen,  was  nur  an  bSulig  nocb  naterlassen  wird;  dabei 
wM  aM  dann  seigen,  dass  diese  swelte  KfUnmiung  bei  den  •§* 
genannten  einfacb  geloüninilen  Curven  veraebwindet,  dass  Aa 
eratn  and  sweite  Krümmung  In  der  Tbat  nur  den  doppelt  gekrtfuR' 
teil  Cnrven  Eukommen,  und  dass  nur  eben  erst  bterin  die  Beeei- 
Hungen:  „Curven  von  einfacher  und  von  doppelter  KrOmmuog" 
ihre  eigentliche  wissenschaftliche  Rechtfertigung  finden. 

Nach  diesen  allgemeinen  Grundsätzen  werde  ich  die  Theorie 
der  Berflbrong  und  Krümmung  der  Curven  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  eiaer  neuen  Bearbeitung  unterwerfen,  und  einige  Be- 
trachtungen Ober  die  BerflbTnng  der  Flächen  hinzufügen,  so  dass 
äldi  als  weitere  Ausführung  dieser  Abhandlung  die  ia  der  Ab* 
bandlung  Tbl.  XXVIII.  Nr.  VilL  entwickelte  allgemeine  Theorie 
der  Kmnraimig  der  Flächen  unmittelbar  anscfaliessen  ISsnt«  ued 
dann  mit  der  toilingenden  Abbandlnag  ein  Ganaea,  bildet 


Den  geemnlrisclien  üntersncbungen,  welebn  den  eigeatütiiea 
Gegenslaiid  dieser  Abhandlung  bilden  sollen,  schtdten  wir  die 
Ibigendn  allgemeine  analytische  Betrachtung  mana« 

Wenn  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  beseicbnet,  und  die 
Functionen 

A*).  /'(*).       n*)  /»"W 

« 

swlacben  den  Grinaen  9  vnd  a;<4'^jr  stetig  nM,  w«a  Air  gewisse 
henümmtn  Warthe  Ten  n  bei  aHen  Mgenden  üntnwnchnegen  jeder» 
nelt  fufansgeaetst  und  ««eis  featgehalten  werden  nmsa^  an  int 
nach  dmn  Tayler'achmi  laehrsatae  bekanwllieh ,  wenn  p  eine  ge- 
wisse positive,  die  Bhibnit  «leht  «hemMgend«  Gr^MM  WaeheKneCi 
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der  ä€rüknm§  tmä  MHUmmntt  äer  Orrvrii. 
,  fr^aa       der  hLiU^e  wcgeo 

ii  iMid  diese  yrGsse,  wie  gewl^hnlicb»  d*i  iiti  Giiaiiiialit 
•  ftiptachenöe»  RmI  der  Tttffor'icbaD  Eeih«  aftaM» 


Der  R«et  9m  i«l  in  BeiUg  aof  Jx  «ine  Grr»f8e  d«f  Uten  Ord- 
Md  wwi       die  positiv«  gsuw  ZaU  n  <  ii  ietg  int 

b  Bezug  auf  eine  Grosse  von  der,  Null  übersteigenden 
(n  — m)ten  Ordnung.  Lfisst  in m  nun  /Ix  sich  der  Nuil  uiihern, 
io  wird,  weil  q  eine  die  Einhf  lf  nicht  flber.«*U'ii;t;cule  positive  tirussf! 
wt,  f^*^{x  g^a:}  .^idi  <]ot  «'luliicfirn ,  vollie  besttfrtmhMi  ftfujise 
ab  seiner  (»ranze  nähern,  und  ^jr*~"»  nähert  sieb,  weil 
f «^m  frftoser  Null  iat»  der  Nnll :  alMi  itihert  onler  iei«  ge*- 
MMm  VofMaMftitiigeii  naeb  dem  OMges 

sidb  det  Grioie  — ^  , 

aOC*  •«•••II 

Mjj^h  def  Grftnze  NuN,  «o  daM  nnter  den  gemachten  Voraoe- 
MUaageo  Immer 


i«t  Femer  Ut  nach  dem  Obigen: 

1.  ...II  ' 

MaamlttiBlItf  efgfabt«  dMi»  irenft  ^  Mi  def  NaM  allNfrf, 


aich  der  Gräose  C-^^ 
^jE*  i«»*»a 

A^t,  «der  daa«  unter  der  gemachten  Voraaneetivog 

in 

ffietaua  ergiehi  akh  der  felgaada  ttetst 
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Wenn  f(»)  eine  beliebige  Fenetion  ven  jr  beieichnet 
nnil  die  Funetionen 

m*  n^h  n«).  n«).  .-  m«) 

awischen  den  Gränzen  x  und  x-^Jx  stetig  sind,  so  ist 

ffir  ein  der  PsuU  sieb  uäberndes  Jx  immer 

L"°^=Ö  oder  Lini_  =  j— 

jeiiachdem  fii<n  oder  m=:ii  ist. 

Ven  diesem  Setse  werden  «rir  im  Felgende»  hiufig  Anwendung 
Btt  meclien  Gelegenlieit  finden. 


11. 

V4  sei  jetit  eine  beliebige,  dnrcb  swei  Gleiehungen  Bwledien 
den  veflnderlielien  oder  lanfenden  CeerdiealeD  jr,  9,  |  eberekle> 
rieirte  Cnnre  im  Räume  gegeben  *).  In  dieser  Corve  deniie  mm 
sich  «Inen  Imüsbigen,  aber  bestimmten,  dureb  die  Ceordinaten 

Xfff,t  gegebenen  Punlct  {x,  y»  i),  und  lasse  nun  fft  %  die  | 
snsammen  bestehen  l^Snnenden  VerSndervDgen  ^4r,  Ay^  it  erl^- 
den,  so  dass  darcb  die  Coordioaten  Jx,'^  y-\-  /ly,  z-f^s  ei» 
s weitet  Panlit  (x-^Jx,  y-^Jy,  z-f-  ^)  noserer  Cnnre  beetlmnt 
wird»  Legen  wir  nnn  dttreb  diese  beiden  Punkte  eine  Gmde, 
welche  wir  überhaupt  eine  Sekante  der  Curve  nennen  wollen,  so 
haben  deren  Gleichungen  belmnntlich  die  Form 

cos6     coeÄ  eosU* 

welche  Gleichungen  aber,  weil  unsere  Sekante  zugleich  durch  den 
Punkt  (.r-f^^j  '^Jf*  ^■{■^^)  ^^^^U  auch  bestehen  mSssen, 
wenn  mfiu  in  ihnen  für  j,  n,  |  respecUve  x-^Aa,  fß'V^^»  *  +  A 
setxt,  wodurch  man  die  Gleichungeo 

Am  _^         _  A% 
cos  9     cos  A     cos  17 


•)  In  der  Abhandlanp^  librr  die  Knimmunf^r  der  Flächen  in  Tlieil 
XXMII.  Nr.  ^  find  die  laufenden  Coordinaten  durch  grnasc  lateinisch« 
Buchitaben  hesrirhnet  worden.  Ich  hnbe  hier  die  Rezcichming  dieser 
Cuiirdiniiten  dorch  kleine  deattche  Biit:h«Uihen  vorgezogen,  whs  an  «ick 
uatürlich  keinen  Untenchied  mscht. 
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•Ml,  iM  d«Mi  «Idb  di«  GlaiehttBgMi 

coi«   .  ^jr  =  cos  % .  4x , 

iqjsbei.  Qoadrirt  nisn  diese  Gleielhifif(eB  vnd  «ddlrt  sie 
Mckander»  «o  erhalt  man,  »eil  bekanntlich 

cos     -f  CO«     -f  eo«  J]*s  1 

lit«  die  Gkieliung 
«1  welcber  eich 

cee9s5 


Mi  folglicii,  %veil  nach  dem  Obigen 

coew=co«ö^^,  co«ii=:cn»cf 
I  lif  «ft  Betielimig  der  obereo  «ed  untmn  Zeichen  «af  efauder 

eosi2=:4-   /-     '^''^  —  » 
coen=i: 


Weil  Oberhaupt  swiechen  den  ("oordinaten  jr,  9»  |t  nnd  folg- 
iib  aeeh  ewieeben  den  Coerdieelen  x,  jf«  s  dea  gegebenen  Pnnb* 
der  Cnrre  iwei  Gleichnngeo  gefteben  nind,  «•  bnnn  man  immer 
•ine  dieaer  drei  Coordinaten  als  «nabhingig  Tariabel,  die  beiden 
tederra  al«  davon  abhängig  oder  ale  Functionen  dieaer  ab  nnnii» 
biiigig  Tanabel  betrachteten  Coordinate  «naehen.  Man  kann  sich 
^bcr  au(h,  ivas  allgemeiner  und  der  t)lei;anz  und  Symmetrie  der 
Hl  eitt iiiekelnden  Formeln  lor<li»rlJrh  ist,  alle  drei  Coordiruittri 
9,        1  als  FuiK  tioiMM»  oii>*»r  ain!«Ten  bclietHürn .  aU  uiiüLliau- 
Hig  irariabel  beUarhn'ten  tirM^sc  (iic  \^ir  im  Allgemeinen  durch 
f  beiiicbnen  wellen .  und  ihre  V  erttoilernngeB  dnrcb  dia..Verto- 
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leser  als  unabhSnpg  variabel  betrachteten  Qr< 
herbeigeführt  denken.  Thut  man  das  Letzten 
I  also  die  Veränderungen  z/a:,  Jy,  von  . 
durch  die  VerSnderung  /f(p  von  <p  herbeigeful 
die  obigen  Formein  besser  unter  der  Form 


cos  0= Jb 


Jap 


cobSI  —  Jt 


cos  77=  i 





also,  wenn  auch  nicht  ohne  alle  Veränderung  der  vorste 
Vorzeichen,  aber  doch  jedenfalls  immer  mit  Beziehung  d 
ren  und  unteren  Vorzeichen  in  den  folgenden  Formeln  anl 
der,  unter  der  Form 


cos  Ö=i 


co8J/  =  J: 


•  +  r^i  Y 


•  Utost  man  nun  ^tp  sich  der  Null  nähern,  s«  warde» 

cos  8,   cos52,   cos  77 
uMi  respecMve  ^en  Cvrincen 


ämr  BuAkrung  tmä  änimmung  äcr  C^rvtm,  ^ßl 


■iban,  dm  «bo^  weim  wir  diese  Gtftueo  vtm  eos9,  eeei^ 
eoe II  raepectiTe  dvrc^  eoetf,  cos»,  coeS  beMlebiMiit 


0J? 


1)  .  .  .  <  e«»<»=± 


V 


Iii;  «id  aieli  dem  Obige»  eirnl  dean 
alee,  mcIi  ▼entoheiideD  Femelo, 

^  af  ' 

df) 

die  Grinzgleiobungen  der  Gtelcbnngee 


runer f:   Seue  Darstellutig  der  Theorie 


nireii  daher  eine  der  Lage  nach  ganz  bestimmte, 
kt  (.r ,  y,  2)  gehende  Gerade,  welche  als  die  GrSnze 
en  Punkt  gehenden  Sekanten  der  Curve  zu  betraeh- 
fassen  ist,  nSmIich  als  eine  der  Lage  nach  ganx 
irch  den  Punkt  (ar,  y,  2)  gehende  Gerade,  welcher 
,  en  Punkt  und  irgend  einen  anderen  Punkt  der  Curve 

ge  anten  derselben  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis 

zu  ^  ibigen  Grade  nähern,  wenn  man  den  letzteren  Punkt 

'•'^m  funme  fT,y,  2)  immer  nfiher  und  nfiher  rücken  lässt.  Diese 
d^n  P"  ikt  (x,  y,  2)  gehende,  durch  die  Gleichungen  2)  oder 
Bch  völlig  bestimmte  Gerade,  welche  also  als  die 
lurch  den  Punkt  (x,  y,  2)  gehenden  Sekanten  der 
tJarve  in  aer  obc-  •—■^«•kA«Ä~  Weise  aufzufassen  Ist,  nennt 

man  die  Berühri  1  — 

dieser  Pu  || 

Weil  ueKannilici 


r 


dem  Punkte  {x^  y»  2)»  und 
I^Dgspunkt  genannt. 


lü 


ist,  so  kann  man  die  Gleichungec 
gehenden  Berührenden  der  Curve 


^  a2  =  ^ag) 

der  durch  den  Punkt  (x,  jf,  i) 
:h  unter  der  Form 


4) 


hx 


a2 


\ 


schreiben,  und  die  Formeln  1)  lassen  sich  mit  Beziehung  der  ^ 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  auch  unter  der  Form  ^ 


cos  0=4-  - 


5) 


cX>so>  =  4 


V  aar«  +  ay«  \  di^ 


d2 


vax«+ay«+"5? 


•11 


darstellen,  wobei  man  sieb  nur  immer  jr,  y,  t  als  Functionen 
einer  gewissen  anderen  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  su 
denken  hat*).  .;„;.i  o-k 

Setzt  man  fp=:x,  was  natOrlich  verstattet  ist,  so  hat  man  !«. 
den  obigen  Formeln 


')  Dieie  Beinerkung  gilt  allgemein  für  alle  im  Folgenden  Torkoni» 
roenden  ähnlichen  Fälle,  wo  die  eigentlich  immer  hinsuindenlceode,  als 
uuubhäogifr  variabel  zu  l»etraclitende  Grösse  9  an«  den  Formeln 
iMtJicn  worden  i«t,  was  hier  rjn  für  alle  Mal  bemerkt,  wird. 


Google 
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I9.  S«b»titntioneo ,  deren  wirkliebe  Ausicihmo«»  nicht  der 
imiigsten  Sehfiierii^keil  miUrliegt»  und  ddier  hier  «mI  iv  Fnl- 
golden  iauner  dem  iieaer  fiberlMeeo  UeibeD  nag. 


Jed*  dofch  den  Punkt  (a:,  5,  :)  ^heiide»  «afder  dtefteiii 
Peiikte  enteprechenden  Berfilireadeii  der  Curve  aenkreebt  «tokertde 
Gerade  ^eieat  eine  Normale  der  furve  In  dem  Punkte  (dr,ytO. 

Weil  jede  ISürmaU-  durf  fi  den  Punkl  (.r,  x)  gebt»  eo  beben 
ibre  i^leicbangen  im  Ailgeni einen  die  Form 


cod  6|       cos  0I|       €06  (äi 

ilod  well  ale  aef  der  BerUhrenden  In  dem  Punkte  (dr.  f «  <)  aenk- 
rocbt  etekt»  ae  alnd  die  Winkel  6k  t  <»]  s  S|  den  beiden  Bodln* 
fcu  ogsgleleknngen 

ceatfcoa^  -f  coaoiceaai  -f  ceaScoa9|  sO» 

€0«     -1-  Goa  »1^  4-  CO«      =  I ; 
also  nach  1)  den  beiden  Bedingungsgleichungen 

cea  6k* -1*  eoa  »I* -|- eea  Si*  SS  1 ; 
oder  den  beiden  Bedingungsgleicbungeo 

)djr.Goa6|  "f-dsf.cea«!  -f  dz.coa5|  =0« 
eoe6|* -feea  Ml* -I- cea  1 

•nierworfcn.    Der  eine  der  drei  Winkel  (9, ,  o, ,  5|  bleibt  immer 
der  Hillkühriifhen  Anniibnie  nnheim  peatrilt,  und  die  beiden  an* 
deeeo  Winkel  aind  dann  mittelat  der  zwei  obigen  B«dingnn§uu 
gicickangen  «u  keaHmmen,  »an  In  der  tkettweiaen  ünbeatimml 
Mt  der  verllegenden  Aufgabe  eeine  unmittelbare  Eririirung  findet 

Au*  dea  beiden  Gleichungen 
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findet  man  mittelst  leichter  Rechnung 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


mit  Bestehung  der  obe 


8).. 


'  —  C08  B  cos  OD  CO«  Ä  i  cos  ö  V  1  —  cos  fl*—  cos  öl* 

CO,  «.  =  ^  

_      —  cosdcosücos  dl  T  cos  OD     1  — cos  Ö*— cos  öl* 


cos  a>x  = 


sio6f* 


in  welche  Formeln  man  nun  leicht  noch  fOr  cosd,  cosoo,  cosc 
ihre  aus  5)  bekannten  Ausdrücke  einfuhren  kunnte,  was  wir  jedocl 
der  Kürze  wegen  hier  unterlassen. 

IT. 

Die  in  dem  Punkte  {x,  y,  i)  aaf  der  diesem  Punkte  entsp 
chenden  Berührenden  der  Curve  senkrecht  stehende  Ebene  heissi 
die  Normal-Ebene  der  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y,  i),  unC 
wird  der  Lage  nach  durch  zwei  durch  den  Punkt  (a:,y,i)  gelegte 
Normalen  der  Curve  bestimmt. 

Sind  nun 


T  —  x 

COBdi 

cos  0>| 

cos  Qi 

cos  (0^ 

cos  (5^ 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  gelegter  Nor 
malen,  und  ist 

ilÖr- jT)  +  B(t)^y)  +  C(j-f)  =  0 

die  Gleichung  der  demselben  Punkte  entsprechenden  Normal 
Ebene  der  Curve,  so  hat  man,  weil  in  dieser  Ebene  dm  beide« 
in  Rede  stehenden  Normalen  liegen  müssen,  offenbar  die  beidoB 
Gleichungen : 


AcobOi  -H-^cosfidi  -f  Cco8(i)|=0, 
AcosB^  -f  Bco8(o^-\-  Ccos  152=0; 


muB  denen  sich,  wenn  Cr  einen  gewiesen  beliebigen  Factor 
■eichnet,  die  drei  folgenden  Gleichungen  ergeben  ^)t 


*)  Wenn  man  «wischen  Xy       9  swei  Gleiehangen  der  For^ 

ax-^dff'^C%=:^Ot  aiX-\-öip-\-Cit  =  0  hat;  «o  kann  man,  wenn  G  ein^ 
gewissen  beliebigen  Factor  beseichnet,  ironier  selifn: 


llljCoogIc 


^9  <r(OM»|  ««P  9f«^9i  eMtti)» 

^=  G(€<mS|  CO«  6^  ~  cos ^  €0« Öt)« 
C = Cr  (cos  ^  cos  Oy  — CM  «1  eas  6^. 

also»  w«M  wiedct  ^  «itMi  gawisMo  Fatioi  besekbiMt : 

CO«  6  SS  iC' (cos  «1  cos  c5t — S|  cos  « 

cos«  s  (r'(C0SQ|  COS6I9  —  C0S6||  COS 

wo  inr  wettittii  Btstlnvim^  des  9wtMm      41«  Gleielnag 

«OS   4  OOS    4*        SS  1 

dioBon  würde. 

mm  0^  4«ii  Obigen  dar  Factor  Cr  afa^Hr  gans 
wIMcOlirDclK»  QrGMa  IM*  fo  Imipd  a«cb  G^G",  «Ifo  naefc  dem 
Obigoo 

ils  Cr'  (CUä  ca^  cos       —  cos  C5|        COn)  , 
« 

C=    (cos^  coa  m%  —cos  »i  cot 
gosetel  wafdoD,  welcbes,  mit  den  0I1011  stohmdaD  Avadiickaa  voo 

cos6,  C0SC9,  coaö 
fatgÜcliaii»  mmlttolbar  wa  das  folgandan  GlatchaBgaB  Mrt: 

Jssoosd«   B  OS  COS»,  C==cusq; 

aa  dua  alao  die  gaaoebto  Glalcfcang  dar  NoriiiiI*Ebana  der  Curve 
io  daB  Peakto      f»  i)  naeb  dein  Obigen 

9)  •  •  •  (r-^«)cosd-|-(v— 3r)cos« -f  (}— i)co«ö=0, 

also  oacb  I)  aclar  S): 


11)  ...  .  aj:.Cr-a:)  +  ay.(p— y)-|-a2.(j  — 2)=0 
ist. 


V. 

Wenn  die  Gleichungen  der  Curve  unter  der  Form 

/rr,  u,  ?)  =  0,         1^.  j)=0 

gegeben  sind,  so  dass  folglich  auch 

ist,  wo  also  die  Curve  eigentlich  als  der  Durchschnitt  zweier 
Flächen  betrachtet  wird,  so  setze  man  der  Kürze  wegen 


Dann  ist 


u  =  f{x,y,  2),    U=:F(x,y,  2). 

du  dx     du  d^  .  du  ^_^q 
dx'dip     djf  '  h<p     dt  ' 

"Sx'dip     dy  '        dz  'dip  ' 


fÄ^jij^*ftiiferen^^^  VoVi '«  ^nä*     natÄrflch  parlfeVl/e  Dif- 

iereniiai'quotienten  sind;  und  wenn  nun  G"  wieder  einen  gewis- 


sen Factor  bezeichnet,  so  ist: 


12)  . 


=  ^  \d~y"Sr''dz'd^J' 

8g)- ^  Vö*  *a:r     dx'  dz  )' 

dz_^/du  dü^du  dü\ 
dip         \dx '  dy     dy'  dxj 


Also  sind  nach  3)  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  ge- 
gebenen Curve  in  dem  Punkte  {x^  2)  unter  der  gemachten 
Voraussetzung:  ^ 

13)  . 

f—x  t)  —  y  _  }  —  z 

hu  ^_du  du  ~~  du  dU_^du  dJJ  ~  du  d€ _du  hJO\  \ 
dy'  dz     dl'  dy       dz'  dx     dx'  dz       dx'^    dy'  dx 

• 

und  zur  Bestimmung  von  6,  o,  SS  hit  man  nach  1),  wenn  der 
Kürze  wegen  • 
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* 

kr 

-  i(iiy*(i)'H£')'ii(©'*(f)"-(^?)'i 

/du  dU     du  dü  ,  dm  »ü\*^^ 

Mtgl  wird,  die  folgenden  Fornietn»  in  «toaea  dl«  obere«  aii4 
lern  Zeieben  «idi  &«C  «iaaiidw  btsM«« : 

du  dü^Bu  dü 
eos6  Ä±     ■  ■  ||       J. , 

8k  9Ü_^  dü 

16)    .    .    .    <  .  dz    ^j:      djc  dz 

CCWflisi;  B  » 


€MÖ=±  ^   

Die  (;ieichttn|;  der  Normal -Ebene  in  dem  Punkte  (x,  x) 
t  neeb  !€)  mter  der  geneehten  Voraneeetiiiiig: 


VI. 

Wenn  die  gegebeoe  Curve  ^nu^  iü  einer  Ebene  liegt,  deren 
ieichung 


**)       iai  nimlicb  Imnier 
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folglich 

^«^-j»  ^^-/^ 

setiM.  Abo  sfiid  nach  J$  die  tikkAong^i»  dor  BMhiwidMi  1» 
dm  Punkte  (4p,     z)  Iii  dloMOi  Falles 

^Si-^S  ^%-^i5i 

Weil  oatärlicb 

Jjj^  i^^-f  Cz+1>  =  0 

lat»  ao  llaat  alch  die  CvleielnmK  der  Bbene«  In  w^ieker  die  Gnnre 
liegt,  anch  aater  der  Fomi 

Abtrat)  ) + Cö-i) = 0 

darateilea;  und  weil  nun  offenbar 

iat,  ao  erhellet  leicht*  daaa  die  BerfihreDde  jederaelt  gaoa  In  der 
Ebene  liegt,  in  welcher  die  Curve  liegt. 

Die  Gleichung  der  ^^ornlaU  Ebene  in  detn  Puoicte  {x,  y,  s) 
lat  nach  17): 

19)  ...  . 

+  M?^-7?^")(|^,) 

Dass  diese  Ebene  auf  der  Ebene,  in  welcher  die  gegebene 
Curve  lie??t,  senkrecht  steht,  versteht  sich  nach  dem  Vorher- 
gebenden von  selbst. 

Die  In  der  Ebene,  in  welcher  die  Carve  liegt,  liegende  Nor- 
male der  Curve  In  den  Paakle  (;r,  ^,  2)  iet  ofeobar  die  Durch- 
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cbaraktt Ti>irt.  Aus  diesen  beiden  GieicbuDgeo  folgt«  wen*^  €f* 
«inen  gawiMieii  Factor  bezeidiiiet : 


oder: 


folglieh  aiiMl  dt«  6lelelimi>m  dar  la  Raik  atehandan  Namal« : 

^   f— «   

^5!  ISüT 
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NIoMit  flMUi  die  Bb«My  in  welcher  dW  utgehwe  €nM> 
aie  Ebene  der  jtp  en,  'ee  i«t  ihm  Gieichung  f  sO,  md  mam  kei 
aieo  im  Obigen  A=iO,  BssO,  C=3  1,  lls=:0  ea  eeteen.  Daher 
erhilt  men  in  diesem  Falle  naeh  18)  md  90)  akü  GIdchongen 
BerOhrenden  nnd  der  Normale  flir  den  Pnnkt  In  der 
der  XV  ofenbar  reapective  die  Gleichangen. 

oder 

21) 

^  die  ^         dtt  ^ 

wo  aatfirlich  ti  nur  eine  FnneUon  von  a:  und  y  iet,  da  allge* 
mein  f =0  lat.  Nun  int  aber  nach  den  Lebren  der  Uifferential* 
reehnnng  In  dienern  Falle: 


alao: 


du  ,  du  dff      .      j.        .  du  dx 
Wx^d^dx"^^  ""^  ^^dx  f^^^' 

ht  du       du       ,  du  du  dx 


folglich  sind  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen  der  BerOhreuden 
nnd  der  Nonnale  reapective  s 


oder: 


22)..    — y=^(r— «)  und  V-^=-^Or— *), 


wie  hinreichend  bekannt  iat 


TU. 

Zn  den  hia  jetxt  betrachteten  awei,  durch  die  Coordinaten 

X,  y,  t  nnd  x-^Jx,  y-^Jy,  z-{-Jz  bestimmten  Pmtkten  nns^rer 
Curve  wollen  wir  jetzt  einen  dritten  Punkt  derlei hen  hinzufiit^eD. 
welcber  durcb  die  Coordiuaten  x—Ja:,  y-i-Dy,  z-^Üz*)  bestimmt 


*)  Line  Verall  gemein  er  ung  der  hier  abaichtliih  /urriit  iu  der  ^fol" 
güiideii  Wei«e  siig««leiUen  Be(,r«cbtujig  •»  m.  oiiieii  in  der  Asncckiuig» 
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lift  f  «iMli»;b6B6i«biim,  dl«  •doMfatdie  ÜMbidmng  « 
hwiieiycfllhrt  werdeo,  «o  wie  und  ^<  db  dlindi  die  Veftode- 
roog  -f  Jae  vob  x  lierMgeAlhrCeo  Veriodeniageo  tor  y  qnd  t  be* 
nithBeB.  'Dvifli-dieee  drei  Punlite  woUeii  wir,  eben  eo  wie  wtr 
rorfaer  durch  die  beiden  Punkte  {x ,  t/,  2)  und  y ^y, 

S^f  ^2)  eine  Gerade  legten  und  dieselbe  einer  weiteren  lietrat:h- 
toBf  unterwarfen,  jetzt  eine  Ebene  leg^n,  deren  Gleicbun«^,  da 
die««  Ebene  durch  den  Punkt  {a:,  y,  z)  geht,  im  Allgemeinen  die  i-  orro 

haben  wird.  Da  die  in  Rede  etebende  Ebene  aber  auch  dureb 
die  beiden  anderen  Punkte  gehen  soll,  so  muss  diese  Gleichung 
'  a«ch  noch  bestehen,  wenn  man  fiir  jr,  tj,  J  respective  x  -f  Jx, 
if-i-^yt  x-f-^z  und  x  —  Jx,  y  +  z  +  t>r  setxl,  wodurch  man 
offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhält: 

kus  denen  Mich  lerner  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

BiJy-^üy)  +  C(//z  +  D2)  =  0, 

oder,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  f^rilip  mit  Ax\ 
dividiren,  auch  die  drei  folgenden  Gleicbun};^!!^ 

\jx  Jx    Jx  Jx/       \Jx  *  JxJ 
'  trgelien»  aus  denen  unniittellNir''ermehttieh  üil,  daas  C9  Ter^tnff et  iat. 


fjy  m  _  Oy 

Jx*Jx     4x'  Jx*  * 

*      *  Jx  .  Jx  • 

«a  aeilU.f u.  . 
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an  n 


Nefimen  wir  nvM  x       die  anabhSngige  verXmlerliche  f5r3» 

Functionen 


n<1 


Tayl 


or 


betrachten  2 
Acfien  Lehrsätze 


aU 


von 


dr,  so  i«t  nach  d< 


und 


dz 


Mobei  man,  wa«  man  auch  im  Folgenden  nie  ifberaehen  darf,  « 
beachten  hat.  dai^a  im  letzteren  Falle  . —-«^J^  die  Veränderung  *u 
welche  :r  erlitten  hat.    Folglich  iat 


und 


P.'/— +  Pi— 


aUn  nach  dem  Obigen : 

—  ~\ßi^  /Ix)  \bx  *■  —/Ix)  ^       ^  /ix)  \Zx  ^  —/ixi 


'  \v<iraiis  man  nach  leichter  Hechnung  findet : 


V.. 
•  I 


Fernor  Ist: 


\Ax  --Ax     Jx'  --Jx)'  j'«^ 

Weil  nun  nach  dem  in  1.  benrietieneD  »Satze,  wenn  ^^a  nk 
der  Null  nähert,  auch  di^  Grossen 

.     ^ar'  ^oi'    -^Jx"    ^^x  '„^ 

sich  *5mmtlich  der  Null  nähern,  so  n.^hern  unter  dernelhen  Vo 
anssetzung  a»ich  die  GrHfisen  Ry  C  «ich  «Smmtlich  der  Nol 
und  wir  «verden  also  auf  die^e  Weise  tu  keiner  durch  den  Pitnl 


ioogle 


der  SerüArung  und  ärümmung  der  Cuntn^  •  dfl^ 

{^^,  2)  gebend«!!,  iler  Laj^e  nach  %VA\\^  bestimmten  Gränx-i.'lieno 
l^ftibrt ,  welcber  die  durch  die  vorher  betrachteten  drei  Punkte 
gelegte  Ebene  sich  nähert,  wenn  sich  der  Null  nähert,  wenn 
at«a  <Jie  beiden  durch  die  Ceordinaten  x-\-  /Ix,  2f-|-  z-^  sdz 
«nd  JC  —  Jx,  y  ^  Dy,  z  -f  Di  bestimmten  Punkte  dem  Punkte 
im»  jf»  s)  immer  näher  und  naher  rücken läeet  Gana  anders  aber 
wmwhiüit  tMk  dl«  SAch»,  wmh  mm»  wm  •ftenhAt  teMtatl«!  Ut« 

Ä  . 

mmXmXi  deoii  dann  wird  nacb  dein  Obigen  ofltttbnr 

^ = ax  /  -rfa?*^  (--^^x;«  (    J&  mj:  ^  (~  -ix)*» 

\^x^  *  —  ^x    Ax^ '  —  ^x/ 

tiftd  nnch  dem  in  I.  beirieeenen  8atze  n&hem  «icb  nnii|  wem 

•icb  der  ?iull  nähert,  die  Grössen  .  . 

-ix«'   -ifx«'    (— i«)«'  (--^^r)« 
re«BpecÜva  den  CSrSnsed 

a»y      a^s     a«3f    1  ^- . 

GrliMen 

beide  der  Nuli;  folglich  nSbern  nach  den  Obij^en  die  Grcissen 

A,   B.  C 
icb  itCeobof  reepeetive  den  GrioM 
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df^  ^    dt  iß^  '  yy , 


ix '  bx'^    dx  '  hx^  *        dx^  '    hx^  * 


und  die  durch  die  drei  oben  betrachteten  Punkte  pelepte  Ebene 
nftbert  sich  also»  «renn  man  jäx  sich  der  Null  nähern,  wenn 
alao  dJe  durch  die  Coordinaten  x-\-Jx,  if-^Jy,  z  ^  und 
X  —  ^Xf  y  +  l>y,  r  -f  Ü2  bestimmten  Punkte  dem  Punkte  (x,  y ,  :) 
immer  näher  und  nriher  rocken  fässt ,  einer  durch  den  Punkt 
,{x,  y,  z)  gehenden,  der  Lage  nach  Tüliig  be«timaiten  Griiu- 
Eben«,  welch«  durch  die  Gleichung' 


rolUtändif?  charakterisirt ,  and  die  OscuiatioDS-Ebene  der 
Curve  in  dem  Punkte       jf»  2}  genannt  wird« 

Betnchtel  man  x,  y,  t  sSmoitlfch  nU  von  der  veriDdeilichee 
GrilM«  9  nhhingig,  eo  iat 


a%  _  ax  B^y\  ^  4  ?^  ft- ,)«a 
V0*       dx  dxy^^^  Sü?^^^>^dx*^^ 


»  nleo 


und  ferner  iat; 


89    *  C9    Bx'  dip*    S^.*  * 


nleo: 


Gens  eben  m  i«t: 


Hierniis  erhiüt  men  nun  leicht  s 
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W 

'  da?  c-j/  ^  8v 

uuii  nach  '23)  int  also  offenbar  die  Gleicbuoj;  der  UscHUtiuiis-  bliene: 

/ar  dx   cr-z\^        ,  f 

w«nn  man  sich  nur  immer  x,  y,  s  »ämmtlich  aU  von  ciuer  ?ef- 
äuderiicheD  4«r<i8fie  abhängeod  denkt 

Anmerkung.  Ich  kabe  in  VarkergebeDclen  drei  durek  dl« 
Coofdtmtto 

b««timiiit€  Punkte  betrachtott  and  bin  der  Bfeimmg»  deee  dadoreb 
M  Dotereacbungen  diener  Art  der.  erforderlicheD  Ällgenielakeit 
1(ehi  Eintrag  gethan  wird;  man  wflrda  aber  alierdinga  der  Be- 
tticktung  noch  eine  grossere  Allgeroeinbeit  haben  Yerleibeii  kiln* 

■Mf  vieon  man  ülierhaupt  drei  durch  die  Coordinafen 

*+^«f  jr+4f»  »-f^»;       .f »       *  +  aJa:.  y  +  Djf,  i+Dx 
beHttmmtc  Piinkte  betracktet  kitte,  we  u  einen  conatantan  Facter 
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bezeichnet,  dem  man  übrif^ens  jedeo  beliebigen  Werth  beilege 
kann,  und  und  Dz  die  durch  die  Veränderung  adx  von  x 
herbeigeführten  Veränderungen  von  y  und  z  sind.  Unter  dieser 
Voraufi^aietzung  würde  man  auf  folgende  Art  zu  «chlie^äen  haben. 

Da  die  zu  bestimmende  Ebene  durch  den  Punkt  {x,  y,  t) 
gehen  soll,  so  hat  ihre  Gleichung  im  Allgemeinen  die  Form: 

J  (r  -  a:)  +    (9  -  5()  +  Cö  -  r)  =  0 ; 

weil  die  Ebene  aber  auch  noch  durch  die  beiden  durch  die  Coor- 
dioaten  x-\^Jx,  y-\-^y»  i-\-Jz  und  xi-aJx,  yi-l^y,  z  +  Dz 
bestimmten  Punkte  gehen  soll,  so  muss 

AJx'+  B/Iy  +  CJz  =  0, 

B^jr+ ^üy  +  CD:  =  0 

sein.  Aus  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  ergeben  sieb  die 
drei  folgenden  Gleichungen : 

AJx  {aJz  —  Dz)  —  B(JyDz  -  JzDy)  =  0, 

ß(€tJy  —  Oy)  -f  C(ciJz  —  Dz)  =  0 , 

CiJyDi  —  JzDy)  ^  AJx(aJy  —  \)y)=0; 

oder,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  aJx\ 
aJx,  adx'  dividiren,  auch  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

'^yjx      mix/     '^yjx  aJx  J3>'uJx/~^' 

^  \  Jx  aJx     dx  uAxJ        \äx     aJxJ  ' 
'      •  '         •  •  •  •  ^-  •  • 

woraus  unmittelbar  ersichtlich  ist>  das«  es  verstattet  Utg 


J  i 


..  Jx '  aJx     dx  *  clJx  * 

Jx^  aJx* 
\/fx  aJx/ 


§ 


.1  f 


«u  setzen. 


ä«r  titrmänmg  mnä  Mrmmmtmg  äsr  Cmrw€m.  369 

* 

Lji«>«t  mwa  nun   Jx  «u-h  der  .Null  nähern,  «>o  nähert  tiOeh 
flt^jr  »ich  der  Null,  uiid  da  durch  die  Veränderung  ^jc        x  die 
Verioderuogen        und  /1z  von  y  und  j,    durch  die  Verandpruni» 
«r^x  van  ae  die  Verilndeninj^en         und  Di  %on  ;/  iintl  z  lirrhet 
genibrt  werden«  «o  oäbern  »ich  uacb  den  Begriffen  der  ÜiUereu- 

4^     Jx      \yy  Di 
refif*ective  dea  (xraoceii 

&'  6'  &'  &^ 

nähern  nach  dem  Obigen  Ay  B,  C  «ich  »hnimtliih  der  Null, 
wir  werden  also  auf  diese  Weise  zu  keiner  durch  den  Punkt 
(jT*  5«  s)  gehenden»  4er  Lage  nacb  vilUig  beeiiaiiutett  Urbnx* 
Bkeoe  gefabri. 

<»Mw  aiidm  T«li&lt  tleb  ab«r  dl«  Saebe»  wenn  wir,  w«« 
•fenbar  nocb  Ymlittet  Irt« 

■ 


— tita  Dm«  Mci  dem  Toyler'MbM  LtbraalM  Int; 


und 


■ 


Digitized  by  Google 
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\Ax  '  aJx      Jx  aJxJ  * 


uJx) 


Ax 

aUo  nach  Hciu  Obigeo : 
A 


Dx  _  9t> 


Rai. 

aAx ' 


•V 

NMhert  nich  nun  Jx  und  folglich  auch  aJx  der  Null,  00  nähern 
■ach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze 


9t4 


•ich  recipectiTe  den  Granzen 


••8j:»'  *  aar«'  *  ••äi« 


und 


tidx '  aJx 


nähern  «ich  beide  der  Noll ;  also  oihern  nach  dem  Obigen  die 
Ca  rüsten  ^    .  '    1/.  ^  •« 

A,  C 


»iirh  offenbar  rct^pective  den  -GrSozen' 


Google  . 


iMmmm^  dkr|  Cum». 


vtoraim  ^ich ,  Hell  tc  jede  beliebige  f^röa#e  sein  kaoo,  ergiebt« 
dsM  ftir  die  Oftciiiatioii«-l2lbiene 

gesetxt  werdee  kann,  se  diM  ftbo 

die  Gieiebmig  der  OeoilafioilkS«  Ebene  bt»  wm  gaiis  mit  der  in 
tX)  gefoodenen  Gleichung  dieser  Ebenn 


l>ie  Durchschnitttifinie  der  Normal  «Ebene  mit  der  Oscula* 
tions- Ebene  nennt  man  die  Haupt-Normale»  deren  Gleicbun* 


f^cn.aia«^  a^fb  11)  und  25) 

+  (axa*jp-aara«2)(9-y)  >  =  o 

+  (ajraV-c!ya«j:)(j-2)  ) 

sind. 

Ana  dieiiea  Gieicbuo^en  erhält  man  leicht : 

I  dx  (dxd^if  —  dyd'^x)  —  dz  {cya^z  —  did'^y)  \{x  —  x) 


— taap(aa?a^— a^a^or)  -  a^ca^a^x-aza^^)» 

•  ■  ♦ 


iax(axa*«--aj:aH)— ay(a*a*f-aiya«jr)i(i--i) 
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od  IT 


(a*a«j: + a^a*5  +  a2a«2)avi  ) 


{ {dz^ + a^-  -I  a:*)  a«t  —  (a  ja«^:  +  a^a«y  +  aia^i)  dz  \  (ij  — ^) 
— ;  (aj.« + dii^ + a:«)  a*^ — (dxd^x  +  oj^a«//  +  axa*!)  a^ 


!(?-!)  1 


4 


i(ax«+a^«+a2«)a*jr— (a^a^j:  +  a^a2.y  +  a:a*i)aj:j (j-i)  ^  |[ 

■  =0* 

-i(a:r«+ay«+a2«)a«2-.(axa«x+S^a«v  +  a2a«2)a2r(r— j:)  f 

und  die  Gleichungen  der  Haupt- Normale  sind  folglich: 


26) 


ff 


(a:r»  +  a^*  +  oz^  a*x  —  (dxd^x  +  a^a«y  +  929^2)  dx 


""(aj:'«  +  dy^  +  a2«)  a«^  —  (dxS^xTdij^y  -f  02a2:)a^ 



~"  (aa:* + ay« + az«)  a»2 — (axa*x  -f  a^a^y + dzdH)  Bz' 


8ind 


COSi        COSfi  CO8V 


die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (x,     :)  auf  der  OseufaHofiit^  * 
Ehene  senkrecht  8tehendeD  Geraden,  so  bat  man  nach  25)  und 
den  allgemeinen  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgen- 
den Gleichungen:    '  *  ' 

(a^a^r — a2a*y)  cos  ^  —  (a2a'j: — BxB^z)  co*  i = o  , 

(a2a*jr  —  aa:a*2)  cos  V  —  Idxd^y — Byo^x)  cos  /ü  =  0 , 

(ajra^ — a^a^x)  co«  i — ca^  a*2 — BzB^y)  cos  v  =  o ; 

'  und  es  ist  also : 

j  (a^  a*2 — a2a^)  cos  ii = (aya*x — a^a^)  cos  i , 
{oyd^i — a:a*_y)  cos  fi = (a2a*x — a^a^x)  cos  i,  ■       •  • 

(5^3*2  -  a2a^y)  cos  V  =  (a^ra^  -  9^ö*jr)  cos  l ; 
folglich,  Menn  man  quadrirt  und  addirt: 

9va*2— aia*if         *  •  • 


V  (5*a*y  -  ^a*x)«  f  {Byd^z  -Oxa^)*  (SS«*— ^5S«i)« ' 


m»ä  ärimmtum  der  Cumuk  9^ 

also  nach  derit  Obigen  überhaupt  m\k  Btsieiuiilg  d«r  4»ll«f«0  nud 
ttoiereo  Z«icltcu  auf  eituuider  4 

   O^V^dJTC^l  

^  ^  0j8^ — By^x  


•der : 

28) 

Ate»  «iad  die  Gleiehvng«»  der  in  dem  Pitnlcte  (s,  jf,  t)  auf  der 
OralilioM-Ekrae  «ealHrMbt  atehend«»  GenuUn: 


EHe  GbieliangeB  der  Berlihrettdeft  der  Corre  in  de»  Ponkte 
5f  2)  4)  b*kmi»tllcli : 

t":?  «  iiUf  —  Inf. 

ftp 

Soll  dieite  Berührende  in  der  O^tciilafions •  Kbene  liefen, 
een  für  jedes  r  die  Coordinaten  9,  }  der  Berührenden  der  (ilei- 
chunt?  *2S)  der  Osculatinns  -  F,hene  geafigeii«  welche«  offenbar  der 
Fall  eeio  wird»  wenn  fär  jedes  r 

d*  Ii.  wüia  Idtütiaeh 


Digitized  by  Google 


Trümer t:  Aeue  Dorsiettung  (Ur  TMeorU 

Ist ;  uod  da  dies  non  offenbar  wirklieb  der  Fall  ist,  so  ergiebt 

•ich,  dass  die  Berührende  der  Curve  in  dem  Punkte  (^r,  x) 
immer  in  ihrer  demselben  Punkte  ent^precheiidea  Oäculatioiia* 
Ebene  liegt. 

Folglich  wird  die  Oscvlations -Ebene  jederzeit  darch  die  Be- 
rllbrende  und  die  Haupt-Normale»  deren  Gleicbuogen  Iq  SU)  ge* 
geke»  worden  sind*  beatimmt 


'  IX. 

Wir  wollen  nun  durch  die  drei  In  VIL  betrachteten,  durch  äm 
Coordinaten 

x—Jx,  y4  Dy,  1  +  D2;   X,     x;  x+^x,  sr+^jf,  »+-d5i*) 

beetimniten  Punkte  einen  Kreig  legen,  und  den  Ualbmesfier  die- 
ses Kreises  durch  B»  die  Coordinatep  seines  Mlttelponkts  durch 
A,  beieicbnen;  die  Gleicbung  der  Ebene i|  in  welcher  die- 
ser  Kreis  liq^»  sei 

Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

AiX-rx)  +  Ä(F-y)  +  C(Z-i)  =  0 

und  ausserdem  die  Gleichungen: 

(jr- +  ( F-y)'  +  (Z -z)«=:  ftt, 

(jr— sr— ^«)»  +  ( F-y  -  ^^)«  +  lat^t-Jz)^  SS  iP, 

(JK — -j-  Jx)^  +  (  F— y  —  Üjyjä»  +  (Z— 2 — Di)«s  Ä». 

Nun  aber  wollen  wir  unser  Aageomerk  nlebf  anf  die  BestisK 
mang  des  In  Rede  stehenden  Kreises  im  Allgemeinen,  sondere 

▼ielmebr  lediglich  auf  die  Bestimmunji^  desjenigen  Gränzkreise« 
richten^  welchem  der  vorhergehende  Kreis  sich  iiaheTt,  wenn  ^j:  mich 
der  Null  nähert,  \venn  man  ngiulich  die  beiden  durch  die  Coordinaten 
x-^Jx,  y  +  ^y.  z^di  uiul  .i  Jx,  yi-D^t  2 Dz  bestimmten  Punkte 
dem  Punkte  (x,y,z)  immer  näher  und  näher  rficken  IIssL  Diesen 


*)  Asch  hier  wie  in  I  II.  wanden  wir  suer»!  die  folgende  BeCracb- 
tangaweise  sS)  werden  distslbe  sber  eslbs  in  der  Asmscfcesg  ▼ersllgc* 
meiners* 
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Kreis»  inaoftni  es,  worfibtr  ebm  die  folgenden  CntemiclHingvn  , 

QD»  vollstündigen  Aufschluss  geben  sollen  und  werden,  einen 

e^olcben  Gränzkreis  wirklich  giebt,  nennt  man  den  Kr ü nun  u  iig8- 
kreis  der  gegebenen  Corre  in  dem  Punkte  ijx:,ijf  2)  \  t»eiri  Haib- 
mesf^er  wird  der  diesem  Punkte  entsprechende  K riinimu neu- 
Halb  messe  r  genannt,  «nd  sein  Mittelpunkt  hei*i5*t  hänfii;  drr 
twrüromungs-Mittelpunkt.  Auf  diesen  Kriimmungskrcis  8olten 
sieb  von  jetzt  an  der  durch  R  bezeichnete  Halbmesser  und  die 
dnrcb  Xt  IT»     bexeiobneten  MiUelponkU-Ceordinaten  besiebeii. 

Aus  dem  vorfiergeb enden  allgemeinen  Hegriflfe  des  Krüni- 
mungskrcises  und  dem  aus  VII.   bekannten  allyenieinen  Bejiriffe 


Her  Osculations- Ebene  ergiebt  sich  aut  der  6telle,  da^s  die  ubige 


ttS|liw«adlg  die  Uleichang  der  Oscolstions- Ebene  in  dem  Punkte 

i.*t$f  s)  sein,  und  dass  man  also  fOr  A,  Ii,  C  die  Coelli- 
cienten  von  x  —  J",  X)  —  y,  }  —  z  in  der  Gieichung  de  r  Oseulation»»- 
Ebene  setxen  rauss,  so  da^s  also  A,  C  bekannt  sind  und 
eise  weitere  Bestimmung  dieser  Coefticieuten  nicht  nutbig  ist. 

.  Vm  nber  ferner  ta  "einer  Bestimmang  von  H  and  X,  K,  Z 
ftr*den  Rrflmniongslirei«  sa  gelangen»  snbtrsliire  man  je  swei  der 
drti  obigen,  zwiseben  diesen  (jrSssen  Statt  findenden  allgemei- 
nen Gleichungen  von  einander»  so  erhält  man  die  drei  folgenden 
Gleichungen :  ^ 
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'-(5^)>'-l(0-&JI- 


=0. 


LHnst  man  nun  sich  der  Null  nähern  ^  t»o  nähern  sich 
nnd  — ?-  heicle  7!er  CrÄnze  5^  ,  und  eben  so  nähern  »ich 


beide  der  Gränze  k-  ;   also  nfihern  alle  drei  obi- 


Jz      ,  Dz 

—  und  — r- 
Jx         — Jx 

l^en  Gleichungen,  wenn  X,  Y,  Z  nun  die  Coordinaten  des  Mit- 
telpunkte des  KrOmmungskreivses  bezeichnen,  sich  offenbar  der 
Gränzgleichung 


und  wir  haben  folglich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten       T,  Z 
de»  Mittelpunkts  des  KrQmmungskreises  die  zvrei  folgenden  Glei-  ' 
cbungen :  . 

i4  (X— x)  + 1?  ( F  -    +  C(Z— x)  =  0, 

jRfO  A,  B,  C  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben. 

Da  aber  diese  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krunimungskreises  noch  nicht 
hinreichen ,  so  mGssen  wir  noch  eine  dritte  Gleichung  zwinchen 
diesen  drei  Coordinaten  zu  finden  suchen,  wozu  wir  auf  folgende 
Art  gelangen.  Durch  Subtraction  der  beiden  aus  dem  Obigen 
bekannten  allgemeinen  Gleichungen 


=  0, 


2(X-^x)Jx'^^(r-^y)Jy^1(Z-t)dx 


'«(;r— x)^4r-2(r-y)D^— 2(Z-i)Di ) 

f    ■  )  +(4** +  Di^« +  «»•)!  ~ 


Google 


4Uf  Btrüknm§  und  ärtlmmmtg  iter  cnwm» 
ron  einiiiüer  erhält  man  di*  GMehmg: 

^•ch  Vll.  ist  aber  bekanullich 
und 

wd  f«Jgli6li& 

Httert  kMi  um  ^jr  ^€t  Nnllt  m  tut: 
aUo  nach  dem  Im  L  b^wieaenea  Satses 

^  *^-ai*==d^* 

«■4  w«il  alcb  «PK 

'     .         fi^^  P.y 


39-2 


•runer) 


Twe  Vftrsteffvnf  ~^r  T/keürfi 


dy  dy  %  ^ 
dx  *    dx  \   dx  *  dx 

nähern,  so  ist,  wenn  Y,  Z  nun  wieder  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  des  Krunimun«^skreises  bezeichnen,  die Gränzgleichunp 
der  (»bigeii  Gleichung  offenbar: 


und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmuns^  der  Coordtnaten  A',  Y, 
des  Miftelpiinkts  des  Kriimmungskreises  dir  drei  folgenden,  zu 
dieser  Bestimmung  vollständig  hinreichenden  Gleichungen  : 


30) 


^(.Y-x)  +  fi(F-3,)iC(Z-,)=0, 


wo      ß »  C  immer  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeufuug  haben. 

Hat  man  aber  die  Coordinaten  A',  F,  Z  mittelst  dieser  drei 
Gleichungen  bestimmt,  so  erhSit  man  den  Halbmesser  Ades  Krfim- 
mnngskreises  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen  sich  unmit- 
telbar ergebenden  Formel : 

SO  dass  also  jetzt  alte  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Krum- 
mnngskreises  erforderlichen  Elemente  als  bekannt  betrachtet  wer- 
den können.  ' 

Anmerkung.  Auf  Shnllche  Art  wte  bei  der  Osculatlons- 
Ebene  in  VH.  konnte  man  auch  diese  Befrachtungen  noch  etwa.«« 
verallgemeinern.  IVlan  betrachte  nfimlich  wie  dort  die  drei  durch 
die  Coordinaten  '  . 

bestimmten  Punkte;  dann  hat  man  mit  Beibehaltung  aller  ini  Obi- 
gen gebrauchten  Zeichen  die  folgenden  Gleichungen : 

.  A{X-x)  +  B{  F-  y)  +  'C(fe  -  %)  =1 0 

und 

(A-ar)H  (F-5)»+ (Z-t)»=  '"•^'^ 
(X'-X -  ^xi«  +  (  Y-^y-'Jy)^  f  (Z ~ 2 -^x)«=: Ä«. 
( A'—      oJx)* + ( F  - y  -  Oy)«  4  (Z -  2  —  Di)«  =  Ä«, 


I 


ile 


Soblfililrt  man  je  swei  der  drei  lettlen  Glekbungen  von  einander, 
ee  erhält  nun  die  felgeadea  CrIeldiangeD : 

=  0, 

al«o.  wenn  man  diese  Gleiobungen  neeb  der  Reihe  durch  ^x, 

tLdXt  4x  dividirt: 

SU— ) +2(1'-»)  ä  t2(2-.l  ä 

-*'-M:(ä)'-<ä/M(S)'-<ä)>i''' 

Lieet  man  min  Ax  eich  der  Null  nihem,  ee  nJlhert  aach  mJm 
^ch  der  Nnll.»  und 

^5      ^:  Dy 

•ihnen  eich  reepective  den  GrSoxen 

•  ST  82     de     9t , 

c;r     o;r     oa:  cx 

m 

also  nähern  die  drei  obigen  tileicbungen  eich  offenbar  respeetive 
den  Gräntgleicbnngto 


Ii 
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2|^-x  +  (F-ff)||  +  (Z-i)|-l  1  =  0. 


i;r-x+(F-j,)g^  +  (z-,)g^i=o. 
ü  -a)^x-x^.(r-y)\l^(z-^)f^^=o■, 

folglich  alle  drei  der  gemeinschaftlichen  GrSnzgletchung 


9y 


dt 


so  da88  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  von  X,  V,  Z  die  zwei 
folgenden  Gleichungen  haben; 

A  (A-  a:)  +  Ä  (  F-y)  +  C(Z  -  r)  =  0. 


Um  die  zur  Bestimmung  dieser  drei  unbekannten  Grossen 
noch  erforderliche  dritte  Gleichung  zu  erhalten,  subtrahire  man  die 
beiden  aus  dem  Obigen  unmittelbar  sich  ergebenden  Gleichungen 


j:)  ^o:  +  2(  F  - y)  ^y  +  2(Z  -  i)  dz 
2(A~:r)^ar  +  2(F-y)!5^  +  2(Z-2)^' 

w  tt 


=  0, 


=0 


von  einander,  so  erhält  man  <lie  folgende  Gleichung:  ^ 


2(  l'-y)  (^y-  ^)  +  2(Z-i)  (A-  ^) 


=  0, 


-  j(l-a)^*«  +  (^j,»-'-^)+(^»«-5^)( 
also,  wenn  man  durch  Jx*  dividirt,  die  Gleichung: 

•«••-»i(/i-Ä)+«^=)(Ä-.-3>); 

Nun  ist  aber  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze:- 


a 


•  *  • 


•      «alt  » 


I 


der  Berührung  und  Krümmung  der  Curten. 


aUo: 


«ad 


fol^ch : 


«Im: 


Nähert  mm  ^j:  sich  der  Null,  so  nähern  nach  dem  in  I.  be* 
_R,  U^' 
sich  respective  den  Grfinxen 

,  ^       an    1  ^    1  ^ 

4y  z^i  Py  Dl 
Ja*   Job*   u4x*  uäm 


i^^^^m  sich  respective  den  Gränzen 


^      ^  & 

ar'   di*  S" 


^  nlhem  dle'GriMeD  v        *  ' 
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Dt/  0» 


sich  respecfive  den  Gränzen 


ind  die  Grossen 
'^Sfiern  sich  respective  den  i*ränzen 

\  Folglich  nähert,  wenn  ^j:  sich  der  Null  tiKhert,  die  obige  Glei- 
chung sich  offenbar  der  Gränz- Gleichung 


l. 


(•-).(i'-.)^,+(z-,)'£-(.  +  (g)*+(fey].=o. 


also  der  GrSnz-Gleichung 


f 


o 


der 


<--»S+(^->S-.H(|)V(£)-,=. 

•  « 


Daher  haben  Wir  jetzt  zur  ßestimroung  der  Coordinaten 
X,  YfZ  die  drei  Gleichungen 


lind  dann  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  R  die  Formel 


ä€r  üerührmtg  unä  MrUmmtmg  äer^  €urvm. 
^as  mit  den  ubeo  in  dO)  und  31)  gelimdweD  Retultateo  genaa 

Diese  Methode,  den  Kr(immun<;«ikrei8  einer  beliebipeen  Carve 

lu  bestimmen,  scheint  mir  liutcli  ilie  gaitz  strengen  Gr^iri/en-Be- 
trachtungeii,  auf  denen  jsie  beruhet,  sich  vorzflglich  zu  eniplehlen, 
und  mehr  als  alle  sonst  bekannten  Methoden  4^r  eigentlichen  ^a- 
tnr  der  »Sache  zu  eotsprecbeu. 


Betrachten  wir  jr»  jf,  z  sämrotlich  als  Fuoctiooen  einer  VM^ 
anderiicbeD  Glenne  ^»,«0  iat  natb  den  ecben  in  VIL  gegebeneB 
Entwiekelimgeo:  (  .  . 


^  dt/    Bx     dz   Bx  ^dx 

9st         jsa  ^^^^  sip 


I 

WegM  der  eritorenAosdrOcke  ninml  sunich«!  41«  sweile  der 

Gltkiinogen  30)  ttomittelliar  die  folgeode  Form  an: 

^»  '     )  I  l  ') 


Feroer  ist 


1+ 
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.  Li]  \(npy 


also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 


'  Ut: 


|(F-,)+g(z-,)=-g(j:_,) 


(0 


ao  daaa  die  dritte  der  Gleichungen  30)  die  folgende  Form  ai 
nimmt: 

and  man  also  zur  Bestimmung  der  Coordluaten  JT,  T,  Z  die 


Tollenden  Gleichungen  hat: 


32) 


A(x  -  X)  +  ß(  r-  y)  +  C(z  -  2) = 0. 

/8:r\«    /av\V /a:V    ^^^/v      x  ^     ^  .  ' 


.  • ' 


=0; 


WO  nach  24): 


33) 


^  0*2  Ö2  ö*/y 

89  '  89*         *  Ö9** 

5^ '  Ö9*        *  öqi*' 

^9  '  89*  Ö9  '  Ö9* ' 


Google 


dir  üerikfunfi  wuL  MriimmuHg  der  Curtett,  iMH^ 
^1       KOrier  kaDo  nun  auch  aetzao: 

Ii  34)   )^:^dsd>«->a«0>f» 

W  36) 

a«*(jr-;r) + ay .  ( F— + & .  (z- «)=3a, 
ai^ + a^^« + az«— «i«.  (X-*)- av  •  ( ^-y)      («-^rt  «?o  i. 

a5>  .  .  .  Ä=VTX^*)»+(F-i)*+Ö5^ 

wto  wir  vuft        sd  Ünm  iroMea« 

Wir  wollen  jehi  zur  Aullosung  der  drei  GleichuTiE^en  35)  und 
Btir  Toflfitündigen  Eotwickelang  de«  üalbniMaers  des  Krümimings- 
äbergcheo. 


Aus  den  j.wel  ersten  der  GlelcbuDgeo  35)  eigiebt  sich»  nmm 

Gx  ^^^^  geftifitten  Factor  bezeichnet: 

Y^lf=^  Gjißdx'-  Abi) , 
Z^s  SS  Gl  (^ay — INb;) ; 


isod  folglich,  «reno  imw  dieae  AnsdrOcke  in  dl«  dritte  dtr  CNti- 

cboogen  35)  einführt: 

Wegen  der  Gleidmiigeii  34)  Ist  aber,  wie  mui  lelcM  ladet: 


r 
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folglich : 

(Bdt  -  CBijf)  8«« + (ca*  .^az)  d^y  -k  ^ay — ä«)  a% 
^(aj:»+a^> +az2)(a«ar^» + a^« + a«i»)  -(a«dS;r-^a!ydv-i'diaH>« 

and  daber  olsnliarl 

37) 

y-tf 

z— f 

(ax«-»- V  +  az«)  icaj-«  +  ciß  ^  az^)  a^z  -  (aara^^r  ^  dyd^^dzB^yazi 

od«r 

(^g'-i-ay^  4-      Ucj-^-f  gy^  f  az-^)c^y  —  (Pj-g^x 4- ^yc^y  4-  aza*i>cy < 

(aa^^  -  b^d^xf + caya«!  -  axa^)'*  +  (aza^i— ara«»)*^ 
(8:r»-f  v  Hhaz^j  Kac*+5y*  f  az*)c^z  -  (a.rf«.r  4-  aya*^  -f  ar  an)  a»i 
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Die  Summe  der  Quadrate  Her  zweite«  Faetoren  in  denZiblern 
diwer  Brflcli«  ist»  wie  man  auf  der  Stelle  (ilieraiebt: 


(a^a Käa^y  ^#0^)*+ (£!yä*»— 2ja^>»4^  (aia*«— a*ö*8)*i ; 

aIm  iat; 

villi  folglich: 

40).. .Ä=—  ^  -r  / 


oder  >aeb 

I 

Weil  Baeh  37)  oder  38) 



_,   r-9  

indem  der  gemeiiMcliaftliclie  Werth  dieeer  drei  Brih^be  of« 
tebar 

oder 
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(  Ä  y 


sich  unmittelbar  aus  26)  das  merkwürdige  Resultat, 
slpunkt  des  Kriimroungskreises  immer  in  der  Haupt- 


n  uns  jetzt  eine  ganz  in  einer  Ebene,  deren  Gtei- 

rAnHA  Cnrvm.  nn«l  in.  dieser  Curve  einen  gewissen, 

Qten  Punkt  denken,  welcher 
nden  Ebene  liegt,  so  dass 
also  die  ivleichung  %     er  bnene  auch  unter  der  Form 

Ait-x)  +  B(t)-y)  +  C(J  -  2)=0 

dargestellt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  einer  Normale  unserer  Curve  In  dem  Punkte 
{x,  y,  i)  seien 


X  —  x 
cos  61 


C0S(0|       C0S(i)|  ' 


80  ist  nach  6): 


.     g-cosö,+^^cosa),  +  g^cosü,, 

cos  Ö|*  +  cos  09i*-f  cos  Öi'=l. 

Soll  nun  aber  diese  Normale  in  der  Ebene  der  Curve  liegen,  so 
muss 

^cosd|  -f  Bcos  c»!  +  Ccosc5i=0 

sein,  und  man  kann  also  wegen  dieser  und  der  ersten  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  Gi  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet. 


cos 


•  1  •  •! 


Google 


setzen,  HO  liaas  aWo  dl«  C^eMhaogeii  ■  uoMrer  diotnuUe  ofibnlwr 
die  folgenden  «iod:  * 

^  _     y-y  I-» 

oq>       Oip       oq)        o(p       09  09 

Fflr  eioen  «lAm  Miebigeo  Psnkt  («1 ,  jfi »  tt)  4er  Corre, 
deeeeo  Coordioeten 

eefai  «Bgeiiy  sind  «leo  die  GleieboDgea  der  In  der  Bbene  derCorre 
liegendeo  Nermele  effenlur: 

m 

Setieo  wir  der  Kfine  wegen 


md  beieichnen  die  Coordinaten  dea  Darcb«chnitUpunkts  dw 
des  in  dersetben  Ebene  liegenden  Normalen  dnreb  Z;  ee 

wir  wi  Amm  Beeümmg  dl«  CjelcbwigiDt 

Vi  ^  Wx  *   f 
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lU8  diesen     eichangen  erhält  man,  mit  Rücksiebt  daraaf,  das« 


ist: 


oder, 


17         F    ""IT""  l/Fi  -  F17| 
leicht  findet: 

Z—i_  VJx-üdf/^{dFJx--JÜ^1if) 


\  —  x  Y —  y  Z  —  z 

"TT"  — "~F^"-""Tr 


Laasen  wir  nun  Jcp  sich  der  Null  nähern,  und  bezeichnen  die 
Gränzen,  denen  X,  Y,  Z  sich  nähern,  durch  Ä,  Y,  Z;  «o  ist  of- 
fenbar         *  . ,        .    ,    i  . 

X —  X     F —  y     Z  —  X         9<p        dgj  ^ 

~tr"-~F~"~"ir  8F_^,85' 

und  bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (X,  T,  Z)  von 
dem  Punkte  (x,  y,  z)  durch       so  dass  also 


=  (X^x)*  +  ( V -y)»  f  (Z  -  2)« 


iar«  so  ist 


•  I.'  • 


Aus  den  obigen  Ausdrücken  von  V,  V,  W  ergiebt  sich  darch 
Differentiation  sogleich:  1  ^  1  * 


Google 


md  es  ist  slss^  wie  mso  Isiebt  findet: 


4M 


md 


• —  ^ 


/a^    a^r      dz  d^u\ 

Weil  slier  anek  der  Panltt  l^i*  yi,  iO  in  der  Elieoe  der  Corre 
Üegt,  so  ist     "  < 


oder 


oder  «lieh 


-^,) -y)+  C{ii  -») =0 


mid  feiglleh.  wenn  «tfn  eicli  ^9  der  Nali  nihem  lisstHfiid 
€rins-Gleich«Dg  fibergellt: 

also  nach  dem  Obigen: 
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dg) 

Folglich  ist: 
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H 
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QJi  CD 
^  IN 


I 

■TIS' 


■TIS' 
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U 
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cDi  CD  I  ^ 
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M  iirtM  Ii 
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I 

CD,  ^ 
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I 


«II 


Qopgle 


and 


4m  Bmüknm§  mtf  äf§mmmm§      Cum».  4417 

, .  (£)^(a^(iy,.  ■ 

d*^  ä*2 

.  ».i£l!iä)'i(bl<»'*rii^ 

Auf  der  IStelle  ergiebt  sich  nun  au«  dem  Obigen,  dai»A 
t«t;  also  ist  nach  45)  offenb«ir  auch: 

♦ 

uu(l  ieroer  ist  nach  45)  oflfeubar  aucli: 

^i^^  5:(r.,)4^(z-.;=C;)V  (5)'. 

Nimmt  man  nun  hierzu  noch  die  offenbar  gältige  Gleichong 

A(X^x)  +  |?(F-3f)  +  0(Z-j)  =0. 

so  siebt  man,  daaa  airiacb«ii  den  drei  Coordinateii  l\  Z  die 
folgeod^il  Gle|c|iiMig«n  Statt  fiaden: 


Di^ized  by 


47) 

A(X -x)  +  B(  y—g)  +  az- i)=0. 

B     Weil  nach  dem  Obigen 
und  folglich  aurh 


4"^  +  B^>+  4'=o 


ist,  80  ist 


\d(p' d(p^     B<p' dqi^J     \B<p' B(p^    d(p'd<p^/~~  ' 

\d(p  B(p*    8qp*8(pV  d(p^    B(p  Btp*/  * 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man 

/        ay   e^z     Bz  B^ 
"^^Bip'Bif^TBtp'Bfp^' 

Btp  B(p^    Btp '  Bcp^  * » 

öqp  *  Bfp^    Btp  *  3g>' 


48) 


•   «   •  • 


V 


setzen  kann. 


Weil  nun  die  Gleichungen  47)  un<l48)  respective  mit  den  Glei- 
chungen 32)  und  33)  genau  ühcreinstimmen,  so  sieht  man,  dass 
bei  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  der  Mittelpunkt  des 
Krümmungskreises  auch  aus  dem  folgenden  Gesichtspunkte,  der 
bei  Curven  dieser  Art  sich  oft  vortheilbaft  in  Anwendung  bringen 
lässt,  aufgefasst  werden  kann: 

Der  Mittelpunkt  des  Kri'Immnngslcreises:  in  einem  gewissen 
Punkte  einer  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curre  ist  die  Gränae, 


Googl 


der  Berührung  nnd  Krümmung  der  Ourtfn.  409 

welcher  sich  der  Durchschnittfipunkt  der  In  diesen  Punkte  'iD  dar 
Elbene  der  Curve  errichteten  Normale  derselben  mit  der  in  einem 
ADdercn  beliebigen  Punkte  der  Curve  in  deren  Ebene  errichteteo 
Normale  immer  mehr  und  mehr  nähert,  wenn  man  diesei^  letzte- 
ren  Punkt  dem  ersteren  immer  näher  und  näher  rucken  läsHt. 


XIII. 


Die  Gleichungen  der  Berührenden  dfr  Gurre  in  dem  Punkt« 
{jp,       x)  sind  nach  3)  bekanntlich  . 

'        \   '  .:  .1 


B<p  ogt 


OX  OU  OZ  . 

'     ■  .   -1   .■  .   1.»  . 


und  «renn  d,  a>,  co-  fär  diese  Berührende  ihfe  gewohiiliche  Bedeu- 
tung haben  und  G  einen  gewissen  Factor  be:^eichnet,  so  iait: 

•  •  • 

Sind  nun  •  **  n  " 


die  Coffinns  der  Winkel,  welche'  eine  andere  Berührende  in  einem 
zweiten  Punkte  der  Curve'  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliesst,  und  bezeichnet  to  den  Winkel  beider  Be- 
rührenden; 80  ist  bekanntlich  • 

;  cost0 

=  COf»  A(COS  94-// cos  ^-f- cos  00 (cos  CD -|-  ^008  0>)-|-COS  Ü(C08  U-f  ^  COS  Ü), 

also,  weil 

'    \  cos  B^,-i^  co^  «*  +  jcos  G'==  1 

COStO=l-f-COS6^/COS9      COSCD/ZCOSGO  -f-cos  (3//C0»(J 

Es  ist  aber  auch 

J  =  (OOS  6  +  ^ cos  Ö)*  +  (cos  Ol  +  ^ CO*  tt))*  +^(cos  S  +  ^  co^  «)• 
s=  1  -I-  2cosö/^ci)8d  +  2cos(»2fco8co  +  Ycos5<<icoR3 

-f  (^cü8Ö)H  W«osca)»-K^cosö)«,  •  •'•r''»^ 

also  ^  •> 

cos  OJcasB-^-  cos      cos  a>  -^  cos      cos  Q 
=  —  W(2/cosö)»  t  (-^ces  a))«  +  (/fco»ö)*| 

•1-hcil  XXX. 
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ind  folglich  nacb  dem  Obigen: 

also,  wie  hieraus  soglelcb  folgt  t 

4«ini«*  =  (^coii0)*f  (^coso))«-!-  (^costt)*, ' 
oimI  daher: 

■ 

LiMt  mao  null  nieb  der  Null  nibera,  ao  nibert  natfirlieh  ancb 
fo  aieb  der  Noll;  und  Few'Mii  daQ»  in  voratehender  Gleichong 
SQ  den  Grämen  ttiergeht,  ao  erhill  man  dSe  Gleiebong : 

•  •    •     .  .  '  1  •  • 

Ava  den  Glelebongen 

folgt  durch  OUferentiativn:,  ..  i 

r.  ...  5cog B  ^^Jf  &r 

nacb  dM  Obigen  lat  aber  offenbar: 


f  « 


aar  a«^      ?!y  .  ?! 
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4li  9Mum9r%s  94U0*ßmt9Mkm0>t4hi'irkt0ri9.' 

t(g)^(g)-*a7tr~Tir- 

un«)  folulit  h,  ^venn,  nie  Sjpvrühnlich,  /i^  den  Krüiiiiiitingl»^albiiiefi««er 
4er  Curve  iu-  dem  Punkte  (.r»  ^«  2)  bez«ichael*  iiAcb 

49,.:. ..  ;,L-.»..(j^)uMli|Ii(£)':; 

•rgiebt.  i  ^  ' 

Beieicbnet  t  «Itien  b«l  dm  Pavkte  (x,  y,  x)  «icb  eDdig«Mlett 
Bogeiii.  der  Cufve,  eo  i«l  ^kanntlieli 

«Uo  oacb  UttQi  Vo^ergeheudea: 
oder     '  .  "  *  . 

woraus  nieo  leicbt  ^ 


folglicii 


•dbliMot,  indem  mmn  das  obere  oder  untem  ZeScben  nimmt«  jenach  - 
dem  4äi  poeiÜT  oder  negativ  iot 
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Die  fHfllBfc«»g«n  4^  in  dem  Ponkte  (x»  s)  eiif  der  pMO- 
lalloiA«  •  Ebene  eenkrecbt  elebeodeii  Geraden  etnd  nach  ^) : 

t-x      _ _:  «trif       —  __lr-*  

^'gg^  a^'a^*    Sip*d9^  §9  89^  S^'S^'^äV'dT* 

lind  tT«nn  wieder  6« ,  o^i ,  lür  (lte»e  iNormale  ihre  hek.innfe 
UedeutuDg  babea  uod.Cvi  einen  getiUnen  Factor  bezeichnet»  «o  ist: 

eoe  ^     Crt       .  1^  -      .  . 

t^t  «1  der  von  awei  O^flilAtiou«- Ebenen,  also  der  von  den 
Normalee' aef  dleeen  Oeetita|l<MM'fibeiie»  eingeechloeeene  %Vin> 
kel,  eo  iel  ^     .  . 

coätOi  =cucid^  (coad|  ^^eQ«^|)-|-  co«cii|  (cc^a)|  -f  Jco«a)|) 

>  -f  caeOi(oaeS|'|>^coe6|), 

w»rane  naa  gana  irie  in  Xlll.  die  Gleicbnng 

efbllt.. 

Nun  iat  aber  nach  dem  Obigen: 

.  ~   \39  V  "    69 V   09         -  a^  ■  a^v  * 

aeeao,        /ö*  a»*        ^•xX  ,  a»«  &r 

nad  -  I  ;  . 
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) 


^  A  a^  ^  a?£Y 
■•■V^*a9>*'"a9)89V 

/dz        d.T  a*2\  /dl  a^Lr  _ax  ' 

/Är  ^  a»ar\  /aa:  d^l     ^  ] 

■ 
« 

woran«  «leb«  w^n  wir  der  KOne  wegen 

Vö^*ö9»"a9*ö^Aä9  a^»  öy^W 
/az  a^a:  aar  a^\/a»  av_84? 

\dq> '  d<p*    dtp  *  dtp*)  \d(p  'd<p*    ^ '  dtp^ß 
.         (dx  dhj     Btf  d^x\  fdx  d*i     dy  c^^\ 

■♦^Väqi  a9*~5ii*W\a9a9»"'ä9 

jieUcn,  die  Gleicbang 

ergiebt.  AUo  ist  nacb  dem  Obigen ,  weiitt  wir  der  Kanc  wegee 

noch 

^  /a»  a'i  dl  d^yy,  /dz  a^   a^r  a»x\« 

^=\j^'diß'Btp's^O  ^\^:^*'^^'S9^J 

^  (dx  a»y    a^  d]jr\ 

eetiee»  offenbar: 
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I>er  Z&hlar  vou  Q^'^Qg'^F*  M 

■ 

a»;    a:  a»y Y  /a:  a«j-  a^iy 


/a^  ^!f\(^!ß 
va^  a^'*  ä^'aipv  va<p*a<p*  öqj'S^v 

]    fdi  d*x      a«i\/r2  a^  a^  ah\ 

fdx  a«y_av  a^rx/a.r  a»y_ajf  afcx 
^  Va^  iy*  a^  ^ V     cy*  a^  a^ v 

t/^  a*r  _  a:  /ßs  a»j"_t.r  a^zx 
\ay  0^*     aqp  c(p^/  \B<p  B<p^    cg>  dg>^J 

I    va<^  M'"3v'övV  v^  öv»  S^'S^J 

i  /ai  a^  a.r  /a.r  ih|  a^.i  \ 
j    vdf»*a9»*  a^)  * ö9*y  W*a^  ""a^  * ä^'j 

^  i  ^z'^*^  a*.r\/a:  a»^_aj  a»:\ 

/ajr  a«iy  _  ay  8«x\  /aiy  a»x  ^  a»  a^^  \ 

\i   c'^*  a</7  a<pv      ^9^'  c-^jv 

/ay  a^  ax  a«w\  /a*  a««  a»j\ 

«ml  aHgMiitein;  ; 
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4U  S^uvkKi  S99t*  »äniUhi^iUr  TiMfH 

-f  \  {ci  fl,  —    cj)  (öji  65  —^«1)  -  (aj       Ä,  «n)  (pi  ÖS  —  0|  c,)  I* 

also  der  obig«  ZAl^ier:   >        <^     .     .  '    ,  , 


1  (Q  (4)  ^  G9) 

und  dci|f  Meißner  von  Q^-^Oi^f^  IbÜ 


&3) 


  8(p'\oy*ay*    ag) '  Bg>*J  '  • 

(a^  a-^    8x  ^^.y  V  ,Y*^>  a^.T  a^  a^zy  , 
a^*  89*  09 '  C9V  .  va9  *  ajt>^*  89  *  89 v  ^ 

/aar  ^  %  e«*y  k; 
- '  *  '•*  va9-a9«""a9'S^'v  » 


Bflkao&tlicb  ist 


Abo 


©•♦.«)V(|)-=(|)-. 
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iUr  Strdhrn^  Mnd  grimmUAg  der  Curptn,  4i7 

* 


I)  .1«.  *     P-  «  ..|j|B|.f  ^  I  I  ,j' 

/du  8-^1    ai^^v"   /Ol  8%   ä.T  a^iv  i 


/ar  a*^   a^  a^.i?\' 

oder  '  ►     ,    .  ^ 

66)  .  .   Li..(^- 

4  ^Höhfd^i^d^iby)  a^O'^za^.ir-a^jra^i)  ^  ax(o^.r8»y~a^//a^jf)i  • 

57)  Um^ 

da»  ob«r«  oder  untere  Zflicbea  ^Nupaiatii«  jaimclideai  ^#  poeitt? 
r  negativ  l«t 

Die  abauluteo  Werth«  der  Grusfen 


I  Liui  ^  und  Lim  V' 


nennl  man  rcspective  die  erste  Kriimnning  uihI  die  Eneite 
Krflmmung  der  Cur%e  in  Horn  Punkte  {j:,^,x)*  Liegt  die  Curve 
^anx  in  einer  Ebene«  kann  mau  dieae  Ebene  eelbst  Ebene 
der  jrjf  annehmen,  ho  H.inn  82  s:  0*:  S'z  ==  0  ist,  und  nach  67) 
fnlglkb  die  iweite  kritaNmueg  rerscJMtiadet  Deher  kommen  n» 


Digitized  by  Google 


den  niebft  gau  in  einer  Ebene  liegenden  Cnrren  swei- 
gen  in«  die  ersle  nnd  die  «reite»  nnd  dieeetben  werden  dnher 
.mit  ReebC  Cnrven  von  d«»ppetter  Krffmmvng  genannt. '  Den 
gnns  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  kommt  nnr  die  erste 
Krfl|nmnng  tn^  weebalb-dieiellien  mit  Reobt  Cnri^n  von  elB* 
facber  Krflmmnng  bdi^Mm. 


Wir  wollen  jetat  wieder  annebmea,  '4aaa  wieete  Cnrve  dnreb 
iwei  Gleiebnngen  von  4er  Form 

cliaraliteriairt  aei,  ao  daaa  alao  aneb 

« 

/•(jr.y,f>=cO,  F(«,y.f)«0 
ist,  unii  setzen  der  Kürze  wegen  wie  schon  fröber  aucb  jeUt 

■  • 

Uann  i&X  bekanntlich 

?ff  ??  j.  ^"      _L   n 

cJl  dü         BJU  dz 

worana  man  i  trenn  der  Kfirxe  wegen 

,  ,  a««  Bx  Bif      d^u  Stf   &  .  ^  8«it    dt  Bjf 

f^Tj/arv  c'U/BiY  ^'^Yii\* 

geseilt  wird,  nacb  den  Regeln'  der  DlfertnÜalrecbnnng  feraer  4le 

Gleichungen 

Bn  c^x      du  c^u     du  d^z 


Digitized  by  Google 


der  B§rüMntng  und  hrümmußit  der  Curpm,  ,419 

erhfiit.   üier^utf  folgt:  'l     ,  • 

(8«  Bü     8»  8C;\8»^    fTdu  BU    Bm  B^ü\d»if 


-^Bz^"*  Bz' 


/dn  dü  Bu  dV\d*r;  ✓au  BV  Bu  Bü\^ 
KB/Bs     B»'B^Jb9*  V&'^~8s'WV 


ds  da: 


/du  dü__du  ßt/y^  ^/Bu  Bü_3u  ar\a«x 

\di  '  B^     Sjf  '  BiJ  d<p^     \By '  Bx      ox  b^fj  öy* 

mÜMo,  weil  bekanntlich  nach  12),  wenn  wir  Ar  dM  dortige  Cr*  dar 
AütMB  wregen  Jetit  —  G  «cbrelben : 

Bx_^/Bu  dü    Bu  dV\ 

By  _^fBu  BU    Bu  Bü\ 
B^-^\Bi'  Bz  '^ik  aJ: 

da  dx  c^if  BU 


69 


•der: 


a.r  r*z      ax   a*.T     ^  ,„cu  BU 

ar  8^   ?»/  a«r       at/ . 

df»  a?)»  09  a^«  " Bz  ^  h'' 

B^  dh   Bj.  av       at;  a« 
8^'87*""a(p"5i?  -''^V^'^äj?' 

Bi  a«x  a^-  a^^^.  8t7  jjö5, 
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420  Brunen:  I^ue  DarsltUuug  der  ThtorU 

iSetsen  wir  dud  im  Folgeodeo  der  Kürze  vregeot  ' 

a*ii/8i*       eil  arv; 
a^M/a»  ar^  aw  at/y 
/a«  ar;  a«  at/y 

ai*  ySiy  ox  '  vtf  / 

^ii_fBu  m    Bu  Bü\/du  Bü    Btt  Bü\ 

^^daB!f\Bt^  ^'^^''SiJKBx*  &  ""a«-  W 

^BHt  rdu  öU^du  BV\/8u  Bü_hi  dV\ 
.   .      Bjf^^  vaii^  Zi  .      '  Ml/  \B$ '  Bx    Bx  '  BjfJ 

a%i  /a»  aü  a^  Bü\/du  bü  a»  acrv 
"•"^äüSiVaj^'ajr  Bx;^J\jSi'  Bjf^Bif'S^J* 

■  a«if /a»  ap,  jbu  Buy  . 

SPVä**a^  a^^-ai/ 

B^VfBju  Bü  Bu  duy  ^ 
B^ü/b9t  ^ji_Bh  duy  . 

ai«  v25  •  ai .  aar  äj^y  ' 
^_  a<£^  /tti  a^  an  m  /an  ar  a«  airv 

+  ^M^vaz  a^r  "^^'BiJ  V5i' S  "K 

a^i/ /a«  atf  a«  bü\/Bu  bu  a«  a(7\ 

■•^  ,^  Sp»  \Bx  ':Bz    ai  •  BiJ  W  dx  '^Bx  'B^) 
82£r/a«  BV  _Bu  BU\/Bji  cU  ^du  B£\^ 

'  a^a^r  vcjy  *  aar .  ^är '  a^  /  \ai  *  a^    l|y  *  ai  /  * 

«■d  folglich  Mcb  dem  Vorberg«lieiideo : 

ay  a^  •  a^»  *  a»  K^' 
a#  a«f  h  a«tf       ar  «a», 

02  a]|£  a*  a*i   ^  ar  b^l 
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Svtiea  «rir  noa  nodi  der  Kfine  w^ges : 


M  ist  nach  dm  OUgMi 


u  .  » 


dü    du  düV 

a 


8:/ax  i^jp^ar  c»x\^ay/ax  ^\ 

/a«  ar;  a«  aiA  oh 

[af/za«  a{7, a» ae;,  a« a£^\  Bu//bu\* ,  /arrv«  /ae/vx  i 
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e  rmntf  f: « Knie  IfMntethm^  dtar  nnurtfr 
and  mUo  auf  d1e«e  Mf^lM  llli«rbAV|iC  s 

I     (^0+ S + 2  • 

C  W/     \v^/  '  •'V^   «tP  P9^^^ 

=  C»Jr((?:^-a.|)+F(9g-^^'')|. 

I^littelst  <ier  hier  entwickelten  Formeln  erhält  tiiaa  nun  oacb 
t^4)  für  die  iiieichung  der  Oäcuiutiuui»- Ebene  den  fnlgendeo  Ans* 
druck:  ' 

du  ,^dtt 

ond  für  die  CoortJinaten  des  MittelpiiiikUH  des  KriiiJirmin|f»kreii«iea 
und  det«^en  liatbnieäser  erhalt  man  nach  dö)  und  40j  die  folgen« 
den  nietkn ürdigen  Ausdruckes 

59) 

*  e«5*4-  FV— 'irF« 
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ütr  äeniAnmg  umi  ärümmuttff  der  Curttn*  4Ml 
und  '  •  j  . 

dW  in  dieser  AtlgeaelnMl  woftl  noch  titcht  i^egehen  würde«  eMw 


Wir  woUen  un«  nun  «eine  durch  die  Glaicbuiig 

elmrakterieirte  FÜtebe  und  etif  dereelbeo  einen  durch  die  Goerdi* 
Hafen  x»  jf*  s  gegebenen  Punkt  denken ,  wo  aleo  aueb 

ist,   und,  wenn  f(T,y,i)  im  Allgemeinen  aU  eine  Function  van 

OTy       2  betrachtet  w'itd, 
\ 

geeetst  werden  soll. 

#•  •  • 

Unter  der  die  KIfirhe  in  dem  Punkte  (x,  ^,  t)  berühr  en- 
den Ebene  verstehen  Wir  nun  die  doroh  dieacii  Punkt  gehende 
Ebene,  in  weieher  die  berflhrenden  Geraden  alter  dnreb  den 
Ponhi  (^f     i)  in  oder  auf  der  Fläche  gesogenen  Cor?en  liegen. 

Zu  der  Beetimniung  dieser  Ebene  gelangen  vrhr  auf  folgende  Weiee. 

Die  Gleichungen  jeder  dureh  den  Punkt  (x,  z)  auf  der  Fliehe 
gesogenen  Gnnre  haben  Im  Allgemeinen  die  Form 

tra  alae  aneh 

int«  und,  wem  Fix,  f » s)  überhaupt  aln  eine  Fonetion  von  jr,  jf,  t 
Mmcfatet  wild, 

gdMst  werden  aoll. 
Nach  13)  Mi 

r—x  11— y_  }  —  x   

...  .,    du  BU    du  BU^Bu  BU    Bu^'^Bu  BU    Bu  BD  , 

^•fi-Ä;%  s:Ä-^6-jg 


41 
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\i4  Gruner t:  \ffve  Darsiellunff,.  4er  Theorie 

die  Gleichungen  der  Beriilirenden  der  durch  die  Gleichungen 


I ^^^^^^^ 


charakteriüirten  Curve  in  dem  Punkte  \x ,  y,  z).  Die  Gleichung 
einer  b  «o  durch  diesen  Punkt  gelegten  Ebene  sei 

A{j-x)  +  BiX)-y)  +  C(f-2)=0. 

Soll  nun  in  dieser  Ebene  die  v^l^ergehende  Berührende  liegen, 

»u  lUUSS 


,  ' '  yfPu  Bü^  i^  BU\ 
\di/'B2  SI'Bt/J 

fr " 


I  'S) 


0 


\dx  *dy     dy'  Bx) 


oder 


Bu     ^Bu  Bü 


Bu 


Bu  BU 


ou 


Bu^  du 


sein.   Diese  Gleichung  rouss  aber^  »venu 


Aix-x)  -\-  B(t)'^y)-^C{}^z)  =  0 

die  GTeiclinn^  der  *ä>e"gc^ch'efe  Mtehc'  W  •aei«*'Wr(kM '(x,  y,  x) 
beröhrenden  Ebene  sein  soll,  >veil  in  dieser  Ebene  die  Berühren- 
den aller  durch  den  Punkt  .{x,  z)  auf  der  Fläche  gezogenen 
Curven  liegen  müssen,  für  jedes  U  erfüllt  sein,  welches  nur  der 


Fall  sein  kann,  wenn 

r.".  i  ' 


w    •*  l|  '    Ii:*    •'«  ii 


du 


Bu 


dy  $x 

•  •  •  ..  •  ■  •  •  » 

ist,   woraus  sich,   wenn  6'^  einen  beliebigen  JF^t-'^9j^  A^f*j\rJp|>1tti 


Ä  =  <?i 


^  Ii 


du 


,•1  .»4.<»r 


und  folglich  nach  dem  Ohrsen  als  Gleichung  der  die  Ftjbcbe  io 
dem  Pünktd.t',  j^^  z)  berutvrcA^n  ^ene  dit  Gleichmig  V.'^ 


Google 


äir  M9rtlhruH§  und  ärümmung  der  Curceu,  421^ 

61)  .  .  1(»-,)  +  |?(,-.)=30 

giebt 
Sind  WML 

CQfiB     cmm  oo«tt 

^^Amt^f^  4m  hl  dem  Ptaikt«  {x,y,t)  auf  der  beHIhrenffen 
Mskrecftt  «telieoden  Geraden,  welche  man  die  Normale 
gCgebeilM  krummen  Fläche  in  dem  Punkte       tf,  i)  nennt«  und 

camBi      CMOi     cobQi  ' 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (»«      x)  in 
der  berührenden  Ebene  gesogenen  Geraden;  «o  mm 

^    eo&OcoaBi Costa  cos  (Og -i- cos  (dcoBQiz^O 

•ein.    Weil  «lier  die  Tonitehende  Gerade  tn  der  berfibrenden 
ßbcn«  li^n  soll,  ee  muM  nich  61) 

coe  ö|  +  ^  cos  »i  +  ^  coa  ü|  =0 
sein  9  und  auä  den  beiden  Gleichungen 

eeeieeelb  -f  mmeee«!  -I*  eeiSeeeSi  mQ, 


g^COa^  -f:  ^COaO»!  -I-  ^€080^X^0  ' 

folgt  nne: 

—  ceea>^^)cosa)|  =(co8dg  — coao  j^cosög, 
(coe  ug^—  cee»gj)eoe9|=  (eoe  »g^— cea^^cee^i; 

■ 

«römm  aicb»  wenn  man  quadriil  und  addirt,  mit  Rflckaicbt  a«f 
die  Gleicbong 

die  Glekbang 

du  du 
(coe  o  ^ — coa  fl»      ein  ö^* 

Ä  [(coaögj^  —  cos  Q  1^)*+  (cos CO» 6^*1  CO» ö|* 
Tb<U  M 
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Gruner  t:  Neue  Pars  feilung  der  Theorie^ 


Ü 


der 


(cos  ^  g~  "~       ^  |~)*  ^1* 


du 


€08         —  COS  €3  rj— )*  +  (cos  CO  ;j—  — COS  6 


das 


fie  Gleichung,  weil  die  Normale  auf  allen  durch  den 
§l)  in  der  berührenden  Ebene  gezogenen  Geraden 
hen  inuss,  für  jeden  Werth  von  tang^i  gelten  rous«, 
I  der  Fall  sein  jkann,  wenn 


=  0, 


-C08Ö5-)«=0; 


also  wenn 


du 
Bu 


cos  ö  ö  COS  c  «-  =  0 » 

cy  da; 


_  8« 

COS  CO  5  COS  G)  ö~  = 


^Bu 

COSt)  5- 

da: 


3y 

—  COSÖJ^  =0 


Ist,  woraus  sich,  wenn  G%  einen  gewissen  Factor  hezeichnct» 

^     ^  Bu  ^  du         L    ^  dn 

COSÖs=Gj^~,     C0Saj=U4g^,     C0SÖ  =  Gj5;; 


ergiebt.   Folglich  sind  nach  dem  Obigen 
62)  


Bu  Bu  Bit 
Bx        ^  K 


die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  dpro  Punkte 

« 

XVII.     I    '  . 

Auf  der  durch  die  Gleichung 

charaktertsirten  FIfiehe  denken  wir  uns  wieder  durch  den  in  der- 
selben liegenden  Punkt  (ar,  y,  %),  wo  also  .  .       '  ' 

r   •  r  • 


Google 


fix,  3f.  i)s=0 
ifl,  9km  li6lieMge  darcb  die  Glaiclmiige« 

/Or,  I?,  j)  =  0.  F(r,  i?.  j)  =  0 
cfcanktifieiiie  Carte  geeegeii,  eo  4aM  eleo  aiiek 

toi,  oihI  seilen  der  KOne  wegen  wieder 

Die  Gleichungen  der  BerflbreiideD  der  Corre  in  dem  Peukte 

y  9— f  j-x   

ä«r5(^^    5«  BV^^u  du    Bu  BU^Bu  Bü    Bu  dV' 

^•s""£-§  ,£-si-ai-£  s-^-^ai 

Die  Gleicbengen  der  Nomiele  der  PiSebe  le  de«  Penkle 
{9,     s)  eiod  MMsh  62): 

8«  6)m  0« 
&r       ^  £ 

Die  Glelcboef  der  dnrdi  dieae  iieideii  Geradee  gelegten 


•e  dMs  elee 


reu  B(J    cu  ^(  \,g.,fBu  BU_Bu  BU\      füu  cV   vu  cU\ 
Bi    Bz  BsJ^    \Bz  BJC    Bx  BiJ^^  \B»  B^^B^  oj^J 

=  0, 


u»t,  und  lolglich 

/Bm  du    bm  arx  Bm    /Bu  hU   hm  %ü\  hm 

fim  Bü    Bu  BV\Bu     /Bu  BU    Bu  Bü\Bu 
^-\&%'^"^  B^JBx^K^  H^^  ^)&* 

^^/Bu  UJ    ca  ^£^\^*^  ^/Bu  BU    cu  cU\?m 
^\B]f  ' Bs^ Bi  ' By  /  B^         *&r""S  ' w/^jp 
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oder 


runeri:  Neue  Dantetlnng  der  fheörie 


^^U^yA.f^J^yA.f^J^Yl  ^i^-i.*^  ^\ 


_^U./duy   /du^    /Buy.  ^^i.^  ^J!\ 

/"^«V.  /'^"V-J-/'^"V<      ^lY^"  ^4.^if 

^  ""az^Va^y  "^^U^y  ^vaz/  ^""äAa^  aor'^^a^  ay +ax  *  axV 

gesetzt  werden  kann.  Nach  den  in  XV.  gebrauchten  Bezeich- 
nungen ist  also 

ox  ox 

und  folglich  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene: 

63) 

8x -  <?äi> - + -  %> + 5  - 


( 

I 


I 


Die  Gleichupg  der  Oscuiatioos  -  Ebene  ist  nach  58) :  ^ 
WO  wir  der  Kurze  wegen  '*  '  t 


.  •  > 


Sx  dx* 

dy  dy 

setzen  wollen.  •  .  •  •  ♦ 

MitteUt  leichter  Rechnung  findet  man 


und 


u  V  ••••  X 


.mV 


dtr  avrUrmtf  tmd  KHtwmmw  der  Cumn. 

Ferner  ist 

„ ./Sil  Bü    Bu  BU  ^  9u  Bü\ 

Bmiehmt  ami  /  dm  von  der  dvrch  die  BeHilireDde  und  die 
Normale  Kelegten  Ebeoe  mit  der  Oecnltlieiie- Ebene  elegeechloe- 
üenen  Winkel»  eo  Ut 


coet/*s= 


Dach  dem  Obigen  offeubar: 
folglicb ,  weil  oacb  W) 


iet: 

«)    ....    coe^=|^-^jl^^^|  , 
weicbeu  Anadruck  ich      «ehr  merkufirUig  halte. 
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•r/;  Neue  VärHilfnng  der  Theorie 


L«icht  findet  man  auch: 


.  (i«F-rQ)«  


und  folglich: 


67) 


Weil  rational 


68)  . 


e/2 


•  * 


Ut,  80  ist  dieser  Ausdruck  jedenfalls  der  merkufirdigste. 

Durch  den  Punkt  (.r,  z)  uollen  w\x  uns  nun  einen  eben« 
Schnitt  unserer  durch  die  Gleichung 

/(r.  tj,  ?)  =  0 

charakterisirten  Fläche  gelegt  denken ,  dessen  Gleichung 

ür  +     +  tf}  +  D  =  0 

sein  mag,  so  dass  also  auch  '«v  H  4- 

Ü  r  +       f  (^r  +  D  =  0 
ist,  und  im  Allgemeinen        -il  •  i-  •  '  •  ••  ••  *  *• 

gesetzt  werden  soll.   Dann  ist     s  .  ■  ^ 


SM  ^  an  „  811  1. 
äi=f;.  3:^=^' 


i 


und  die  siimnitlichen  zweiten  Differentialquotienten  Ton  II  ver- 
schwinden also.  Bezeichnen  wir  nun  den  Krümmungshalhmesser 
des  ebenen  Schnitts  in  dem  Punkte  {jc^  y,i)  durch  H,  und  setzen 
der  Kiirze  w  egen 


5^  =  il2  +  X^2+ tf«. 


■  kl 


•r.l 


und 


it  »W   Ii«  I  ^  fl'«fk 


ogle 


dir  BerükruHt  und  ärümmung  der  Curpim,  491 

du       du     du  du 

90  \ni  iiath  00),  weil  im  vorliecenden  Falle  v\eii(Mi  Her  \er8i  htnn- 
deiiden  zweiten  Differentialquatienten  von  welche«»  hier  an  dio 
Stelle  von  U  In  XV.  tritt,  die  dort  durch  V  beseicbneU  ür6»»Q 
offeobmr  «elbst  veröcbMindet: 

69)  

LMM»  wir  jetit  deo  durch  di«  GIcIchnog' 

Äj:  +  i5n  +  <ij  +  I>  =  0 


eharakterisirtcn  ebenen  Schnitt  mit  der  vorher  durch  die  Beräh* 
rcode  der  durch  die  Gleichun^eu 

charakterinirten  Curve  in  «lern  Punkle  (r,  y,  z)  und  die  dcm»eU 
htn  Pnokte  eots|M'echeode  ^^onnale  unserer  durch  die  tiUichuug 

chmhterisirten  Fl ä die  gflagteo  Eboie  BOMMiiiienfidlMi»  ao  müt* 
mm  wir  Mch  dem  Ohigto 

Mtimi,  wo  aach  d&m  Obigen  hekasatlich: 

^=*'»i-'^a,'  «-^^s-«^'  <'"=*'?r-«8. 


« 
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432  Gruner t'.   Sene  DarnteUuvg  der  Theorie 

* 

ist.    Dann  \»i 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

5«  =  <?*). 

Ferner  ist: 

hu  du  hu 

oif       ox        Oy  ox 

cz        cy         dz  Oy 

ox       oz         ox  oz 

also,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  A' ,  ß' ,  C  einführt,  w'u 
man  auf  der  Stelle  übersieht: 

dy       dx  ~~    \dy  '  Bx     dx'  dy  /  ' 

^dx  "^dy  — '  \di'dy  By'dzJ' 

«ji?!?-,^/'?"  BU  _Bu  hU\, 
dx        dl        \dx  'dz      dz'  dx )  * 


folglich : 


p_    dhi^/dn  du    du  dUy 
-     f*-    dx^\dz'dy'~dy'dz)  . 

^(du  du _du  a^y  • 

. .        .  ;^  W '         dz'  dx) 

dhi  /du  du  ^du  duy 
,  ^  dz*  \dy  dx      dx'  dy  / 

.  ol'iL/'^f  ar/_aii  djj\/du  du_du  duy 

;  ^dy\dz'dy     dy'dzj\dx'dz     dz'dx/  ,,,,^  ^ 

d^u  /du  du    du  dU\  /du  dU    du  dU' 


,^£n/du,  dU^du  dU\ /du  dU _du  dU\ 
dydz\dx'di     dz'dxj\dy'dx  dx'dyj 

,        dzdx  \dy  'dx     dx'  dy  J  \dz  '  dy     dy'  dz  / 


ff' 


A4*  I 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  Ausdrucke  von  r  in  XV.»  so  findet  mai 


1t 


Endlich  ist 


=  p ,   also  0  ~  s*e. 


Diq^ljMy  Google 


äer  Btrükmng  unä  Mnimmmg  der  C9ir»eit,  4^ 


Folglich  ist  nach  69),  waao  nao  M  der  Krßmmaogshalbroesser  in 
dem  Pimkl«  (s^y»  s)  dw  von  4m  ilnrcb  di«  BeifiliMiidt  der  dwch 
die  Gleiehaegee 

rharakterisirten  Curve  in  dem  Punkte  (x,  1^,  z)  uml  die  demscl- 
hmt  Puukte  eotoprechende  Normale  der  durch  die  Gleichung 

cherakterieirten  Flüche  gelegten  Ehene  geUtdelen  ebenen  Scbaitte 
iler  Fliehe  iet:  ]|Ss>^»  nleo»  wenn  man  die  verher  gefen- 

ilenen  Ausdrucke  von       uud  t>*  einfiibrt: 

70)  JP  »  — ,a  ' 

NMh  «0  tot  aber 

jilso,  wenn  man  dies  mit  70)  niultiplicirt:  jR*  =  B*co8J*,  nder, 
%Tenn  man,  n-as  offenbar  verntattet  ist,  f&r  J  eeioeo  einen  rechten 
Winkel  nicht  Ohereteigeoden  Werth  eetst: 

71)  je«Meee/» 

»tclcbe  (■ieichani;  zu  dem  foljrenden  merk«  firdicjen .  schon  von 
Meenler  auf  andere  Weise  gefundenen  Satze  führt: 

Wenn  nnf  einer  hellebigen  Fliehe  eine  Curve  ge- 
aegen  lat,  an  wird  deren  KrOmmnngahalbmeaaer  In 
elneni  beliebigen  Ihrer  PnnkCe  gefnnden,  wenn  tuen 
den  KrUninittngabalbnieaner  den  doreb  die  Berttbrende 
der  Cnrve  In  dleeem  Pnnkte  gelegten,  anf  der  FIftcbe 
nerMlen  ebenen  Schnitte  dereelben  In  dem  nimliehen 
Pnnkte  mit  dem  Ceeinne  dee  epitaen  NelgungewInkele 
der  Ebene  dteeee  Sebnitte  gegen  die  Oeenlationi»* 
Ebene  der  Curve  In  dem  In  Kede  etehenden  Pnnkte 
nnltlplUIrt 
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§klen:  Veber  drei  feometriiche  Aufgaben 


^ometrische  Aufgaben  und  über  eine  Eigen- 

fir.hiifi  dAr  RUipse. 


io  Böklen 
zu  Sulz  u.  fii«  ^rterober^. 


1 


1.    lieber  drei  geometrische  Aufgaben. 

(Taf.  VIII.  Fig.  1.  and  Fig. 2.) 

Nachstehende  Aufgaben  stehen  in  naher  Verbindung  mit  ein- 
ander :  1.  Die  Trisektion  des  Winkels.  2.  Es  ist  ein  rechter  Winkel 
gegeben  und  ein  Punkt ;  durch  letztern  eine  Gerade  zu  ziehen,  so 
das8  das  von  den  Schenkeln  des  Winkels  abgeschnittene  Stück 
derselben  eine  bestimmte  Länge  habe.  3.  Von  einem  Punkte  Nor- 
malen auf  eine  Ellipse  zu  Hilleo. 

Ich  beginne  damit,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Aufga- 
ben 2.  und  3.  nachzuweisen.  Es  sei  (Taf.  VIII.  Fig.  1.)  OA^a  die 
grosse,  OB=h  die  kleine  Halbaxe  einer  Ellipse.  Auf  dem  Quadranten 
jiB  liege  ein  Punkt  M,  dessen  Abscisse  ist;  man  ziehe  die 
Normale  von  welche  OA  in  L  und  die  Verlängerung  von  BO 
in  N  trifft,  setze 


«in*!-*. 


0 


60  ist 

Man  nehme  nun  auf  OA  den  Punkt  /  nn,  so  das(< 


\  •  ■ 
♦  Ml 


Qoogle 


tfAtff  4lMi  AflMiscAAA  ^ttff*  SiUit^^ 

V^^^^^^P    v^^^VIF     vWV^r     VH^^^^IW^V^^^^^^^f       V^^^V  V^^^^^^^^^^^^V 


•io  uit  iV/= — 2 —  von  konstaater  Länge.    Wenn  aUo  bei  2.  a 

ncgebene  Paukt  ist,  don^b  welchen  eio^  Linie  veo  der  Utoge 
1  gesegen  vrerden  soll»  eo  beetlmnie  in«ii  evf  den  Schenkelii  dee 
rechteo  Winkele  die  Lingen  OAssta  und  OB^b  eo,  daee  die 

Gfg— e>  a  nd  h  der  Gleklmeg  Iss  ■     ■  ■  geoflgen»  ftUe  mi  e 

arif  die  VerlSnjrerung  von  ß(J  das  Perpendikel  a|3  und  bestimme 
darauf  den  Punkt  y  durch  die  Proporthni  aß :  yß  ~  a :  b,  ftlle  vun 
y  auf  die  Ellipse  Aß  eine  Normale,  welche  0.4  in  L  und  die 
VerlÄDS^erung  von  BO  in  iV  trifft,  ziehe  ISa,  u eiche  verlängert 
OA  in  (  begegnet»  eo  ist  JSi  die  geeiicbte  Linie. 

Die  Aii%abe  1«  kit  ein  epeiieUer  Fell  too  der  Aefgabe  2.»  wie 

aa»  foleender,  an  einem  andern  Orte  schon  veröffentlichten,  aber 
wobl  tsehr  wenig  bekannten  Dart»teliun&;  eritellen  wird.  Man  lie« 
acbreibe  von  r!er  Spitze  // (Taf.  VIII.  Fig.2.)  des  zu  theilenden  Win- 
kels GHE  aus  mitdem  Halbmesser  \X  einen  Kreis,  nelcher  dieSchen- 
kel  des;  Winkels  in  ^und  (i  trifft,  v  erian[::eire  EH  bis  zum  Dnrrhschnttt 
mit  der  Perij)lieri<i  ia  A  ,  ziehe  den  Durchmesser  welcher  den 

Winkel  (whK  halbirt,  und  durch  A  eine  Sehne  KO' ,  welche  l'N' 
in«'  schneidet,  dass  o'O' ==  0'/l=  U.  »o  i«t  GHO't^  [GHE, 
wie  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt ;  denn  O'a'H  ^  i/Uu'  =  K 
^GHl',  also  GUO'  ^Kz=z\0'HE.  Uie  Angabe  ist  nun  darauf 
rednzirt»  dorch  K  eine  Sehne  K(y  su  aiehen,  welche  /'jV  ia 
sebneldet»  eo  dasa  o'O'  eine  beetimaite  Liege  bebe,  bier  gleich 
dem  Haibmeaaer  des  Kreiee«.  Ze  dieaeai  Zwecke  siebe  fluan  swei 
Lieleii»  welebe  sieb  Io  eiaem  Pankte  O  reebtirioklig  krenaen  end 
die  Geiade  Ott*  welche  mit  jeoee  Liaiea  Whikel  bildet  füaicb 
Kiyf  tmd  &(yN\  mache  Oacs  siebe  derch  «  eine  Gerade, 
welche  jene  Linien  in  /  ond  N  trifft,  so  dass  liV  =  i;  trage  auf 
den  Durchmesser  I'IS'  die  Grosse  l'a' zzz  (a  an,  ziehe  die  Sehne  ^ 
kO  ,  welche  durch  a'  geht,  und  endi^cü  den  Halbmesser  O'//, 
(M>  idt  GUO'^^  '^GHE. 

Aas  dem  Vorhergehenden  erbeliet  nun,  dasa  die  Anfgaben  3. 
aad  3.,  weichet  algebraiech  bohandelt,  wie  bekannt,  anf  Gleichun- 
gen vom  ▼ierten  Grade  Dübreo,  und  dass  die  Aurgabe  I.,  die  sich 
durch  eine  Gleichung  vom  dritten  Grede  eesdrfleken  lässt,  wel<  be 
aber  der  irreducible  Fall  ist,  übereinstininit  mit  der  Anli^ahL'  'i., 
wenn  die  Entfernung  des  Punkts,  durch  welchen  eine  Gerade  von 
der  LKnge  k  gelegt  werden  6olI,  von  der  Spitze  O  des  rechten 
WinkeKs  =  ist.  Auch  bier  bat  die  Aufiialie  \ier  Auflösungen,  wo- 
von jedoch  Bine  leicht  zu  iiudeu  ii»t,  i^enn  man  nämlich  von  dem 

gegebenen  Punkte  aus  mii  dem  UalbnMisscr  U  einen  Kreis  l»eechccibt. 
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Wenn  endlich  dieser  Ponkt  auf  der  Halbirung.«linto  im  rechte 
Winfcttlt  so  erhält  mtn  das  Probleiii  des  Pappas»  irtlchf 
elemestsr  anfgelM  wird. 

In  Hand  48.  von  Crclle's  Journal  hat  J  oaeh  i  ni8  thal  eine 
Aiiflusung  der  Aufgabe  3.  mitgetheilt,  welche  im  Folgenden  zu 
Grnnde  gelegt  ist,  um  die  Trisektion  des  WinkeU  mitteist  einer 
Eiti[>He  iiiiti  eine»  KreUeä  au^zufiShren.  Es  t»ei,  wie  ohen,  CHE 
der  lu  theilende  Winkel;  man  beschreibe  mit  (lem  Halbmesser 
4X  von  H  aus  einen  Kreis,  GH  =.EH  —  \X^  verlNn^cre  EU  nach 
K  und  ziehe  den  Durchmesser  l' IS' ^  welcher  GHK  halbirt.  Nun 
konstruire  man  eine  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  OA^\l,  wäh- 
rend die  kleine  =  ist,  ziehe  durch  O  eine  Linie,  welche  mit 
der  kleinen  Axe  der  Ellipse  einen  Winkel  bildet  \  kn?s' ,  und 
nehme  auf  derselben  den  Punkt  a  an,  Oa  =  ^A;  ziehe  aß  »enk* 
recht  auf  die  kleine  Axe  oder  ihre  Verlüngsrong,  hatbire  uß  in 
Von  y  aus  sind  nun  Normalen  auf  die  Ellipse  zu  HLilen.  Eina 
dicMr  Normalen  kann  nach  dem  OhigeB  negitieh  geiegoa  weidta» 
«de  eebaeidn  die  fiUipee  in  ». 

Man  siehe  von  A  eine  Linie  aenkrecht  auf  fn»  welcbe  der 
Elilpae  in  m  begegnet.  Ferner  werde  von  A  aoa  eine  Llole  ge* 
sogen,  weiche  aenfcrecht  auf  yO  «tebt  vnd  die  Elilpae  in  p  trUR; 
man  siehe  die  Tangente  In  /»,  welche  den  Kiela,  desae«  Dnrcb- 
messer  die  ftroase  Aze  Ist,  In  9  und  #  triill,  endlich  werde  noch 
durch  die  Punkte  9, 1,  m  ein  Kreis  gezogen,  welcher  der  Ellipse  in 
den  drei  weiteren  Punkten  m',  ,  m"  begegnet,  so  sind  die  drei 
Linien,  welche  durch  y  rechtwinklig  gegen  Am',  Am"  und  Jm*' 
,sich  ziehen  lassen,  die  drei  übriuea  iNormalen  der  Ellipse.  Man 
hat  nun  nur  noch  rlic  Punkte,  wo  sie  die  kleine  Axe  treffen,  mit 
a  zu  verbinden,  und  erhfilt  vier  Linien,  welche  durch  er  gehen 
und  von  welrhen  die  Axen  Stücke  abschneiden  =i;  es  sei  W 
eines  dieser  Stücke;  man  mache  tv'  —  fa,  ziehe  ATer',  welche  Linie 
verlängert  den  Kreis  in  O'  trifft,  so  ist  (iH O'  \GHE.  Zwei 
von  den  andern  Auflösungen  fuhren  auf  die  Trisektion  der  Win- 
kel Gm  und  EHP. 


IL  üeber  eise  Eigeaacbaft  der  Elilpae. 

(Taf.  VIIL  Fig.  3.  und  Fig.  4.) 

Ea  seien  (Taf.  VIIL  PIg.  3.)  Oil»  a  die  greaae  nad  OBasA  die 
klehie  Halbaxe  einer  Elilpae ;  auf  OA  liegt  der  Brennpunkt  F.  Man 
aiehe  danrh  einen  heHehlgen  Panhl  M  anf  dem  Qvad^nteH  AB  die  ' 
Taagente,  welche  die  Verlängerang  von  OA  \a     wea  OH  In  QHIM. 
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«Ml  hMoigfcBB  «•  Lipie  iHt,  wMm  die  HypotesMe  dm  reabtirtolE- 
ligeu  0rei«ekt  OI^Q  tot,  mit  h{M),  dieSomM  der  bddeirLMeB 

OQ  uofl  mit  jr(;1!l).  Ffir  einen  andern  Punkt  N  de«  Qua- 
dranten erhfilt  man  «Itirch  ifine  ähnliche  Constrtiktien  die  Grossen 
A(A')  und5(iV).  Dies«!  vorausgesetzt,  läs^tt  sich  tiie  fragliche  Eigen- 
Mch^it  der  Ellipae  in  ioigendeni  Satze  aussprechen: 

Mm  fcMliiiiM  (Tfi:  Vlll.  FigU.)  tmfAB  den  Paukt  A  iUr  weldm 
eia  BUutiniim  ist.  so  iirt  die  Differens  der  Bogen  BÜ^DA 
s  a— 6.  Man  nehme  ferner  die  Punkte      m^BD  und      auf  DA 
an,  so  daea  /i       =  A(/>2)  ^i^**"  DÜerenz  von  je 

zweien  der  Bügen  BDi,  DiD,  Di)^,  D^A  eine  algebraische  Griisse. 
Ebenso  läftst  sich  der  Quadrant  in  acht  Bugen  theilen,  von 
welchen  je  zwei  um  eine  algebraische  Grüsf«e  differiren,  indem 
aar  BD^  und  D^A  die  Punkte  und  D^,  auf  DyD  und  DD^  die 
Piinkt(^  Z>5 und  so  bestimmt  werden,  das«  h{D^-=h{D^  —  i{D.^ 
und  /i  (/i.j)  =  A(/^fl)  =:  ist.    Wenn  man  diese  Construktion 

aaf  den  Kreisquadranten  anwendet,  wo  F  mit  O  xusamnieulaUt, 
80  ergibt  sich  die  £iiitkeilung  deaeeibea  in  svrei«  vier»  acht  u.  e.  w* 
glekke  Theile. 

Es  sei  X  die  Abscisse  eines  Punktes  M  auf  dem  elHptiscben 
Qnidranten«  — s — «o  iel 


Wenn  «Irci  Punkte  M" ,  M\  ^  auf  dem  Quadranten  liefen ,  deren 

Abadaeen  x^^x'^^x  sind «  und  weiche  die  Eigeuacliat't  iiaiieB,  das« 

BM^BÜP^BH^^ 

»in 

»0  finden  folgende  Bedingungsgleichungen  statt,  weiche  die  Addi- 
tiooafomelo  iür  eUi|ili«che  lutegraie  sind : 

(4)     v^-iiZliri.V^f^—  Va«-ik^=aV^^i^, 
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»IT  •  3C 


Man  lasse  erstens       mit  A  zusamnienfailen,  so  fuhrt  die  For- 
[  roel  (4),  wenn  man  darin  x"'=:a  setzt,  auf  die  Gleichungen 

'oder 


a 

6 


0) 


Vfl  — ar'*         ,        4/"  II*  —  «* 


Durch  Vergleichung  mit  (1)  ergibt  sich  k{M)  —  h{M').  Zwei 
solche  Punkte,  wie  M  und  J7',  von  deren  Eigenschaften  unten  die 
Rede  sein  wird,  theilen  den  Quadranten  AB  in  drei  Theile,  wo- 
von die  beiden  äussern  um  eine  algebraische  Grosse  differireu. 
Aus  (3)  und  (7)  erhält  man  nämlich 


4tm 


Zweitens  soll  M'  mit  M  zusammenfallen  und  die  Abscisse  des 
dritten  Punkts  M"  zur  Unterscheidung  \  heissen,  so  ergibt  sieb 
aus  der  Formel  (4),  wenn  man  darin  js' =>x  und  «''=£  «etzt« 


(9) 

und  aus  (3) 
(10) 


x*=o' 


a  + Vo«— it«{* 


0+ V^fl«— Jtiji 


Die  Gleichungen  (7)  und  (9)  zwischen  den  drei  Abscissen  j:'>|N  jm 
bezichen  sich  auf  das  System  der  drei  Punkte  M\  M",  M ^  welche  srv 
liegen ,  da^n  nach  (8)  und  (10)  je  zwei  der  drei  Bugen  BM^  M*A^ 
MM"  um  algebraische  Grössen  differiren. 

Man  bestimme  noch  einen  vierten  Punkt  M^ ^  dessen  Absdss 
l'  ist,  so  dass  A (iV*)  =  Ä(iW*') ,  oder  nach  Formel  (7): 


fiümiiiire       AImt  fileiehonir  und  ani  (9)     mIm  49U  ao  «Hial- 
Werth  TOB  X  io  (1)»  «o  erhält  imns 


Dsreb  geeigoeto  VersetBong  der  vier  Punkte  if,  M',  M",  l^*^, 
wobei  KU  bemerken  Ist,  dass  durch  die  Lage  eines  derselbeo ,  x.  ß. 
fes  JP,  diejenige  der  drei  andern  bestimmt  iat«  erhält  lean  die  mh 
g^bene  Cintbeihiog  dee  elllptiecheii  Qaadmiteii. 

Men sette  dae  Dlffereexiaf Bes  Aeedrocke  A(Jlf )=  —  y  ~ä^^ 

gleieh  0,  so  erhält  man  jpss^^—^  für  die  Abacieae  dee  Puok« 

tea  D,  der  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  ist  A  (/>))=:  Min. 
Der  gleiche  Werth  fiir  x  ergibt  sich  aus  (7),  wenn  x^x'  gesetzt 
wird.  Üercb  Verglelchung  mit  (8)  erb&U  man  BD^DA^a^b* 
Wenn  wir  zunächst  M''  mit  D  zusamraeafallen  lassen,  so  HUtt 
^auch  Jf^  auf  D ;  die  Punkte  M  und  M'  fallen  auf  und  Z),» 
belebe  nach  (11)  sich  durch  die  Gleiebnng  A(A)  = 

kouatrairen  Uaeea.  Setzen  wir  ferner  in  (9)  und  (1(0  {s=^^-^^, 
ae  erhalten  wir: 

«ad  aus  (b): 

dnreb  Verbindung  mit  BD -^ÜJss  a^bs=, (Ve -f  V6) (Va - Vb} : 

Um  die  Rintlieilnno;  des  Quadranten  in  acht  TbeUe  auaaulftbren, 
Ton  welchen  je  zwei  um  algebraische  Grössen  differiren»  vernetzt 
man  ]U"  und  ilf"  auf  />,  und  fallen  M  und  auf 

QDd  1)4,  and  man  bat,  wie  oben,  h(D^)^  h(D,^)  ^s(D^;  nacb- 
bar  wird  uni[]:ekehrt  und  auf  and  £^  veraetat,  wo 
teu  Jl  and  ät  auf      and      fiülen,  und  ea  lat 

Somit  wäre  der  Quadrant  In  acht  Bugen  getheitt;  die  Theilponkte 
•bd  der  Reibe  nach  A,  D^,  D^,D^,  D,  D^,  Di,  D^,  B;  durch  die 
Formeln  (8)  und  (10)  können  die  Unterschiede  zwischen  je  zweien 
dieser  acht  Bugen  angegeben  werden. 
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Das  Vnr.«fehenf1e  wird  genügen,  um  zu  zeigen,  itie  man  zur 
Eintheilung  de««  elliptischen  Quadranten  in  sechszehn ,  z«reiunddreis> 
sig  u.  s.  w.  Thciie  fortschreiten  kann.  Bei  der  Theilung  in  sech«* 
zehn  Theile  kommt  M"  der  Reihe  nach  auf  D^*  ^t»  ^01 
Punkte  /)/,  M'  fallendann  auf  die  Bogen  BD^  und  D^A,  D^D  und 
Optif  D^D^  und  Dj/^.  />iÖ5  und  D^D^. 

Die  hier  afigegehene  Theilung  lässt  sich  mit  einigen  Modifi- 
kationen auf  die  Quadranten  verkürzter  oder  verlängerter  Cycloi- 
den,  Cpicycloiden  und  Hypocycloiden  ausdehnen. 

Zwei  Punkte  auf  der  tilipse.  wie  M  und  M'  (Taf.  VIII.  Fig.  3.). 
fflr  welche  die  Gleichung  h(3t)  =  h{M')  gilt,  haben  folgende,  leicht 
zu  beweisende  Eigenschaften :  Ihre  Normalen  sind  gleichweit  vom  Mit- 
telpunkt O  entfernt,  diese  Entfernung  ist  gleich  BM — iVA.  Die 
Produkte  ihr#»r  KrGmniungshalbmesser ,  der  Abstände  ihrer  Tangen- 
ten vom  Mittelpunkte,  der  halben  konjugirten  Durchmesser  von  OJU 
and  Oif/'  sind  je  gleich  ab.  Wenn  die  Tangente  von  A§  die  verlJln- 
gerten  Axen  in  P  und  Q  schneidet,  OS  senkrecht  auf  PQ  steht 
und  ß^y  Q\  S*  dieselbe  Be<leutung  für  M'  haben,  so  ist 

QIti=S'P',    MP^Q'S',   QS=2M'P,  SP=Q'M'; 

QM.Q'  M'  z=:SP.S'P'  =  a*; 

3JP.  M'P'  =  QS.  Q'S'  =  b\ 

Zieht  man  durch  M  Parallelen  mit  den  Azen,  so  wird  dadurch 
P'Q'  in  drei  Stücke  getheilt,  wovon  die  zwei  äussern  bezlehlieh 
den  Halbaxen  gleich  sind.  Das  Produkt  der  Abschnitte  der  Nor- 
malen von  M  und  M*  z^vischen  der  Curve  und  der  grossen  Aze 

ist  =  — ,  and  zwischen  der  Curve  und  der  kleinen  Axe  oder  ihrer 
a 

Verlängerung  ='^<    Aus  dem  hier  Angeführten  lassen  sich  die 

Eigenschaften  des  Punktes  Z>,  in  welchem  zwei  Punkte,  wie  M 
and  M' ,  vereinigt  sind,  leicht  ableiten.  ' 

Endlich  folgt  noch  die  Auflösung  der  Aufgabe,  einen  Poiikt 
M  auf  der  Ellipse  zu  finden,  wenn  die  Länge  von  PQ,  welche 
oben  h{M)  genannt  wurde,  gegeben  ist.  Man  beschreibe  über 
dieser  Länge  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  lege  von  einem 
Endpunkte  desselben  zwei  Sehnen  in  den  Kreis  gleich  a-\-  b  und 
a  —  6,  so  ist  die  Entfernung  der  andern  Endpunkte  dieser  Sehnen 
gleich  dem  konjugirten  Durchmesser  von  Jü,  wodurch  also  dieser 
Punkt  bestimmt  ist.    Die  Construktion  gibt  zwei  Auflusungea. 


Goc 
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axii. 

Einfache  Herleituog  des  Gauss 'sehen  Ansdrack*  l&r 

ro»). 

■ 

-  Berro  Dr.  E^kfu99y 

Lthrer  der  Malhenalik  und  böberea  Mechanik  «n  d«r  liöb«r«i  6«fi«rlbt- 

«cbole  %tx  Dftroiatsdt. 


BekaoBtlicb  ist 

wol&r  nao  auch«  weon  geMtsI  wlril»  «etiM  km«! 

Lr=:iiiB.}i(l  — if«). 

SeUt  BMB  BOA 

r(|i)  Ä  Um .  JIM-»  #    (1 — -r-jM-i  a«»» 

0 


Nach  einer  belcannfeii  Redactioosformel,  welche»  so  oft  n   

fasse  pofiitive  Zabi  iat,  geacbloaaeiie  R#aaHBte  liefert»  bt  aber 


direct  folgl: 

^  ,  1.2. ...(»  —  !)        .IS  « 
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Ton  der  Auflösbarkeit  der  ganzen  rationalen  Funktionen 

ntcn  Grade«  in  Faktoren. 


9Ü 


Von 

Herru  Dr.  Ende 
CO  Lun^entalxa. 


Bekanntlich  lassen  sich  von  den  unentwickelten  Funktion^ 
nur  die  homogiMien  ganzen  rationalen  Funktionen  zweier  Veränder* 
liehen  in  allen  Fällen  in  lineare  Faktoren,  also  in  Faktoren  tod 
der  Form  ax-\-b^  -{-c ,  auflüften.  . 

Es  wird  sich  in  folgender  ünteri»nchnng  darum  handeln ,  die 
Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  eine    ganze  rationale 
Funktion  von  mehreren  \  eränderlicheo  sich  in  Faktp^fsjp 
läs.st.  -  * 

Da  die  Funkfiönen  miY  zwei  V erfinderlichen  die  einfachsten  sind, 
lind  dieselhe  M<*thode,  welche  hif*r  zur  Feststellung  obiger  ßer 
dingungen  angewendet  wird,  auch  auf  die  Funktionen  mit  drei  und 
mehreren  VerJ^nderticben  anwendbar  ist,  so  untersuchen  wir  zuerst 
die  ganzen  rationalen  Funktionell  mit  zxvei  Veränderlichen. 

f^Ar  M»-l!.;^»*f    ••  f  I.-.  Id  M  Min.? 

'  •  •  • 

Die  a^lgem^ine  Form  dieser  Funktionen  ist:    i:  ^ 


Irl  V      »  t  -  »• 

H     =  0. 


tatUmmim  naM^m  ntnr  €fwäf$  In  F^iktttm.  44S 

Sabstitnirt  km»  io  düM CUeicliwi^  Hlr  xmnü  f  die  «Ug^nntoinca 
Farncln  f^r  ^li^.  CoordlBafenverwandlnng  In  der  Ebtne,  nimlich: 

wenn  Gleichung  (1)  zuvörderst  einen  linefi* 
ren  Faktor»  also  einen  Faktor  von  der  Form  üX'\-bff\€  liat»  dieser 
bei  passeoder  BestiiemliQg  des  Winkels  u  und  der  GrÜseen  aundj} 
als  einfaclier  eingliedriger  Faktor  in  der  Form  re^p.  heratie« 
treten  wird,  und  dass  im  «ntgegengesetxten  Falle«  wo  also  die 
GleicliDng  (1)  Ininee  sdcben  Falcler  likt»  die  üeetimmnng  der  ge- 
nannten Griissen  sieb  ala  nnmoglicb  ergelien  wird. 

Geometrincb  ausgedrfickt  wOrde  dies  lauten :  Wenn  eine  Curve 
einen  geradlinigen  Tbeil  bat«  so  wirr)  die  Gleichung  diei^es  Thei-. 
Ip^  l)ei  pasKeniler  Verwandlung  der  Coordinaten  io  die  Gleichung 
x'^O  übergeben«  wenn  er  mit  der  y-Acbatf      oder  in  die  ' 
Gleichung  ^  =sO»  wenn  er  mit  der  x'-Acbae  xasanmenftllt 

s 

}•  2. 

Die  Bestimmbarkeit  oder  Miobtiiestimmbarkeit  der  GrO^san 
1U  «  ond  ß  nnserer  Aufgabe  gumSse  ergiebt  sieh  aoa  FolgendeaK 

Durch  die  Substitutionen  x  r=i  coe  u  —  y'  sini/  -J-  a  und 
yr=.T'sinw*f  y'ct>8?H  in  Gleiclain«;  (I)  erhält. man  io  Beziehung 
auf  ^  ond  y'  drei  druppen  von  Gliedern: 

1.  soiebe»  welche  mit  Potenzen  von      multiplicirt  aind,  zum 
Tbeil  aber  auch     als  Faktor  enthalten ; 

2.  «olche,  welche  nur  rait  l'otenzen  von  y'  multiplicirt  sind; 

3.  solche,  welche  nur  ff  und  ß  und  ausserdem  noch  die  Con- 
itaate  Q  der  Gleichung  (1)  enthalten. 

In  Keziehung  auf  di«?  erst*»  (Irnppe  i*st  nun  zu  bemerken,  dass, 
wenn  die  (lieirhiinff  (!)  eint  ri  iuu  ai^'n  l  aktor  enthält,  oder,  wenn 
t'  a!s  tiiniilii'driüjt'r  V  aklor  in  der  dtitch  dip  Substitutionen  erhal- ' 
tenen  Glcichimi;  heraustreten  soll,  die  beiden  fibrigen  Gru|)peq 
verschwinden  miinhen» 

Daeee  BeaMiiuag  gewtthrl  die  Mittel,  mit  denen  man  nur  B#* 
Stimmung  dea  Wiakels  u  und  der  Grössen  a  «nd  ß  sobreitmJcau». 

Es  ieit  klar,  dass  zunächst  der  Tiieil,  welcher  mit  m)jlti- 
plicirt  ist  und  von  unbestimmten  GröfJNcn  nur  d*^n  Winkel  u  ent* 
bült«  verschwinden  moss.   Man  bat  iür  gerade  n: 

90»     *  ^ 
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Fflr  ungerade  n  beginnen  die  Glieder  mit  —  Jq  und  die  Yonialciii 
•ind  dann  ebenfall^^  abwech^icind. 

Daoil  diMor  Tbeii  der  durcb  die  SubetitatieMi  erhalCeBeB 
t^leicbuQg  sO  irerde*  moee  sein : 

INeee  Gletcbang  int  identiech  mit  s 

oder 

(3)  ilo^jicotgii-l-iitcotgt^— >....-f  Jaeetgi^sül 

Die  ft  Werthe  von  tgti,  welche  Gleichung  (2)  Gendge  leietea 
und  flie  wir  im  Anfaoge  nnserer  Uotersucbuog  eile  eis  «Dgleieb 
eiioebme&»  eelee: 

Es  bleiben  »oniit  noch  a  uml  ß  der  Aufgabe  gemäss  zu  Ue»tiui« 
nien  übrig.  Zur  Bestimmung  der^ieiben  genügen  xwe)  ron  den 
mit  Potenzen  von  y'  rouitiplicirten  Ausdrücken,  welehe  Mf  0  ge- 
bracht eind.  Wir  denken  uns»  am  die  Untersocbnog  nn  reraln* 
fachen»  den  mit  ^"-^  and  den  mit  y'*"^  multiplicirten  AimdmclK 
geiTÜhlt,  von  denen  der  erüte  in  Beziehung  auf  u  und  ß  vom 
ersten  Grade,  der  z%ieite  vom  zw  eilen  Grade  ist  Diese  Ausdrficite 
haben  deninacli  die  Ciestalt : 

(4)  f       f  O, 

(5)  Pa^  i  Qaß  I     ;i2  -f  Sa  ^  Tß  ^  ü. 

Diese  beiden  Ausdrucke  bieten  sich  8tets  dar,  wie  spüter 
bewiesen  werden  soll,  in  dem  Falle,  dass  alle  W^urzeln  ti^ttsr 
verschieden  .sind.  Damit  nun  dieselben  Werthe  a  und  weiche 
den  Ausdruck  (4)  =0  machen,  auch  alle  übrigen  Ausdrücke, 
welche  in  Beziehung  auf  a  und  ß  von  hnheren  Graden  sind ,  =0 
machen»  rouss  Ausdruck  (4)  in  diesen  als  Faktor  enthalten  »ein. 
Uf  dies  der  Fatl^  was  durch  <*infache  Division  zu  enttücheiden 
se\u  uiirde,  so  dividire  man  mit  .Va  {  ISßi  O  in  Gleichuncr  (5), 
ijdijiit  hier  der  mit  J/a  |  A  ii  f  O  iiliMilisc  Theil  entfornt  ncnle. 
AuM  den)  *%i{  h  OTL' eilenden  iifijotifnfeii ,  pIc  irnr  <li(»  Form  Jr<  {  hß^  L 
hat,  und  tUeu  nuii«^  (4)  erhalt  man  dann  a  und  ß  dür  Aufeabe 
gemäbs  bc£>tininit.  SniAt  uian  dufiu  di«»<»e  Werthe  für  u  und  fi  an«, 
den  für  tg«  oiii  in 
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5=  »eümm  ^  jriiiii n — («cos m-^ßmnu), 

ist  jrcoav  f  T/  sinu  —  (ee  cos  Ii -f-^tfiuii)  ein  lineSrer  Faktor  der 
ar^i^rSn^lirheit  Fuüktiun.  I>t  rla^e^en  .V«-fA'/3+0  nicht  Faktor 
der  er  und  ß  enthaltenden  Ausdrucke,  so  ver8chv\  indpn  die  mit 
Potenzen  von  mulfipticirten  Ausdrücke  nicht,  oJer  enigeitens 
nicht  alle,  und  die  Fuoktioo  bat  kernen  linearen  Faktor  lür  die 
Wurzel  t^u  =  r. 

Dieselben  Untaraacbiingcn  warde  man  nach  SiibvtltiitiMi  der 
äbrigeii  Wuneln    »»r  ansuiitelleii  habaii. 

j.  3. 

Schneller  als  die8(>  Metbode,  «reiche  zu  unserer  Untt^rKiichung 
eine  (it  —  ])inaUge  Division  in  dem  Falle  erfordert«  wo  die  Fiink- 
tiMi  wirkUeb  einen  lineären  Faktor  bat,  fuhrt  uns  die  Mcfbode 
wmm  Ziele,  welcbe  sieh  ergiebt  an»  der  Bemerkung,  das»  die 
eben  genannte  dritte  GRedergroppe  der  SabafitaHonegleirbon^ 
einen  Anedmck  glebt,  weicber  der  uraprünglieben  Funktion  (I) 
rotli4iiidig  eonferni  ist»  so  dase,  wenn  man  in  jenem  Ausdrucke 
ar  für  «  and  y  f^r  ß  aettt,  man  wieder  in  der  nrsprOnglicben 
Fmk^n  (1)  gelangt. 

Hieraus  würde  folgen,  das»,  wenn  Funktion  (1)  für  die  Wur- 
zel ttrw  =  n  einen  lineären  Faktor  hat,  dieser  =  -f  iVi/ -f  O 
sein  rniiKs ,  oder  umgekehrt:  wenn  Mct^]Sß\-0  ein  Faktor  den 
durch  die  dritte  Gtiedergru|ipe  gebildeten  Ausdruckes  ist,  so  uiuss 
Mx    Njß  -i*.  O  ein  lineirer  Faktor  von  Fnnktton  (I)  sein. 

{.  4. 

Wir  befrachten  jHzt  den  Fall,  wo  zwei  oder  mehrere  Wur- 
zeln tg =  rt  einander  gleich  sind.  Wir  hert^clinen  zu  diesem 
Zwecke  die  Ausdrucke,  welche  in  Beziehung  auf  a.  und  ß  vom 
efsten»  »weiten  nnd  dritten  Grade  aind.  Man  bat  liir  gerade  n: 

-|--4ft((ti^llfrainaiP-*.eeeti— iSain^-i),;  . 
^((fi-- 2)«*tnti^*.«ef>^— 8iaai«-«.  eos  u) 


<|- ((«•  coaM»-i -^(fi— l)^aia  M.  eoatf"7'^ 

-^B'^aini^^'^Bt  «ini^-*,  eosii^^t  ain«""'.  coaii«-|-.... 

.... — i?jt-ssin«.cos  M"-*  -|-  Än-i  cos 
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Von  der  Au/lösbar  heil  der  ganzen 
(7) 


(n  -  1)  2  ■    „  2^ 

iu 


fr»  — 2)  C08  u  —  (n  —  1 )     8i  n  u"*"*^ 


'         ^^^^  '^^g^tfinu"-lco8ii»~2(n~2)ttfaiiiM«-^cosi 


-f  il«— 8  (o*  CO«  -  iß  sin  U  C08  M*»— ' 


(n-2)(n-3)   


1^ 


— y<„_i  (-  (n- 1 )  a/3  CO«        +      ^^^^  «in  u  co«  ti"  


MM  iti*. 


—  Bi  ((«—2) «sin M^-'.co« ii  —  /5 «in i*"-«) 


+     ((n — 3)  osin        cos    —  2/?«iD  #»■-•:  cos  Ii) 
+  ÄU(a.ios tt*^ -  (n— 2)  j^sInLicosti^») 

•••»Iii-  .  *     ••'•..-•I  .         Ii     -  •  • 
—  JBr._i  (— («  -  1) /J  COS  M»-*) 

•         •  •  •  • 

-f  tislnii'»^*— •  C|5iua"-'.colii*-|-  Ca8lnu""*.co«i<*  — .... 

•i 


•I 


Google 


■        ,:  -)-' 

\        '  -.1 

(n— — 2)       ,  ^  ,\ 
^  An— 2)(n-3)(»»-4)  ,  .         ,  , 

+  3(11  ~  3)  cijS^ahii^.^oBt»'— /l*ilti  tt"-») 

■  ^  *. 

•        c       ,       •       •  •  •        •        •        •       •       •  • 

f     ^  fyi  ~  3)  3  *^  ' 


I 


-  -  ^)  (;  - 1  ("  -  ^»      eos  iir  ' 

Ii,,  -    ,    .  •     ..."  >      ...     '  ..  »  «. 
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I  Mnäet  Von  der  Auflötbar keit  der  gaM%em 
^    fi(ii— l)(n— 2)  V  A 

r(n-l)(n-fe)  ,  .  \ 
^  «'..nu— j 


3)(n-4)  ,  .        .  , 
i  l.*2 


—2  (n  —  3)  a/3  sin        .  cos  u  + 


/?««inu"-*j 


2)(n-3)^  . 
J — ^/J*sinu,co5u"-*) 


-  Co ((n— 2) «Sinti"-") 
+  Q  ((n — 3)a8infi"-*.co8u — ^sin«"-*) 

—  ((n  —  4)  «  sin  ti»-* .  cos  u* — 2/?  si o  ti"-* .  cos  «) 


»  •  •  •  >« 


+  Cii-8  («COS       — («—  3)  sin  t/.  cos  m"~*) 
-  C;-»(— (n— 2)/3.co8U"-*)  i.. 

— />g  siD  11^*  -§•  />x  sin  u"-* .  cos  u  —  D^  sin  ii*-* .  cos  + 


»•.  r  -  !>,• 


i>«i3  cos  I 


Für  ungerade  n  wurden,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Anfangsglieder 
Aq,  Bq,  Co  U.S.W,  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  and 
der  Zeichen  Wechsel  dann  in  entsprechender  Weis^  fo^ts^hreilsn« 

Man  erkennt  leicht,  nach  welchem  Gesetz  die  Glieder  gebil- 
det sind.  Für  gerade  n  wird  daü  allgemeine  Glied  mit  dem  Coef- 
ficieoteii  A  'tlargei^telU  in  der  Form: 


flL  P0r  dl«  Co^fficientf n  iB,  C,  D  u.  s.  w^.  hätte  man  bezie- 

huni»8\veise  n  —  1 ,  w  —  2,  U.  8.  w.  fik  7i  in  diesem 

g  Glicde  zu  seUeo  und  bei  n  —  1,  w  —  3,  n  —  5  u.s,  w.  das  Vor- 
^     xeicheo  zu  vrihleo,  welches  «ich  «ue  (— ergiebt 


e 

'3 


•  _ 

f9« 


Die  Btnataneg  dee  ellgeoieiDen  GHeiee 
jetglebt  eicb  voo  eelbet« 


fieteiehnen  wir  die  ideefieeiieB  Gleicheogee  (3)  und  (9)t 
^     welche  die  n  Woreelo  X^u^ru,  reepective  ootguw-.ent- 

f  haltoll»  Iren  deeea  jetet'«wel  eiMudar  gleich  eds  eeHeii, 
y,     der  Kflrie  wegen  mit  heim  wir  abe: 


I  /Ug«)^0  eod  9(cotgM)=sa 

^  ^  Für  den  Fall,  da9H  zwei  Wurzeln  einander  gleich  nind, 
muss  der  erste  Diflferentiaiquotient  von  /(tgv)»  respectife 
9(cotgti)»  eheofalle  =0  seta,  al»o: 

/»(IgtijBO  md  V(co«gtt)BO. 

BetniehteB  wir  nun  die  Ceeflicieoteii  ¥0»  «  vod  p  im  (5>» 
ee  bilden  Ihre  Smaeo  beidjgilch  die  Difereadelqeetleaten 
▼en  fÜtgu)  nNimplIcIrt  mM  eee«^  und  ^(cetgn)  Beltl^icirt 
I       «dl  «inir*T^»  ee  dii*»  wen»  wir  4leee 

^      mit  Jf  ned  19  heseicbnee» 

I 

iir  seloi^^  qp' (cotgn) 
^  Ist  Für  swei  «od  mehr  giekbeWanehitgii  88  niel  folglieh  I 

!i  !  Jlf  =  0  uuü   x\  =  0. 


Ee  UHiM  MW  Bwel  Pille  ebitrejlei^  etalUlb  dae  weder 
•  aedi  eiithaltaBde  Glied  O  la  (0)  iel  eatwedet  sO  oder 
lieht  sa 

1.   Es  sei  0  =  0. 

In  diesem  Falle  int  der  in  tiesiebung  auf  ^  tmd  ß  qoadra* 
tische  Ausdrock  !•  (7)  aa  aotereaehea.  Ee  eiad  hier  drei 
Fille  aiOglich: 

a  a)  F{a,ß)  ist  darcb  dleeea  ^adratlsclie«  Aasdreck 

^      theilhar ; 

mt.'  h)  ^(m^ß)  iat  aar  deich  eiaei»'lie«irea  Fsklec  dave« 
^     Ibettbar;  .   •  • .    -  . 
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udf:   Von  der  AuflösdarMt  der  famen 

e)'  I  |Ut  weder  durch  den  quadratischen  Ausdruck  nocfa 

durch  t  feSren  Faktor  daTon  theilbar. 

ftie   n  Falle  ist  der  Ausdruck  entweder  rein  quadratisch, 
"  r  r'un   Ion  hat  alsdann  zwei  gleiche  lineäre  Faktoren ;  oder 

er  ersieht,  falls  sich  in  zwei  Faktoren  lerlegen  lässt, 
zwei  verschii  ene  Faktoren,  in  welchem  Falle  alfio  die  Fanktion 

he  .Wurzeln   tgur^r^  zwei   verschiedene  lineäre 


SlAi 

I 


1  » 


)  nicht  durch  den  quadratischen  Ausdruck  theilbar, 
zu  untersucheo»  etb  ein  F^kWr  davon  in  F{a,  ß) 
rvrw^Hiialten  fviircM  p  i,r.  iu*% 

io  tat  die  Funktion  ffir  die 
or. 

? 


bei- 


Ist  auch  dies  nicht  der  1 
den  gleichen  Wurzeln  keinen  . 

12.   Es  sei  O  nicht  =0. 

f  In  diesem  Falle  ist  kein  Faktor  vorhanden,  ind^i^  alsdann 
y'"-^  nicht  wegfallen  würde. 


ii9>  Wir  nehmen  jetzt  an,  es  seien  drei  Wurzeln  igu  einander  gleicd. 

Wir  setzen  hier  voraus,  dass  0=0  ist,  da  ohne  diese  Vor- 
aussetzung die  Unmüglicbkeit  des  Vorbandenseins  votf  Faktoren 

sich  sofort  ergeben  würde.  .  . 

•    i-  •  ' .  . .  * 

Es  ist  dann : 


M=0,  A=0,   0=0,  P=q,   Q=0,  Ä=0; 

WO  P,  Q  und  R  die  Coefßcienten  des  in  Beziehung  auf  o  uofi  ß 
qu^^dratiscben  Theiles  in  (5)  bezeichoeo,  denn  es  ist!  *  L 

_      cos  II""*  . 

^=-y:2- •/•(«««) 


1  ••' 


•  •  • 


^     sinn"-*  ^  '  '..1 

R  =  — 172  -  •  9  «)• 


\ 

i 

■  I 


1. 1 


Dass  die  mit  B ,  C,  D  u.s.  w.  behafteten  Coefticientensoromen 
in  derselben  Weise,  wie  die«  Ibehafteien  s«  «■ntersoeben 

sind,  ergiebt  sich  nun  von  selbst.  '«iiüij'It 


Google 


l(Mio.(S)«  8ft#«IJeteftt  .  • 

I«  diMBi  .F|ül».i9t  dei'  ]»  Bozielmiig  auf  tt  ^  ^  t^Wifth»  AMi 

dntck  SU  untersucbeo.     •  >  .    ,      t;; .  .  .  >    •>  t 

Eotweder  ist  dann  F(a»  ^  dnieh  dieseo  cnbUebeo  Aaadnick 
(bcillNtf  vnd  dia  FonktioD  hat  iq  dimin  Falle  eotweder  drei  gleiche 
tiaeira  Faktereo»  oder  swei  gleiche  aod  eioeii  nngielchee«  eder 
dni  englelehtf'»  «den eiMo  kaMeeheiif  «dv  ei^iet  «hr  daedh-flDeD 
fndmiieciwi  ^Faktor  davon  •  thailbw»^  In  ^ifiliiwh  FdÜiein.  eal«> 
•reder  nnr  diesen  •qaadnitiaeben  EVdttor>  d.b%  keinen  Mneiieo  Fak- 
tor bat»  wenn  sich  derselbe  nicht  wieder  zerlegen  lässt,  oder, 
wenn  er  sich  zerfegen  lässt,  zwei  gleiche  oder  zwei  ungleiche 
Uoeäre  Faktoren;  oder  sie  ist  nur  durch  einen  üueäreri  Tiieii 
davon  theilbar,  in  welchem  Falle  «ie  nur  einen  einzigen  lineäreo 
Faktor  hat;  oder  endlir}i,  es  tritt  keiner  von  den  genannten  Fäl- 
len ein  und  die  Funktion  hat  fdr  die  drei  ^'leiclicn  Wurzeln  tgtt=rA 
koioeu  Faktor*  yreder  eiueo  iioe&reD»  noch  eioeo  kubischen. 

2)  Es  sei  Sos  O,  r=0,  aber  ü  nicM  «a 

In  dieeem  Falle  lat  kein  Faktor  verhaoden« 

3)  £e  eei  einer  von  dnn  Coelficieuten      T  uad  17  5:^0. 

Alsdann  hätte  man  zu  untersuchee,  ob  iSa-f-  Tß  in  F{a,  ß) 
ftboe  Rest  enthalten  wäre,  in  welchem  Falle  die  FyoiUien  iilr  die: 
drei  gleichen  ^^ur^eln  einen  line&ren  Faktor  hätte. 

Wir  bemerken  hier,  daee  der  FnlU  dien  SmnO,  fr<hfen4  T- 

nicht  =;0y  oder  umgekehrt,  nicht  eintreten  kann,  da  man  hatc 

.  .  4S»-«enati^<^V'(^«)> 

j==siD«^^*;^(colgn). 

s 

Ist  nun  '^'(t%u)  =  0,  so  mnss  auch  y(cotgu)=0  aeUi,  folglich^ 
ist  Immer  7*=0,  wenn  i$=0,  und  umgekehrt. 

Ist  S  nicht  =sO>  so  ist  also  auch  T  nicht  =0.  Es  bietet  »ich 
hier  demnach  nur  der  einzige  Fall  Sa  -|-  Tß  für  die  Untersuch ung 
dar,  da  man  ror  iSsQ,  r  =  a  und  ü  nicht  =0  den  Fall  2)  hat 

4)  £e  sei  weder  St  noch  T»  noch  ü  =0, 

In  diesem  Falle  iel  in  untnranehen,  ob  Sa  i-  Tß  i-  U  in 
^(a,  p)  ohne  Ree!  enthalten  bt. 
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Da  man  f eicht  sieht,  dsM  die  Unteraticlian^efi  ftr  vier  und 
inehr  gleiche  Woraelo  tgnsr*  in  deraelben  Weise  unaatellee 
aind,  ee  beendigen  wir  hiermit  dieaen  Thell  unaerer  An^he^ 
welcher  die  Fuiktieiieii  nlt  twel  VeriedeiHchen  an  betradrtee 
halte  «od  weedefi.mM  nunoiehr  mrBeliichteDg  der  gaiiMB  ratle» 
nalen  Fanktioneo  mit  drei  Terlndeillcheii. 

{.  5. 

Folgeiide  Ueteraachoiig  soll  nen  aech  aeigen ,  ia  welcher  Weiae 

die  gefundene  Methode  auch  aiif  die  Ermittelung  der  Faktoren  von 
Fuuktiuiieii  mit  drei  Veränderlichen  anwendbar  int* 

En  handelt  alch  hier  ranichel  um  die  Aolauchnng  efaiee  linelp 
rcn  Faktera  von  der  Form  ax by -i- cx  i- d.  Hat  die  FunkHefl 

einen  solchen  Faktor,  ao  fieg(  anf  der  Hand,  daaa  der  TheÜ  die* 

aea  Faktur»,  weicher  cz  nicht  enthalt,  d.h.  ax-^by-^-d,  sieb  aus 
der  Summe  Ton  Gliedern  der  vorliegenflen  1  unktion  finden  lassen 
mu.oR ,  welche  i  nicht  enthalten.  Untersucht  iii.-m  dann  den  Thci! 
der  Funktion,  welchor  y  nicht  enthält,  ao  wird  man  entweder 
ax-^-ci-^d  scibat  hier  als  lineären  Faktor  finden»  oder  doch  einen 
aolcben,  welcher  durch  Multiplikation  mit  einer  conatanten  Grüaae 
as-t-ex-^d  giebt.  Endlich  wird  man  noch  den  Tbeil  der  Funktion 
an  nnterauchen  haben »  welcher  9  nicht  enthftlt,  und  ea  wlfd  jetal; 
voransgesetzt»  daaa  die  Funktion  den  Faktor  ax-^byi-ez-^d  hat» 
aich  by  -f  cz  4-  df  entweder  von  aelbat  oder  durch  paaaende  Mniti- 
plikation  ergeben. 

Für  Funktionen  von  mehr  ala  drei  VerSnderlichen  wOrde  aich 
dieäelbe  Methode  xor  AufCndung  von  Faktoren  anwenden  laaaen. 
Man  aieht,  daas  man  bei  einer  ganzen  rationalen  Funktion  von 

n  (n  — —  ] ) 

II  Veränderlichen  — |— ^ —  (^oterauchungen  in  Beziehung  auf  Funk* 

tionen  zweier  Veränderlichen  anzustellen  hätte.  Wir  i?ehen  jedoch 
hirrnnf  nicht  weiter  ein  ,  da  sich  das  Weitere  uninnrfir  von  seihst 
ergiebt  und  die  Reaultate  überdies  keine  geometrische  Bedeu- 
tung mehr  hütten. 
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lfmie  merlwSrdfge  Formel  f8r  den  hdrperltehe»  InfMÜ 
flciiief  abgescbflUtener  PrUmea,  mit  besonderer  Rück« 
sieht  aaf  die  wichtigen  Anwendangen ,  welche  sich  von 
derselben  zur  Berechnnog  der  aufzutragenden  und  ab- 

ratrageuden  Krdkörpcr  bei  Eisenbahnbaulen,  Wiesen» 

mlagen  und  allen  NivellinnigMrbeiiett  ancben  Jaaaen« 

dem  Herausgeber. 


Man  kennt  die  Formel,  mittelst  welcher  der  labalt  einen  lebleC 

abgeschnittenen  dreiseitigen  «enlcrecbteo  oder  geraden  Prisma« 
betttimnit  wird,  und  weiee  aoeb»  wie  wichtig  dieae  Formel 
fCr  die  Berechnung  der  aufzutragenden  nnd  abzutragenden  Erd« 
kSrper  bei  Eiaenbabnbanten ,  Wieeenanlagen  und  fiberbaupt  allen 
HiTelUninga- Arbeiten  iat,  indem  ee^  inabesondere  wenn  diese  Erd- 
borper  von  unregelmüaniger  Geetalt  sind »  wobt  Oberhaupt  keine 
andere  Metbode  aii  der,  filr  die  Veranaeblagung  eolcber  Arbeiten 
ao  wiebtigen  Berechnung  der  auf'  und  abzutragenden  ErdkQrper 
als  die  Anwendung  der  erwShnten  Formel  geben  dOrftc  Bekannt- 
Ikb  erfordert  die  Anwendung  dieser  Formel  dieKeontnlss  der  drei 
Hohen  (Je6  l^rismas  und  des  Inhalts  seiner  horizontaleo  Grundflä 
che.  Die  Messung  der  drei  ersteren  ist  mit  HQlfe  der  Niveilir- 
Latte  und  de«  Nivellir> Instruments  mit  aller  erforderlichen  Ge- 
nauii^keit  leicht  ausführbar  und  unterliefet  nicht  der  geringsten 
^schu  icri*»lceit.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  der  Bestimmung 
des  Inhalts  der  horizootnlen  Grundfläche,  weiche  die  .Messung  der 
borisontaleo  Prnjectiooen  der  drei  Seilea  der  oboffea  sebiefea 
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• 

4HMi  roo««  mta  am  dicMm  drai  gemeMettoi  ProfM^MM  Mb. 

InlKilt  der  hnrizontalefi  Grundfläche  nach  d«r  bekaüiiteu  Fi^rmel 
für  iien  Inhalt  des  Dreieks  au8  «einen  drei  »äeiteo  hereclin^n,  wmtt 
die  Ausziehuijw  einer  Quadratuurzei  *än*ofd«Hlch  ist,  «iie  >\vh  in 
ät6S€ni  FrilU'  nirht  wohl  r\ndprs-  als  narh  der  geivöbnÜchen  ele* 
■MntarM  M^Uiod»  o4er  nuU^t  der  ^g«ri4liMM  wifliiiWMi  ümiL 
Ha  4lmm  »twM  wehlialge  H«cJuii|Bg.pf|  onprehen,  mlss^ 

«eblofiMi  Grandfllcoe.  mni  deren  iH^fiuNitailm  J&MiMM  wom  mm  M» 

▼eficliaft,  woran«  man  dam  dam  latM^'laMjl  barMiiaa  Inyiai 

uMr  ii^e'Mi^nsr  ge^Ä^*li^iMfctffi^       aMt         ieiebt  und 

•i..iitfb  ÜMfflataiaitjjjfMlav !m3iB.,fVi4*4i4iM  •  IniiP ^ :PPI|J  Ip 
Baaila  ofaierFaraial  tüt,  mlttoijrt  waMaraMii  da«  InlwItdaa  M»» 

man  ans  seinen  drei  Huhen  und.4aB  drei  Selten  der  oberen  acbiefea 

GcuudÜäche  berechnen  kaua,  .¥\-eii»  f^ie  8chou  gesagt,  die  IVIes- 
nung  der  era»teren  liiiiti  !  t  der  NiTellir-L4itte  und  des  INivellir- In* 
*itntmentj8  mit  grossor  Ofiiauit:' ^ii  lelcbt  analtihrhar  ist.  und  4lie 
Me!«}«iing  der  letzteren  nur  die  unmittelbare  Anlegung  dct«  iMau.«»- 
»tfabes  erfordert,  wozu  ich  noch  bemerke,  dut*»  auch  jede  Ht»ba 
der  olleren  acbieien  Grundfl<iche  ^ebr  leicht  mit  dem  Maastitsiabe 

♦ 

geuieaaen«  und  aUo  der  lubalt  dieaer  Grumliläche  einfach  atia 
Grundlinie  and  Hube  berechnet  vrerden  kann.  Eine  allen  dieaen 
Grrorderniaaen  entüprecbende  Formel  Air  den  Inhalt  achief  abge* 
dchnlttener  gerader  drebiei liger  Priemen  will  ich  naa  eatwichetttt 
welche  leb  auch  in  fbeoretlacher  Rflcicaiebt  für  «ehr  merkfrffrdig 
und  für  eine  Bereicherung  der  elementaren  iitureonietrie  zu  halteo 
ccneiut  bin,  da»«*  es  mir  ^^t•h^  uünschenswerth  scheint,  di^ss 
dieselbe  kuiiitig  in  d«»n  ^tcr(»onletrI{Soben  Elemeutar-Unterricht  und 
die  betreffenden  lipbrlM'irhrr  aufgenommen  werde,  namentlich  auch 
deabalb»  weil  dieselbe  Gelegenheit  au  eo  Tlelea  wichtigen  praiiti- 
achen  Anirendangen  darbietet. 


In  Taf.  Villi  Fig.  t  nei  ABC  die  untere  Gmndflicbe  den  «chfef 
abgeaebnittenen  geraden  dreiaeltigen  l'rtMOiaa  ABCJ^B'O^'WLvt^tf^ 
cW*d<e  dtai  BUhan  A^,  BB^,  CC  dewetbeo  benlraeht  Mhen»  . 
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mni  ifiP^C  «oi  di»:,4ibere  schiefe  ^raodfllirb*  JoeeiHbin.  Der 

wegen  bezeicline  man  die  Inhalte  der  beiden  Grundflächen 
ABC  und  A'B'C  respective  durch  ^/  und  A'  und  «eUe: 

BC  =tt«   CA  ^ß,  AB  »y; 

AA'  =0,  BB*sz6,   CC'  =1?; 

I,.        i^f.  !     S^trsao'.  C'jP^¥,  AfM'as^. 

Nftcii  cioer  beluuiBleQ  Formel  der  ebenen  Geometrie  ist 

Offenbar  bt  aber 

folglich :  '  •  ' 

JfiJ«      2 1  a'«—  (A    c)«H  6'*—  (e— «)«| 

worauft  man  nach  gehöriger  Entuickelung  der  einaelaan  Ifbeile 
dieses  Ausdruck«  die  folgende  Form^^l  erhält: 

— 2(6  -  o)«  (6'«  4- 

+  2(a  -     (6 — c)2  +  2(6 — c)«(c  -     + 2(c— #i)«(a  -  6)* 

Kun  überzeugt  man  sieb  leicht  von  der  Richtiirkftt  der  auvb 
M  aleb  merfcwQrdigen  allgemeinen  al^ebraittcben  Relation: 

•  1) 

-  (O  -  6)4  _  (/,  _       —  (c  -  |,)4  ] 

und      ist  uli«o  nach  dcjii^  Yorhergehenden:  ■  ^  ^r'  L 
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nnert:  )feue  merkwürdige  Furmtl  für 


oder 

3)  16^=I6zf'«- 


— 2(a  — 6)«(a'2  +  6'«— c'») 

— 2(c  -  fl)«  (c'«  +  a'«— 6'«) , 
der  schon  oben  angewandten  Formel  der  ebenen 

=  2a'«6'«  f  26' V*  +  2c' V«  -  a'« — 6'« — c'* 


i(6'«-fc'»— fl'«) 
»(c'«  +  a'*— 6'«) 

-(6-r)«+(c-«)»j 
+  (6-c)«-(c^a)«J 
+  (6-c)«+(c-o)«t. 


-2Ä'«r  I 


-2c'*l  — (a 

Leicbt  ergiebt  sich : 

(a-:6)«-(6  — c)»+(c-o)«  =  ^2(a-6)(c-a), 
(a — 6)«  +  (6  -  r)»  -  (e  -  o)2  =  -  2  (Ä  -  c)  («  -  6) , 
-(fl-6)*  +  (6  — c)«  +  (c-a)«=-2(c~a)(6-c); 
und  es  ist  also:  '  * 

16^= 16^'«  +  4a'*  (a— 6)  (c— «)  +  46'«(6-r)  (a— 6)+4c'*(c— a)(6-c) 
oder 

^  .  a'*(a-6)(c-fl)-t-6'«(6--c)(fl->-6)^c'«(c-a)(6-c) 
^  — ^  » -f-  —  j  , 

oder  auch :  * 

^  .  a'*(a~6)(c-«)-f&^«(6-c)(a-6Hc'«(c~/i)(6~c). 
^=^'«{1  +  j^TS  ^1. 


und  folglich: 


4) 


« 


t 

G6ogI 


Bezeichnen  wir  jetst  deo  Inhalt  den  «chtef  abgeHcfinittenen 
dreiseitigen  geraden  Prismas  ABCA' B'  C  durch  P,  und  denken 
QM  doich  A'  eine  mit  ABC  parallele  Ebene  gelegt«  wodurch  daa 
sehief  abgeaeboittene  dreiseitige  gmde  Prisma  in  ein  gerades  dreisei* 
tigeaPriana  and  eine  vierseitige  Pyramide  serfUlt  wird ;  so  ist»  wenn 
wir  daa  rob  A  «der  Af  auf  die  Eime  BCB'C  feftllte  Perpeadliiel 
dnrdi  k  iiaaeiclineo«  effenbar : 

=  (•  +  1  >•»«*» 

alM ; 

«t)   .  p=«±*±f^. 

Alto  ist  nach  4): 

6) 

#  

g       Y  4J^  * 

and  wenn  aian 

T)   .  2i'=o'  +  6'-f 

•  * 

«etzt^  so  ist  bekanntlicli : 


•)  Wem,  AßCA'ßfC  In  Tat  TOI.  Fig.  II.  eia  bsUebfges  dteiMitigs« 
Priaina  Ist,  «o  kaoa  man  «leb  dsMelliSt  Indem  man  dorcb  AA'  eine  mit 
BCB'i^  parallele  Ebene  l^i  sn  einem  ParaUelepIpedon  ergfinst  denken, 
von  wclebem  da«  dreiieitige  Pirima  die  Rillte  it I.  Bczcichsel  man  mm 
^i«  Bntftminng  der  Kante  AA'  von  der  Seitenfläche  BCB'C' ^  d.h«  ein  Ton 
tisM  beliebigen  Pnnble  in  AA*  snf  BCB'C*  gefilltei  Perpendikel  durah 

B,  is  IfC  H.BCB'C  der  Inhalt  dee  Psialleiepipedene,  felglleh 

Pri«ma  äBCA'B'C  s=:  iff.BCß'C ; 
and  ist  BCB'C  ein  Rechteclc,  lo  ist 

Prfemn  ABCA'B'C'^iB.BC.SP. 

INeeer  Snta  let  oben  hei  der  BeeUmmong  dee  Inhalti  Ton  P  In  An* 
«mdug  gehimAt-wefdea,  niid  kann  oberhaapt  hinflg  hei  KftrperlM- 
Wihimiiguu  mk  gtoMsm'Tertheil  angewaadt  werden,  weshalb  man  Ihn 
!•  die  Blemente  anihehmen  sellla  *  *  ' 
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6 runer i:  yeki  merWwUrdige  Formel  für  den 


8)  .  .  .  .  zf'  =  \^j'(f'-a')(j'-60(*'-c'),  »«tW* 
aUo : 


0) 


oder: 


(a^^h^^c)^'^  a'^{a-b){c-a)-{-b'Hb-c){a-h)-['C'\c-Q)(b-c) 


10) 


ia\b\c)^'^  A\a'Ha-b){c-a)\b'Hb-c){a-b)\c'^c^a){b--c)\ 
3       \  ^"*"(a'-fÄ'  +  c')(Ä'-fc'-aO (c'+a'-60(a'+6'-c0* 

Formeln,  durch  welche  nun,  wie  verlangt  wurde,  P  hlo^s  durch 
n,  b,  c  uuH  a',  b',  c'  ausgedrückt  ist 

In  der  Praxis  wird  man  sich  am  besten  der  Forniel  6)  be- 
dienen, indem  man  den  Flächeninhalt  J'  der  oberen  schiefen  Grund- 
flfiche  A'B'C*  durch  Messung  nur  einer  Seite  und  4«r  dieser 
Seite  entsprechenden  Hohe  des  Dreiecks  A'B'O  bestimmt,  was 
nie  einer  Schwierigkeit  unterliegt  und  immer  mit  der  erforderlichen 
Genauigkeit  durch  unmittelbare  Anlegung  des  Maassstabes  aus- 
führbar ist  •). 

la. 

Wenn  die  lEbene  A'ß'C  nur  wenig  von  der  horizontalen  Lage 
abweicht,  was  bei  praktischen  Arbeiten  häufig  der  Fall  sein  wird, 
so  sind  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  a — b,  b  —  e,  c — a 
nur  klein,  und  es  wird  also  auch  der  absolute  Werth  der  Grosse 

ai(a  — 6)(c— a)  +  6'2(6  — c)(o  — 6)  +  c'«(c-a)(6  — c)  ' 

II  -II  -m^  M 

nur  klein  sein.   Setzen  wir  also 

 ijn  ^» 

und  folglich  nach  6): 

(a'\-b^c)d* 


12) 


3 


Wenin^ten«  die  bis  hierher  entwickelten  Formeln  möchte  Ich  tm 
)(änf(igen  Aufnahme  in  den  atereometriachen  Elementar -UnterrickC  aoil 
bctrefTenden  Lehrbücher  sehr  cnipfehlen.    >  <  •    '  ^«  c^au  >. 


ile 


«o  kam  bk  solchen  FIMm  rar  Berechnung  der  te  dieser  Forael 
Toritamnesdeii  Qnadratirarzel  voitMIbaft  dms  Bioomial-Tlieonni 
ugMraBdt  nwidaii»  wodwch  wir  den  fblgeBdeD  Ausdruck  erUtan: 

13) 

•der 

w«kfc«r  «he  desto  Ulohiera  Beelainig  *geiiilwt»  je  kleiner  t  Ist 


IV. 

Naok.  eineni  bekannten  Satze  der  Lehre  von  den  Projeetionen 
iet,  wenn  t'  den  Neigangswinkel  der  Ebene  A'B'C  gegen  den 
UeriioB^  d.h.  Im  AUgesMiBen  gegeo  die  Ebene  uÜ^C  besetcbnet: 

^ss^'cesl', 

slse  nach  4)  offenbar 

15) 

-  ■  0^(0-6) (c~^)^■y(^-^)(e^6)-^c^c--«)(^-c) 

eesr^^  *+ —  4^  •  '     ■  ■> 

MgHeii; 


W) 


suir»s=—  —  4   si» 


woraus: 

17) 


19 

Vfl'«(e-6)(a— c)  +  Ä^C*— c)(6— 0)  -f  <;'»(c- 

a)(c- 

Mgt  wficbe  Fennetn  gleichfalls  sehr  bMneifcenswertii  nnd  ani 
dMr  Anweednngen  Akig  sisd. 
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•  •  k  «  '  , 

Wenn  in  «Tat  VIII.  Flg.  III,  die  Sdiwerpnnlite  der  Dreiecke 

ABC  uod  A'ß'C  respective  5  und  S'  sind,  so  ist  bekanntlich 

woraus  zunächst  auf  der  Steile  erhellet,  das«  die  Linie  SS',  wei- 
ehe  die  Schwerpunkte  der  beiden  GrundHärhen  dee  Priemes  alt 
einander  veriiindet,  den  K  inten  AA',  BB' ,  CC  rlee  Prieaae 
parallel  ist,  und  daher  auf  iIiICeenkreelit  eTeH  foraer  lat  Mich 
einen  leicht  au  heweleenden  Salle  Tem  Ttapealnn*): 

SS*  ^i.UD'^i.Ca , 

folglich : 
eder 

SSF^  5  =  — 3  

Bezeichnen  wir  also  die  Entfernung  der  Schwerpunkte  iler 
Dreiecke  ABC  und  A  Ii  V ,  nämlich  der  beiden  GruiuJtl.irIjcn  tle* 
srhipf  ab^eschnittnnen  ;:^eraden  drcisoitijicn  PriNnias,  von  einander, 
oder  Urteil  dem  Voriiergchenden  die  t .f)t(eri)uiig  des  Schwerpunkts 
der  oberen  Grundüäcbe  von  der  unteren^  durch  £«\  so  iet  nach  5): 

19)  P^EJ, 

und  nach  6)  ist: 


•)  Wenn  in  Tuf.  VÜI .  Fip.  IV.  in  dem  I  rapc/.inn.  AA'BH'  mit  AA' 
nnd  bB'  die  Piiralltle  Ct'  g^f/ogen  ist.  eo  erhellet,  weiiu  uiün  durch  Ä 
eine  Pürallele  mit  A' B'  legt,  anf  der  Stelle,  da«« 

VC*  ^  A.i'  }-ißL'  -  AA').tfl 

AS 

_  AA',iAß—  AC)  -f  ßB'.AC 
"*  Aß 

"*  Aß 

oder 
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98)  ■ 

^^^^ 


VI. 

Ein  schiel  al)<!>^schnittene8  gerades  Priwroa  von  beliebiger  Sel- 
tenzahl kann  luaii ,  wie  Taf.  VlII.  Fig.  V.  zeigt,  immer  in  mehrere 
*  fechiel  j\b£z;esrhüittene  gerade  dre»«»eitr^o  Prismen  zerlegen,  deren 
untere  und  obere  Grundflächen  wir  mit  Bexug  aut  die  genwinte 
Figuc  durch 

Jif  JtU  -^t»        4t»        ^Ä. -^ft' 

bezeichnen  wollen.   Bezeichnen  wir  dann  ferner  die  Entrernungen 
der  Schwerpunkte  der  Grundflächeo  dieMf  schief  abgeschnittcttw 
geraden  dreiseitigen  Prisroeti  Ton  einander,  welche  nach  V.  zu« 
gleich  die  Entfernungen  der  Schwerponkte  der  oberen  Gmndfläebeq 
▼on  der  onteren  Grnndflftche  den  gansen  Prisman  nind.  reepectite 


Eg0    ti^t  Mg„  £^9  Hi^ 

de»  Milt  i&9  gnnaeo  nebter  abgesehnHtenen  Prinmae  durcli 
99  int  imeh  19) : 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  aher,  wenn  wir  die  Ent- 
fernung  des  Schwerpunktes  der  oberen  Grundfläche  den  ganteti 

Rchier  abgeschnittenen  Prii^mas  von  dessen  unterer  Grandfläche 
durch      bexeichueu ;  • 

oder,  wenn  J'  den  Inbait  der  ganzen  ebeten  achtefen  GfUndfliche 
nnaarea  Priamaa  l>eaeicbuet»  so  das« 

folglich  auch,  wenn  f  den  Neigungswinkel  der  oberen  Grand- 
flich e  gegen  die  untere  beieicbnet: 

£^eonl* 

=  EiJ.'ewi'  i  £^«'con j«  i-  E^ä^'t»ml^^E^^*imi^\EM^^* 
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•lio  nach  don  «01100  olieii  angvmiuKeD  Mmmten  Sfttae  v«o  d«» 
Projeetionea,  wmin  ^  den  Inkidt  der  ganieii  mileiwi  GrondÜelw 
wum  PriM«t  bmlcliMC: 

Daher  Ut  nach  dem  Obigen: 

31)  P^E^, 

nod  di«  ohm  filr  das  aehlaf  abgaaehalltaiia  garada  dreiaaftciga 
Mana  hairiaaaaa  Famal  19)  gVt  dakar  allgaaMl»  flr  Jadaa  MUtr 
abfl^MeliBiMaae  gerade  PiiaaM  von  MMMgar  SeUaMtahL 

Aua  dar  bekannten  CoaatructioD,  darcb  welche  flian  den  Schwer» 
paakt  etaer  beliebigen  geradiiidgen  FiguTt  die  nrntt  In  l>reiecke 
zerl^  bat«  nach  and  aaeh  ana  den  8cbwerpBnklaD  dieaer  Drai- 
eeke  zu  finden  pflegt»  erhellet  anf  der  Stelle»  daaa  die  BntferDmg 
£  dea  Schwerpvnkta  der  oberen  Chnrndfllehe  «naata  PiianM  vas 
aetner  enteren  Grandflfiche  die  geradb  Lfade  ist,  welebe  die  Sclirar* 
punkte  des  beiden  Grundüächen  mit  einander  verbindet 

Wenn  man  In  der  oberen  aehlefen  Grandflldie  nnaeaa  Pii»i 
maa  drei  gana  beliebige  Punkte  A^»  B'p  C*  aonlnnit«  detail  Eal- 
fernangen  B'C^  C'il^  A*»  oder  af»  6',  f  w<m  einander  ailMl 

und  ihre  senkrechten  Ab^tllnde  a,  c  tod  der  unteren  Grani« 
fläche  nach  dem  gewohniiclieu  praktischen  Verfahren  lieathnrnt, 
ao  idt  nach  15; : 

4/",     a'^{ß^b)(c—n)  +  b*H^^)  ja-b)  -^  c*^(c—a){lt^) 

wo  wie  früher 
iat«  oder 

_  4/",  ■  4{a^a(c:::6)(c— fl)-f^^«(6-c)(a--6)-fc^c-a)(6-^^ 

also,  wenn  J  und  wie  oben  die  ganze  untere  und  obere  Gmod* 
Iläche  dea  schief  abgeschnittenen  mehraeltigen  Prismaa  beaeich« 
nen ,  da  nach  dem  achon  roebrfaefa  angewandten  Satxe  von  daa 
Projectionen  allgemein  Js^A^cubx*  iat,  nach  21): 

22) 

oder  « 
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i3)  . 

« _  jj,    4/".  4{a^(fl^)(c-fl)^-6^(6---c)(a~6)4-c^%-q)(6^c)| 
jizr  Y  ^ T (a'+6'  +  cO +  c'— a') (c'+a'— 60(a'-h6' - e')' 

B&tMtnen  wir  den  Inhalt  de«  TerlMr  «iif  der  obmn  Grand« 
Meke  iiniers  PrtemM  Miebig  angeaoiniiienett  Dreledrt,  d«»sen 
Mlen  1^,  V,  e  ilod,  Jetit  durch  Üß\  «0  lat 

•bo: 


24) 


«TO  man  /^^  auch  durch  Messung  einer  Seite  und  der  eoUiprecbeiw 
den  lisba  de«  betreffenden  Dreiecks  bestbuDen  kann. 

Die  vorstehenden  Pormeln,  in  denen  aile  zu  messenden  Ele- 
mente sich  aaf  die  obere  echiefe  Grundfläche  des  Prismas  be- 
ziehen, und  in  allen  Fällen  durch  die  bekannten  Methoden  mit- 
telst desMaassstahe^i,  der  INivellir- Latte  und  dt^s  Nivellir-Inntrunicnts 
teicht  und  genau  ermittfft  werden  können,  gelten  auch  tVir  schief 
abgeschnittene  [gerade  Cylinder,  weil  im  Vorhergehenden  natür- 
lich die  Seitenzahl  des  Prismas  sich  beliebig  gross  annehmen 
lisat,  die  Seitenflächen  desselben  beliebig  klein  angenommen  wer« 
den  kennen* 


Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Prisma  von  beliebiger  Seitenzahl 
von  zwei  gegen  seine  parallelen  Seitenkanten  willlcfibrlicb  geneig- 
ten Ebenen  durchschnitten  denken,  wodurch  zwei  Schnitte  ent* 
stehen,  deren  Flächenrfiume  wir  durch  und  und  den  In- 
halt des  awischen  diesen  Schnitten  enthaltenen  KOrpers  durch  P 
heaeichnen  wellen.  Die  Schnitte  nnd  4x*  mUgen  der  Kfirae 
iNgea  die  Gittndflidien  dieses  KOrpers  genannt  werden.  Denken 
wir  ans  nnn  femer  einen  anf  den  parallelen  Seifenkanten  das 
'Kdrpers  P  ienkreeht  stehenden  Schnitt  ^«  welcher  entweder  gan« 
aasserhalb  oder  gab«  Innerhalb  des  Körpers  P  liegt,  so  dass  im 
ersten  Falle  die  GrondfliehH  ^i*  awischen  der  Grandflüche  nnd 
dem  senkrechten  Schnitte  A  liegt,  und  hezeiebneo  die  Entfernun* 
geu  der  Schwer|)unkte  der  lirundflacben       und  A^    Von  dem 
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senkrechten  Schnitte  /I  respeclive  durch  E  und  JL\ ;  «o  ist  nach 
21)  offenbar 

P=  EJ  T  E^J—  (E  T  £^1)  ^, 

■ 

indem  man  in  dem  ersten  der  beiden  obigen  Fälle  das  obere,  In 
dem  zweiten  dieser  beiden  Fälle  daliegen  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen  hat.  Aus  VI.  erhellet  unmittelbar,  dass  die  Schwerpunkte 
von  /i' ,  /Ii  ,  /I  in  einer  und  derselben  auf  dem  Schnitte  senk* 
recht  stehenden  geraden  Linie  liegen,  so  dass  also  E^  E^  die 
Entfernung  der  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  des  Kör- 
pers P  von  einander,  und  folglich,  wenn  wir  diese  Entfernung 
durch  (t  bezeichnen,  nach  dem  Obigen 

25)  P=«^ 

ist.  • 

Nehmen  wir  nun  etwa  in  der  Grundfläche  /i* ,  die  unter  dem 
Winkel  V  gegen  /I  geneigt  sein  mag,  drei  beliebige  Punkte  A', 
B* ,  C*  an,  und  messen  deren  Entfernungen  B*C*  =  a\  C*A*  =  b'p 
A'B'^c'  von  einander,  so  wie  ihre  senkrechten  Abstände  a,b,c 
von  der  Ebene  des  senkrechten  Schnitts  Sf;  so  ist,  wenn  D*  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  A'B'C  bezeichnet,  bekanntlich: 


s»'=Y  1+  


cos 

also  ofl'enbar : 


-  c)  (a—b)  +  c'*  (c  -  a)  (6— c) 


t.  ' « 


2Ö) 


—6)  (c— a)  +  6'*(6-  c)  (a— ^)  +  c'*(c-c)  (6— c) 


4/)'« 


Ist  das  Prisma  ein  dreiseitiges,  und  sind  a,  6,  c  und     >  6|, 
die  senkrechten  Abstände  der  Ecken  der  Grundflächen      und  Jg' 
von  dem  senkrechten  Schnitte  J,  so  ist  bekanntlich 


E=—^-,  , 


alsiK 


••'1.  '!iM* 


.    .        •  ü+r-i  —  ^  »u» 

oder,  wenn  wir  die  Entferonngen  der  Ecken  der  beiden  Grund« 
flächen  A'  und  Ai'  von  einander  durch  a,b,  c  bezeichnen: 

also  nach  dem  Obigen :  .  >  .    •  -  ,  ^'  • 
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'27)  |»=i±»±£^.=  •  •• 

Besdcbnen  aber  wie  gevrShnlich  a*,  6^      4im  Sei|»ii  der 

Grundfläche  ^*  in  der  oben  immer  fesi^haltenen  Ordnung,  so 
da«js  nämlich,  wenn  wir  diese  Grundfläche  durch  A'B'C  bezoich- 
ueu,         obeii  a' =  Ä'C,  b'^C'Ä»,  c'^A'B'  ist,  so  ist; ' 

Atte  diese  Ponneb  eied*  eo  entwidelt  ttnd  dergeefdit  Mfden» 
daes  Beetimmiiiig  der  GrOeeeOi  delieo  eie  sbhieg^.  In 
der  Pralle  keiner  2kbvrlerlgkelt  onteriiegt«  wie  mH  ein  Heepl» 
wmMt  wer,  d^  dieeer  Avfeets  tu  erreidMii  eoebte. 


YenchiedeKe  Sätte  und  Renitate. 

■  .  • 

▼on 

Herrn  Dr.  Zehfuss, 

hAtm  dar  Metiiwmtili  und  höheren  MeebaBÜi     dtr  hSkßnm  €i«w«rhe^ 

flcbele  wm  Dermatedt* 


1)  £e  iet  mir  nicbt  bekaoot,  daee  Jemand  folgende  Intagynie 
beadmmt  bitte: 


1^.^  8jr=^cotg-y ,   3>fii>0. 
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wo  Ii  das  Zeichen  des  Integrallogarithmus  vorstellt.  Leichter  er- 
gibt sich  das  Resultat : 

/*siny  h(p  Bx 

^        9    V  l->5*sinV  ""t/  V(l-x«)(l 

Auch  ist 

/*  sin  aar  sin  6a:  Q        ..a-\-b  ^, 
 -ex  =41  it  fl>6. 
X  a—b 

o 

Auf  Verlangen  bin  ich  gerne  bereit,  die  Herleitung  dieser  For- 
meln zu  Feruflfentlichen.  Besonders  eigenthümlich  dürfte  die  Ana- 
lyse  sein,  durch  welche  ich  mit  Zuziehung  des  Imaginären  die 
beiden  ersten  Integrale  gefunden  habe  und  welche  noch  die  Werthe 
einer  sehr  grossen  Anzahl  bestimmter  Integrale  mit  den  Grenzen 
QO  und  0  ergibt. 

2)  Setzt  man  ^^  =  K(^),  wo  K  ein  Operationszeichen  vor- 
stellt, und  K(Ki/)  zur  Abkürzung  =K«y,  K(K*y)  =  K»y  u.s.w., 
so  ist 

y«,=yx.(Kyr.(K>y)i:^  .(K'^)^-*  »  u.s.w  

Man  bat  für  den  Ausdruck  Ky  den  Namen  des  Quotials  vo 
ff  vorgeschlagen.  Die  obige  Reihe  ist  mithin  ein  Analogon  filr 
die  Taylor'sche  Reihe,  gefunden  mittelst  der  Theorie  der  Quo- 
tiale.  Ich  habe  dieselbe  schon  vor  zehn  Jahren  gefunden,  als 
ich  mich  in  den  ersten  selbstständigen  Arbeiten  versuchte,  und 
bemerkt,  dass  man  auch  daraus  ableiten  könne: 

Mittelst  des  C auch y* sehen  Satzes  über  die  Taylor'sche  Reihe 
ist  es  eine  leichte  Aufgabe,  die  Grenzen  der  Giltigkeit  der  obigeo 
Formeln  zu  bestimmen.       "  fi     t   .  v  .•!..:.     •    ,  • 

Z)   Jeder  Zerlegung  einer  Zahl  io  vier  gerade  Quadrate  lässt 
sich  noch  jede  der  beiden  folgenden  als  correspondirende  beige* 
seilen !•(:  "„m.ii.    .•    »•  '  .  .....  .*  ••       •        i«* . 

(2a)«  +  (26)«  + (2c)«  +  (2^0»  i 

=(a  +  6+c+d)«  +  (a  +  6— c-d)'+(a— ft+c— d)«+(a-6-c+<f)* 
=(a  +  6+c-d)«+(a  +  6-c+c£)«+(a-6+c+c?)«+(~a  +  6  +  c  +  c0« 

Für  a  =  l,  6=2,  c=3,  rf=5  erhält  man  z.B. 
2«+4«+6«  +  10«=lI«+5«+3«+l«  =  9«+7«+5«+I« 


Digi^  * 


Rhgle  maemonique  pour  ^crire  les  formules  de  De- 

IVloiiäicur  Geprges  Dostory 

Doctcur  *i»  Bcience«  roatht^matiqoea ,  Meinbre  df  la  Societc  ilet  Sciwcw 
•t  ArU  de  l'Ue  de  ift  Rdanion  (Mer  de«  lade«). 


Mauduit  a  imagin^  uü  moyen  iimemonlque ,  pour  ecrire  aree 
certitude  et  facillt^  les  relations,  qui  existent  eotre  cdt^  «f 
les  angles  du  triangle  «pherique  rectangle.  Lea,  formules  de  Oe- 
larobre,  ou  aiialogie«  de  Gauss  (comme  on  lea  appelle  en 
Allemagne)  sont  beaocoup  ploa  rebeilea  au  aoufeoir.  Noua  avons 
ein  devoir  chercber  un  moyeo  atae  pour  en  rendre  T^criture  plnr^ 
facile.  Nooe  avona  l'honnear  de  aoumettre  au  pubtie  ensetgaaiil 
le  rmltat«  qai  a  est  pr^aeote  a  U  auite  de  noa  recliercbea. 

Dana  on  Miele  InacriviNM  on  triangl«  PMN: 


i  i  i 
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et  l'angle 


71 

2 


C 
2 


sur  la  ba^e  MN\  enGn  sur  la  suite  des  demi-arcs  soustendus 
marquons  les  cdt^s 

a  +  6     n      a — b     a  —  6     n      a-^-b     n      c  c 
~2"'    2        2"'  2        2"'    2""5'  2' 

Cela  construit,  voici  la  r^glemoemonique,  que  nous  avoos  imaginöe: 

Xr0  itnta  c^'un  cdtS  du  triangle  est  ä  celui  de  la  b€ue  dans 
le  rapport  des  sinus  des  demi-nrcs  soustendus,  qui  ne  sont  pas 
adjacents  au  sommet  commun. 

Le  Cosinus  d*un  cötä  est  ä  celui  de  la  beue,  dans  le  rapport  des  co* 
sinus  des  demi-arcs  soustendus,  gui  sont  adjacents  au  sommet  commun. 

Od  trouve  ainsi  les  quatre  formules  : 


liiii' 


i'w \(A -t- ß) _ **'°V2      2  y 

.  C\         .  /7t    c\  • 

•H2-2;  *»"U"-2>) 

sin  l(A  —  -ß)  _  sin  i(a — 6) 


810  2 


cos 

COS 

cos 


cos  5   ^  i  ; 


V2  ~  2/ 

/«       C\""  /7C      C\  ' 

U~2>)  .  ^""(2-2; 


IUI 


oa 


sin  \(A  4-  B)  _  cos  Kg— ^) 

COSflC  cos^c 
»inU^  —  ZiO     8ini(a— 6) 


cosiC 


sin  sC 


cssU^-f  g)_co8Ka-f  6) 
siniC  cos«c  ' 

.    cos  IjA^B)  _  cos  l{a-{-b), 
sioiC  sioic  ' 

qui  sont  Celles  de  Ganss  ön  de  Delambr«.*'^         fe^'  "»"^^ 


Digitiz« 


für  Sßm$n  4M 


XliVlI. 

Ueboi^g|8a%aben  für  Schäler« 


Aufgabe. 

Von  H«m  Dr.  Zehfats  mo  DttrsiM*<Al« 
Wie  beweis!  auM^  daee 


9 


Lehreets. 

Tob  II«rfQ  Oll»  Biklev  ra  Snli     M*  w  WörlMabwg» 

Ein  Kreis,  liesnen  Halbmesser  =r,  rollt  auf  der  äussern  oder 
innern  Seite  eines  fefstcn  Kreises,  de^en  Halbmesser  =  R  und 
Mittelpankt  O  ist.  Man  «iebe  durch  O  eine  (ieraile,  wolclip  den 
Krt'is  R  in  den  Endpunliten  eines  Durchmessers  QS  schneidet, 
und  nehme  atif  dieser  Cieradmi  iri^endwo  den  Punkt  A  an.  Im 
Anfange  der  Bewegung  «ei  Q,  am  Ende  S  der  Herühruiif^spunkt 
beider  KreUe;  während  derselben  beschreibt  A  einen  Quadranten 
AB  einer  verlfingerten  nder  verkürzten  Epicydoide  oder  Hypo- 
cycloide.  Zwei  Punkte  M^nA  M'  auf  AB,  deren  Normalen  gleich- 
weit von  O  nbstebeii»  und  zwar  um  tbeileo  deo  Q|iadraoteo  AB 
in  drei  Theile,  weVon  die  beiden  iuteereo  an  ^ae  algebraifche 
Gitae  difleriren: 

dae  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Kiele  r  meeerbalb,  dae  oatere» 
«ene  or  inqerbalb'des  Kteiaoe  B  sollt 
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A^uflSsang  der  drei  Gleichungen: 
(a  — a:)(6— y)  =  x. 

(at-ar)(Ä,-y)  =  2. 
Von  dem  Herantgeber. 
Stellt  man  diese  Gleichangen  auf  folgende  Art  dar: 

«1^1  —  ^i^  —  Oiy  +  xy—z, 
aj)% — bfpc — +  xy^x 

and  zieht  dann  die  zweite  von  der  ersten,  die  dritte  von  der  zwei- 
ten ab,  60  erhält  man: 

•  ab  —  aibi  —  {b  —  bi)x  —  (a  —  ai)y  =  0, 

fliÄi  —  a»6,  —  (6i  —  64)  j?  —  («1  —  ojy  =  0. 
Durch  Auflösung  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man: 

_  ^  a 6  (fli  —  OtH-  g| bi  (as—  fl)  -f  q« ft«  (q — g| ) 
'  a(6,— 64)  +  o,(6a— Ä)  +  fla(6-6i) 

vi^fTT.  a(6i  — ^2)4*  6)+c,(6— 61) 

oder: 

I..M.  A  ab  (fli  —  fla)  4-  fl| ^1  (a«  —  fl)  -f  Oi^g (g  ~  "1)        rn  in.M 

......  ^"7       6(ai— <i»)  +  6i(fl,  — «)+6,(a  — «,)    '  .  ^ 

oft  (ft,  -  62)  -f  ^1  ^1  (ft.  -  W  +  «2^    -     ,  »-^ 
•Hl    .."t  Jf--    6(a,-a»)  +  6i(a^-a)+Ä,(a-ai)  ' 

oder: 


•  .im 

*•".».  *      •    •       .  •  .  •  - .  .  i  i-  •  I 

o  (oi  Äi  —  ajb^  +  Oj  (/i,Ä,  —  ab)  +    («^  —      )  * 


—      (gl    —  oa^a)  +  ^1  (flA  —  ab)  -f  6,  (fl6—  g,  5,  )  ^ 
(g6,  — 6gJ  +  (gi6»— 0161)  +  (0,6  — a6j)  * 


oder  auch:  .«  .     .  * 

gg,  (6 — 6, ) + gl  gj  (61  —     +  gjg  (6t  —  6; 


o  (6|  ~  6^  -f  g,  (Ab- 6)  +  0,  (6  -  61) 

 (g  —  gl)  -h  b^b^jax  —  ga)  4^  6g6(g,— g) 

6(gi— ga)4-6i(gt— g)  +  6a(g— gl) 
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Am  AfMs  «m1  mcIi  asim  ÜBgMtmltaogan  d«r  ToriMru^bea- 
dflo  Aasdrtleke  foo  x  nnd  ^  kUofiMi  die  Sehfil«  Mk  mtnnigfal- 
tig  vennehra. 

Ferner  findet  man  nun  bteran«  kteht: 

_    ^  (a~-qt)(«— «t)     ~  V 

oder : 

FolgUcb  Ut  eodUcli 
.  -«^(fl,-ii)(A-6t)(6|-A>)(^-6) 

im  MB  den  Nenner  wieder  ▼eraobiedeatlieh  oiefeetitlen  hüinte. 

Derj^Ieichen ,  zu  mehrfachen  eleganten  und  symmetrischen 
UiDgestaltunaen  Gelegenheit  gebende  Aufgaben  «ehernen  mir  lur 
den  Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra  beson- 
den  sweckmieeig  tn  eein,  mehr  als  viele  lodere  in  den  Aufga- 
bensammlungen vorkommende,  die  auf  einen  UDdurchsichtigen  Wald 
compUcIrter  Formeln  filliren,  Anch  eprldit  eieb  gerade  in  aolchen 
eleganten  Tranefonnatienen  der  Cbarakter  der  neueren  Analysin 
▼leUacb  ans»  nnd  dasa  der  ScbOier  frObteltig  In  denselben  einge* 
flttirt  nnd  mit  Ibm  befcaiint  gemacbt  werde»  Ist  sehr  sn  wflnseben, 
wesn  natürlicb  muglicbst  elnfaebe  und  besenders  sweebmifsig«' 
Avfgaben  and  Bebplole  erfetdetUeb  sbid. 


Mi  sc  eilen. 


au 


XliTIII. 

AI  i  8  c  e  1  I  e  n« 


Vno  den  Herautgeber. 


Der  von  mir  in  ThI.  XXIV.  S.  403.  mittelst  der  Integralrech- 
nung bewiesene  merkwürdii^  Aufdruck*  fär  den  Flächeninhalt 
eines,  seine  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  habenden  ellipti- 
schen Sectors  kann  auf  elementarem  Wege  auf  folgende  Weise 
leicht  gefunden  werden,  was  ich  im  Interesse  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hier  mittheile. 

Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  sei  C,  Zwei  durch  die  Anoroa« 
lien  tio  und  ti^  bestimmte  Punkte  der  Ellipse  seien  A^^  und  Ai, 
Die  diese  Punkte  mit  einander  verbindende  Sehne  A^A^  der  EllipsQ 
werde  durch  Squ  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich^): 

tf^i^^a^{co»u^ — eo8ti|)^-|- 6^(810  ti^— sin  ti|)*.  - 


Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  von  dem  Mittelpunkte  C  nach 
den  Punkten  A^^  und  Ai  gezogeneu  Halbmesser  CAq  und  CAi 
der  Ellipse  durch  Tq  und  r|,  und  den  Winkel  AqCAi  des  durch 
die  Punkte  A^,  C,  Ai  bestimmten  Dreiecks  durch  den  J^lir 
cheuinhalt  dieses  Dreiecks  aber  durch  A;  bo  ist  '  • 


Tq*  =  a* cos Mq*  -f    sin  t/^,*,   r|*  =  c* cos «, *  +  6* sin tij*-^ ' " '«V . 


und 


cos  C= 


also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  in  diese  Formel  die  obigen' 
Ausdrücke  von  Tq*,  rj*,  Jo»i*  einführt: 


cos  C= 


 q^costipcosiit  4-  ^^sinttpsintCi  

\^(a'costio*  +  6*sintio')(a*cosf/i*  -f-  6*sinii^ 


•)  Tbl.  WIV.  S.  373. 
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mir  mim  Mk  (mmm  4eldbt    -  *" 

V (a*C90a(|>«^^«io%>)(i|2co«af|'^-i-6'«aiH')  ^ 

oder  . 

1  Vi 

ergiebt,  wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untof»  Zei- 
chen nimmt,  jeDäcbdem  &iü(ui^Uf^  pQ^itir  oder  negativ  ist^ 
Weil  nao 

.  ■  • 


«•ÜB  nt»  da«,  «bei»  edet  sstm  Zeiebea  liaBit»  jeDacbdem 
8iu(iii — Uq)  positiv  oder  o^ativ  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  if|  grosser  ale  Uo  eei«  vact  be* 
leicboeii  den  FÜefaeninbalt  des,  der  Dlffereas  %  — dieser  Ado- 
nallea  enfeprecbeiideD  elliptiseben  Sectors '  dorch  $q,i.  Um  $^,1 
m  bestiMiee,  theile  maD  io  n  gleiche  Tbeile  eio«  ämn 

jeder  I  eeln  maig»  ee  das«  aleo 

It 

ist.  Da  wir  uns  nun  bei  der  folgenden  Crfinzenbetraohtiing  offen- 
bar immer  n  so  grosa»,  oder  das  positive  i  so  klein  angenommen 
denken  künnen,  dass  sin  i  positiv  ist;  so  ist  offenbar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  71  in  8  Unendliche  Wichst^  also  t  in*s  Uaeodr 
liehe  aboimiot«  nach  dem  Obigen: 

> 

=  »06  L  im  1  sin  i  -f  sin  *  +  sin  t  +  sin  i  -|- . . . .  +  sio  i  j , 

wo  die  AmaM  der  Glieder  der  ebgeklafflu&erten  Reibe  n  Ist 

Folglich  isit 

iSo'i  =  *ei^Llm«fijlnl, 

äl«e;  w«ja  baeb  «fem  Obigee 

i  _ 


• 


Ml 
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und  folglich,  weiia  if|-^%-  la  TMei  4h  EUkA  w^tiiiifct 
angenommeD  wird,  tUMmti 

Nun  Ist  aber  oaeh  einm  bdaiiwteD  Satia 

LlBl-^=I, 

4i»i  =  ia^(tfi— IIa)* 

welches  die  In  ThI.  XXIV.  &  4M.  daich  die  lalegialieehamf  he- 
wleeene  Formel  ist,  m  der  wir  alao  hier  hioe«  mltlelel  gans  ele- 
mentarer Hetrachtuiij^en,  im  Interesse  des  UuterrichU  in  der  Lehre 
voD  den  KegeUchoiileu,  gelangt  sind. 

  ♦ 

*  'Pdr  die  ganae  Ellipae  lat  ii|^«i»89».  alae»  wen«  E  dm 
PtieheaiahaU  der  gaaaea  Blllpee  iieaeiehiiet, 

E  est  4ibn,  ■ 

au  daaa  also  auf  diese  Weise  auch  die  ganze  Ellipae  quadrirt  ist 

Von  der  ehlgev  allgeaielnen  Formel  für  den  Fttcheninhall 

eines  elliptiachen  Seelora  laaaen  aieh  vielerioi  Anwendungen  machen, 

die  aber,  einer  Schwierigkeit  nicht  unterliegend,  natürlicli  niciit 
hierher  gehören. 


11. 

Nftchtraa;  und  Berichtip;ung  zu  der  Abhandlongt    üeber  die 
Bestiiuinuiig  der  Diret-trixeii,  Breiiiipunkte  und  Clmrnkteri- 
stiken  oder  DeterminAiiteii  der  Linien  dea  zweiten  Grades 
in)  Allgemeinen  In  Thl  XXV.  Nr.  XXIL 

In  meiner  oben  genannten  Abhandlung  kommt  auf  S.  281.  ein 
Versehen  vor,  welchea  eine  Berichtigung  erfordert,  wenn  mn  aoch 
nur  eine  beiläufige  Bemerkung,  nicht  den  eigentlichen  Gegenstarwi 
der  Abhandlung  betrifft,  indem  dteseihe  es  nicht  eigentlich  mit 
der  Disciission  der  Linien  des  zweiten  Grades,  sondern  ledif;lich 
mit  der  licntimmung  der  Directrixen ,  Brennpunkte  und  Charak- 
teristiken dieser  Ciirven  durch  fjanz  allgemeine  l-'ornieln  zu  thuB 
hat,  welchem  letzteren  Zwecke  auch  mit  möglichster  Vollständig« 
keit  in  dieser  Abhandlung  entsprochen  aein  dürfte.  Jedeafalla 
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aber  bedarf  dicMÜM  «iM  NftcfeAnigs,  den  ich»  Mbsi  eioer  Be- 
rielitigaBg  d«8  •rwiknteii  Vtriebeiw»  hUn  tßkw  wtrd«. 

Aut  6.  2bl.  Ut  oinlkh  Folgendes  geaagt: 

(rf  f  |)»+ /^(i +5)'i<o 

mt,  ao  aind  beide  Werth e  von  C  imaginär,  und  es  giebt  also  In 
diesem  Falle  weder  eine  Directriz,  noch  einen  Krennpunkt.  Well 
rua»  anderweitig  (ni.  8.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theile) 
weis«,  daaa  in  dem  vorÜQgeodeo  Falle,  wo  c*^a6  >  0  ist,  die 
Glelcbung 

nur  eine  Hyperbel  oder  zwei  gerade  Linien  rcpräsentiren  kann, 
die  Hyperbel  aber  immer  zwei  Brennpnokte  und  zwei  Uirectrixen 
hat,  c#  kaaa  in  iem  FaMe«  wenn  ' 

die  OMflkung 

nur  zwei  gerade  Linien  reprSsentiren,  wag  wir  jetxf  der  Kfirse 
wegen  nicht  weiter  analytisch  uoterauchen  wollen." 

Man  alebt  ea  dieeer  Bemerkung  an  ihrem  Schlusssatzc  an, 
daas  eie  aar  beilSnig  gemacht  setn  eollta.  Dieselbe  enthält  aber 
•Ine  OoftehiigkeU,  welche  darin  Ihren  Grand  hat,  daas  vtm  mir 
ühmehen  -  worden  let,  daaa  In  den  mUegenden  Falle,  wa 

tß  a6>0  iet,  a  and  6  gani  beliebte  GrUeeen  aeln  kAonen, 

nicht  wie  in  den  beiden  andern  Fällen,  wenn  — ä6  =  0  oder 
c%  —  <  0  ist,  beide  als  negativ  Toraaegesetst  werden  mfla- 
SCO,  wie  dies 'auch  auf  S.  276.  besondera  hervorgehoben  worden 
iat.  Man  hat  nun  aber  die  obige  Bemerkung  ganz  sn  streieben 
un4  eich  vielmehr  an  die  folgende  Anaetnandersetzong  zu  halten. 

'  i^Wepm 

ist,  «o  hat  man  zu  bemerken,  dass  nach  dem  Obigen  a  and  6 
zwei  ganz,  heltphtge  Grös5«»n  sein  können,  we»halb  mau  die  ge* 
Gleichung  der  Curve  sowohl  anter  der  Form 
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Miscetlen. 


als  auch  unter  der  Form 

—  aar*  —  6^*  —  2ca:y  —  2ciar  -  2ey  - /*=  0 

schreiben  kann,  in  welchen  beiden  Formen  die  Coefficienten 
Glieder,  insbesondere  auch  die  Coefficienten  von  xy,  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben.  Bezeichnen  wir  nan  die  der  zweiten 
Form  entsprechenden  Werthe  von  n,  A,  B  respective  durch  n', 
A* t  B' \  so  ist  der,  der  zweiten  Form  entsprechende  Werth  von 

(d+ef)«-(««-I)l(e-df)H/^(l  +  5^*l 

offenbar 

B'  B'  B^ 

(rf  +  e3j>)«-(n'«-l)|(c-d3j)*-/-^'*0 

wo  in  der  ersten  Grösse  für  d,  e,  f,  n,  A,  B  respective  — d, 
—  e,  — f,  n' ,  A* ,  B*  gesetzt  worden  ist,  wie  es  sein  muss. 

Nach  S.  271.  nnd      2t2i  ist 


a«  +  6«  +  2c«  +  (a  +  6)  V(a  — 6)«+4c* 


und 


II*— 1  = 

I 


2(c2— a6) 


V (a-Ä)* -f  4c* '  (a  +  6) (a- 6)*  +  4cH(«'+6»+2€^l  ' 

■       •  1.-*        .  •      •  r 

(  V  (a— 6)«T4c^  *  (a  -f  6)  V^(a— 6)«  + 4c«  +  (oH  6«+2c«)i  ' 


 _^     6(6-ft)-f-^g^^6  V(a— 6)^^-4c*  Tl, 

V  (a— 6)*  +  4c» '  (a + 6)  V  (a  -  6)«  +  4c* + (a«-h      2c«)  1  * 

jenaohdem  c  positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist  beziehungsweise: 


mm' 


_  1  -  q'  +  6*4-2c«— (g  -fJI  V7^~6)*-h4c* 
^  2(c*  — a6) 


♦ 

Folglich  iBi  mit  Beziehoog  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander: 

Warans  nun,  mittolel  leichter  Reehnnag  die  Gleichnng 

erhält ;  and  feiner  aigiebt  «ich  mittnl«!  dee  Obigen  eben  so  Mebt 
die  Glelehong 

(n«-lK««-I)al,  «leo  »«-l-j^. 


Folglich  ist  nach  dem  OMgoo,  wie  man  Itlebl  indet,  wenn 

man  für  ^  und      — 1  ihre  vorhe^ebeaden  Werthe  setzt: 

■  « 

Nack  dem  Ohi^a  ist  aher: 
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~  Ä(6— o)  +  2c«  +  6  V(ii^6)«  +  4c« 

o*-f  A^-f  2c»-f  (fl-f  ^) \^(«— 6)«-f  4c« 
a«  +  6*  +  2c«- (o  +  6)  V^(o^)«T4c* ' 

and  folglicb«  weil,  vrie  man  leicht  findet: 
I  o  (a-6)  +  2c«  —  aV  (a-6)«+4c«  1 1 6(6-a)  +  2c«-6  V(a— Ä)«+4c«  | 
=  2c«  t  o«  +  6«  +  2c« — (a  +  6)  V  (a — 6)«  +  4c«  I , 


1 6(6-a)  +  2c«  +  6  V  (a-6)«  +  4c«|  |6(6-a)  +  2c«— 6  V  (a-6)«T43| 

=  4c«(c«— a6) 

ist,  offenbar: 

^^«  _  fl«  4-  ^*  +  2c«  -I-  (g  -f  6)  V  (g  -  6)«  4-  4^ 
ß^-r  2(c«-aft);  'l 

i 

also  nach  dem  Obigen:  , 


Daher  ist 


• 

,       (n«- 1 )  (g^  -  rf^)«  -  I       4-  eB)«  -  (n«- 1)  f(A* -f  jg«)«).  , 

I»  i 

oder 

(ci+e5)*-(n'«-l)|(e~ci^,)«^/'^'«(l  +  ^)«| 

•     !_ «   (#M  -f  gg)*  -  (n«-~  1)  l(gi<  -dB)^  -f  4- 

i  »i  ..  ..i  »  » 

oder 

•  ^,  («i+ef)*-(n«-l)l(e-rf|)H/'^M  +  5)*l 



Weil  nun  in  diesem  Falle  n«— I  positiv       sö  haB^ll' die  Grusscrt^ 


(il+«JV-(»'*-i){(«-4<§)«-Ai«(l+^t 

Jaderieit  eotgegengweUte  Toneicben,  und  weM  abo  die  ersta 
Mgfttiv  Ut,  •«  Ist  dl«  sweite  poslÜT* 

AI«o  liefert  in  diesem  Falle  immer  entireder  die  Gleichung 

•der  die  Gleicbiwg 

—         6^«— 2cjry— 2««ar— 2iry— /"sO, 

welche  Gleichungen  natürlich  beide  ganz  dieselbe  Cnm  MS* 
dAleken ,  Air  C,  X,  V  reelle  Wertbet  nsd  In  den  Falle 

ist  also  die  dnreh  die  Gleiebung 

cbarakteriüirte  Curvo  ebensowohl  eine  Hyperbel  wie  in  dem  FaJle 
natürlich  immer  unter  der  Veraasaelxong«  dass 


Ist 


leb  bttte  nochmals,  das  Vnrstrhencle  metner  oben  genannten 
Abhandlung  als  einen  rSarhtra;;  Ijriziifiieen ,    oder  vielmehr  statt 

der  oben  näher  beaeicbnctea  Stelle  in  dieselbe  euimscbaltsa» 


Sehrelbea  dea  Herrn  Profeaaor  ]>r«  Koeaig  am  KneiphtUI* 
sehen  Gymnasio  m  Kitailgaberg L  Pr.  an  den  Herausgeber. 

ia  dem  dritten  Hefte  dee  aUMea  Tbeüs  liHfes  geMMlatea 
Ateblf  a  lade  ieb  Mfte  W*  eiaen  geemstriechen  Sata  bewIessB 
Md  aai  Sehlaaa  die  riage:  ,,Wle  liest  slcii  dleeer  Sets  eialb. 
eher  Wweiaeat^  Weaa  klerla  vieUeMt  der  Waaacfc  Ocgt,  eines 


MisceN 

einfachem  Beweis  zu  erhalten,  go  erlaube  icninirTnier  einen 
solchen  mitzutheilen. 

Kehält  man  dieselben  Figuren  (Taf.  III.  Fig.  8.)  und  multipli- 
cirt  die  Quadrate  Ton  AB  und  AD  «gleich  resp.  mit  CD  und  CB, 
80  entsteht: 

AB^.CD  =  AC^,CD  +  BC^.CDT^BC.CE.CD, 
AD^.CB=:AC*.CB+  CD^.CB^WD.CE.CB-, 

und  die  untere  Gleichunc;  von  der  oberen  abgezoc;en  giebt : 

AB^.  CD ^  AD*.CB=-'  A(^ (CB—  CD)  +  BC.  CD (CB—  CD) 

r=-^AC^.BD\^BC.CD.BD, 
w.  z.  b.  w. 


Bemerkung  vom  Herausgeber. 

Unter  den  in  Nr.  XXVII.  dieses  Tbells  von  Herrn  Director 
He  inen  in  DQsseldorf  veröffentlichten  und  eingesandten  ßeiv^iseo 
des  geometrischen  Lehrsatzes  von  Fermat  rühren  die  «nit  ß. 
bezeichneten  von  einem  Primaner  der  dortigen  Realschule,  A.  Sie- 
be!, her,  welches  auf  den  Wunsch  des  Einsenders,  und  in  Folge 
einer  schon  früher  brieflich  gemachten  Bemerkung  desselben«  hier 
nachtraglich  besonders  bemerkt  wird«'/  •  '  r<ut*.\  ''-.ri  »m: 


■       I«  /  VI?'*»     . " 


4  >  • 


i  .-rd  '.-1  «»JIk' 


Berichtigungen. 

Tbl. XXX.  S.  52.  Z. 25.  V.O.  statt  „Comptes  ^onda§;;  «f|zf( 

„Comptes  Rendus." 
-  •       S.  119.  Z.  13.  u.  18.  V.  n.  werde  für  „Prisma ^ß^'Ä'^*^*" 
•     •  beide  !\lal  gesetzt:  „Prisma /4i5.^'C'-<<"C*.K-i/ 


Djgiti^etijiy|«gle 
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Literarischer  Bericht 

cxvn. 


An  lOten  November  1857  starb  za  Berlin  der  frühere  Pro* 
feMor  der  Mathematik  am  dortigen  Küniglicbeii  Cadetten  -  Corps 
und  an  der  Universität  Dr.  Johann  Philipp  Grüson,  das  älteste 
Mitglied  der  Königlichen  Akademie  der  ^VisseoscbafteB9  im  90«teD 
Lebensjahre,  seil  vielen  Jahren  i^ensionirt 

Die  Mitlbeilong  ^nes  Necrologs  too  etow  kondigen  Feder 
va  Avfnfthiiie  ln*8  Archiv  würde  ms  angenehm  eein.  Gr. 


Geometrie. 

Ueber  harnonUebe  Punkte^  Voo  Prof.  Panl  HackeL 

(Programm  des  k.  k.  Ober-Gymnasiums  la  BOhmiscb* 
Leippa  amSchliiäse  de»  8c h uljahr es  1857.)  Prag, Druck 
von  Uaase  äühne.   1857.  8. 

I 

Ee  ist  ?0B  ans  schon  öfter  als  sweckmSssig  anerkannt  wor- 
den» dass  xum  Gegenstande  ron  Schal  •  Programnien  solche  der 
neneteo  Forschnng  angehörende  Theorleen»  die  nicht  In  den  Kreis 
der  gewOhnlicbeo  Elemeale  gehSren,  gewftbit  werden ,  wie  in  den 
▼orlägooden  Programm  die  Theorie  der  harmonischen 
Punkte.  Dergleichen  Abhandlangen,  werni  ihr  Gegenstand  so 
einfach  und  deutlich  behaiuielt  nird,  wie  in  der  vorIio2;piiden 
Schulschrift ,  künnen  dann  sehr  wohl  dazu  dienen  ,  um,  lähigern 
und  vorgerückteren  SrlMilorii  zum  eigenen  Studium  in  die  Hfinde 
gegeben,  diesell'on  \^cllt>r  zu  liben  mm\  nnt  der  neueren  weiteren 
Ausbil^lunü:  der  Geoinetiie  und  der  Wissenschaft  überhaupt  be- 
kannt zu  Qiacbcu.    In  sehr  5'.weckm^*^s8i^^er  Kürze,   nie  es  das 

fieiitttlhise  der  Schöler  (ordert»  ist  ta  der  voriicgeadfiii.  Schojft 
TU,XZX  Hfl.  1,  1 
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'ler  barmonischen  Punkte  recht  deutlich  in  systeroa* 
tnmenhange  behandelt  worden,  und  es  finden  sich 
hübsche  eigene  Beweise  darin,  wie  z.  B.  17.,  23.,  24.  | 


I  ist  zweckmässig  in  26.  die  Anwendung  der  Sätze 
ionischen  Punkten  zu  der  kurzen  Entwickelung  der 
.uei  der  Theorie  der  sphärischen  Spiegel  gezeigt,  and 
leorere  geometrische  Aufgaben  sind  zu  weiterer  Erläuterung  am 
Schluss  anl  ^lOst. 


Optik. 

Ich  habe  es  im  Interesse  der  Sache  für  meine  Pflicht  gehal- 
ten, nachstehende  mir  zugesandte  Anzeige  ihrem  wesentlichen  Inhalte 
lach  im  Archive  abdrucken  zu  la^^sen.  In  Bezug  auf  die  aogege- 
»enen  Leistungen»  insofern  dieselben  vollständig  erfüllt  werden,  sind 
die  Preise  allerdings  niedrig  gestellt.  Gesehen  habe  ich  jedoch  bis 
jetzt  keioa  dieser  Instrumente,  so  dass  ich  mir  also  ein  Urtheil 
über  dieselben  nicht  erlauben  kann,  da  mir  auch  kein  anderes  frem- 
des Urtheil  zur  Seite  steht.  RücL  '  htüch  der  Preise  bitte  ich  die 
auch  ungemein  niedrig  gestellten  1  te  der  so  vortrefflichen  Instru- 
mente des  Herrn  v.  Stein  heil  in  München  im  Literar.  Bericht 


Nr  XCV1I.S.8.  und  Nr.  CXI.  S.7.  zu  versleicbeo. 


Grunert. 


Empfehlung  vollkommen  achromatischer  optischer  Inst^lment^ 

Zu  den  wesentlichsten  liulfsmit^eln  der  Natariviasenschaft  gehören 
tinstreitig  da«  • 
Fernrohr,  Mikroflkop  und  die  Iinpe. 
f'ine  vettere  bekannte  That^ache  ist  es,  data  diese  Instrumente  looi 
M-isseiischafllichen  Gebrauche  einen  hohen  Grad  der  VoUkommenheit 
erreicht  haben  müssen,  wenn  sie  dienstlhuend  sein  sollen,  in  welchem 
Falle  dieselben  aber  auch  dann  beim  Ankauf  «ehr  theoer  zn  stehen  kommen. 

iHein  Zweck  ist  nun ,  Instrumente  von  Torxüglicher  und  geprüfter 
Gnte  um  die  möglichst  billigen  Preis«  allen  denen  zb  liefern,  weicht 
«ich  theils  als  Fachmänner  mit  dem  Studium  der  Naturwissenschaft  b^ 
«ehäftigea,  theili  aber  auch  denen,  welche  blo<t  als  Liebhaber  oatttr»* 
wissenschaftliche  Studien  cnitivircn. 

.  Die  Instrumente  ersierer  Art  sind  Fernrohre  von  24"^  OefTnnng  asd 
24''  Brennweite  mit  verstellbarem  irdischen  Okulare  von  30 — lOmaliger 
Vergrösserung,  mit  40,  60,  80  und  126manger  «Mtrnnomischer  Vergrös* 
serung.  Ein  solches  Fernrohr  erhält  eine  mit  horizontaler  und  rertl- 
kaier  Bewegung  versehene  Baumschraube  oder  auf  Verlan^e^  eÜ 
Stativ  mit  Sucher.  •        .  ... 

• 

Die  Instromente  der  zweiten  Art  sind  kleine  Tuben,  mit  irdischei 
und  astronomischen  Okolaren  bei  14''^  Oeflhnng  und      Brennweite.  Uli 


Google 


iriiiihii  fflrwiat  Ttn^rnunrl  20mtil ,  die  3  a«trooOBiMcli«ii  SO,  fiO  uod  »OiiimI, 
äm  iMirMBrai  «tbilt  gleichfalU  eioe  BaiiwchrMilp  odM  Stativ 
¥arlMig«B  und  es  w«td#ii  die  Io«truBiente  d«r  ersten  und  Bweltta  Art  in 
•l«gttiiC«n  KMtchen  geordnet  dem  KänfBr  überliefert  ubd  eind  beide  tat- 
•üraineat«  nit  ges&heter  WiadeaelMge  wMl  nil  Ajmxlßlm  4ac  M««m 
SiMt^llan^  belber  Tereehea. 

Alm  X^eUtunt^sfahigkeit  der  l>«»fig'ten  gthnnertn  Instruinente  wird  ge- 
ffBBtlrt«  (iasH  hct  ^ünsti^er  Atmo«piiäre  und  hehem  Stande  de«  Pleoeten 
die  Theilunf^  dea  vSalitrn's-Uing^ett ,  die  l'heiltlng-  äusticnit  feiner  Doppel« 
■terne,  ^ie  x.  B.  Metarthim  im  Wtclder,  b  Sterne  im  Trapt-z  dcu  Oriona- 
Nebels  etc.  beobachtfU  nerit«»  koitnrn,  auch  wird  bei  irrlischen  BcoL 
«chtnnf^en  auf  eine  Lntfcrniin§^  von  2  deutschen  Meilen  jcdt«  Heweirunp 
eine«  Me  Dachen  noch  erkannt  wrrrlcn.  Die  kleineren  ruhen  werden 
▼erhalteieeiDÄ««tg^  Aehnliches  leisten  »ind  ei»  wird  mit  demselben  der  Kin^ 
dee  Sftlonie,  die  i^hasen  der  Veou«,  feinstes  Üetail  auf  der  Mondehf*r-< 
fliehe,  die  Streifen  de«  Japitcr  und  die  Verfinsterung  «einer  'l'rabanten, 
sowie  niciit  allsu  nahestehende  Dupp«isterne  beobachtet  werden  IfeaacM« 
wenn  die  lettleren  nicht  oifter  6  Sekunden  Distant  haben« 

Weiter  lies«  irh  nnff'rti;j;-cn  /mn  hrquemt-n  I InnH^efjranche  aaf  Rei- 
sen und  Spazierg-än<::rn  sogenannt«-  Frldstecher»  daa  sind  IkleiAem  ifdf^ 
Acfae  Fernröhre  nach  neuerer  C«mstni<  trnn. 

Diene  lir^lrumente  von  älterer  tinrichtnnir  finden  weffcn  ihre«  klei- 
nen  $<  Iifeldcs  woni^  Anklang  mehr.  Ich  \\*t>t^  «lit-Nelhen  nun  in  der  Weise 
ausfuhren,  das«  dieselben,  unbesehndet  der  Deuliichkeit.  eine  tingemein 
grosse  OetTnun^  de«  Ohjectivs  bei  karter  Brennweite  erliiitten,  wodorrh 
da«  instrunnent  ein  grosscMi  Ge«iclitsfeld  darJ>iet«t.  Das  achromatische 
Deppelokiilar  hat  über  7  pariser  Linien  Oefl'nitng  und  dabei  doch  ein« 
•e  kleine  ^erstreuungsweitfe ,  dnnn  vm  eine  namhafte  \  ergrusserung  ge- 
stattet, ohne  die  Bilder  am  Kunde  des  Gesichtsfeldes  zu  verciehen« 
Die  Leistongsfahigkeit  eines  eolc>ben  Instrumente»  v.  ird  dahin  ^arantirt : 
auf  eine  Kntfcmang  von  2  deutschen  IVleiU  tt  werdtu  kieino  FensteröfT- 
naogen  ohne  Muhe  erkaaaL  uiid  gtj^alilt,  auch  diu  Bc\«  ej^d ngen  eines 
Menschen  auf  eine  .VI tik  heohnchtct.  Die  Instruiucatc  eignen  sich  we^eu 
ihrer  Be(|iienilichkeit  kleiner  Baumschranbe  rersehen  für  Fursüuute, 
BAhaliedieoatete  und  Reisende,  sowie  sie  auch  bequem  für  die  Bühne 
n  gebraachen  sind,  weil  sie  neben  ihrer  LeMtuagsfähigkeit  tur  diu 
Farne  auch  die  Künstler  auf  den  Bretter»  in  namittelbare  Nähe  des 
RMbachlers  bringen.  Ihre  Liege  betrögt  au^^ü^ogen  4^  und 
•«iftmmengesehohaB         pari««r  Maeeea. 

Die  Einriehtun^  dieser  inetrutnentc  ist  nicht  etwa  bloss  ein  optischer 
bedanke,  dessen  Realisirbarheit  aoch  in  Frage  slieht,  seedem  es  sind 
•eiche  bereits  ausgeführt  und  ihre  Letstfing'eii  erprobt. 

Etidlf  ch  erbiete,  ich  mich  ain-ii .  z  u  h  »  m  lu  e  n  p  e  s  e  1 7 1  e  %l  i  k  i  u  t»  k  o  ji  e 
Aerxten  ,  Apothekern,  NatiirlorBehern  iiiid  Technikern  %a  itul'crn  und  sie 
werdeu  den  Anforderungen  der  Wissenschuft  entsprechen;  dieselben  ge^ 
währen  ein(*n  ausreichenden  Wechsel  TonVergrösserungen;  vuu  der-lQfaf.hen 
Ha  xnr .  ftOOwrtigpn  ioi  Diaaacter  bingnitwigend ,  die»«a  «i^.fiir  Belracb-. 
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tong  traniparenter,  wie  opaker  Objecto.    Der  Objectentriger  Ut  dardTl 
eine  gezähnte  Stange  beweglich  und  da«  ganze  Inttranient  ist  so  rrnam-  1 
eraparond  in  ein  Mahagoni -Kästchen  geordnet,  das«  es  der  Besitzer  aaf  I 
allen  Aosflügen  ohne  alle  Belästigung  mit  sich  führen  kann,  Freiheit 
Ton  prismatischen  Farbenrändern,  grosse  Klarheit  and  feine  Deutlichkeit, 
ohne  dass  das  Auge  des  Beobachters  durch  jenes  eigenthnmiiche,  falsch  ^ 
gebrochene  Licht,   welches  ein  Fehler  so  mancher  Mikroskope  ist,  be- 
lästigt wird  ,  sind  die  Eigenschaften  meiner  zusammengesetzten  Mikroskop«. 

Beispielshalber  wird  als  eine  der  Leistungen  dieser  Mikroskope  auf- 
geführt, dass  es  die  Liniamente  auf  den  Flügelschuppen  des  Kohlweiss- 
lings  erkennen  lässt,  welche  Beobachtung  bekanntlich  zu  den  schwieri- 
geren der  Mikroskupik  gehurt«  asj»«! 

Jedem  Instrumente  werden  eine  Anzahl  Probeobjecte  beigegeben. 

Meine  Torzüglichen  Lupen  zum  Gebrauche  und  zur  vorläufigen  Be- 
obachtung mikroskopischer  Objecto  mit  aplanati«cher  Construclioo  in 
Messingröhrchen  gefasst  von  24maliger  bis  60roaliger  Vergrösserang  im 
Diameter  kann  ich  Aerzten  und  Apothekern  bestens  empfehlen. 

Refractorcn  von  4"  freier  Oeffnung  bis  9''  werden,  paralaktisch  anf- 
gestellt,  um  die  möglichst  billigsten  Preise  für  Sternwarten  angefertigt 
und  bei  vollkommenster  Achromasie,  Klarheit  und  Deutlichkeit  der  Bil- 
der über  die  ganze  Fläche  des  Objectives  wird  auf  einzulaufende  Be- 
stellung hin  die  Leistungsfähigkeit  garantirt.  i 

Die  vorläufigen  Preise  der  vorbenannten  Instromente  sind  : 

1)    Tuben  2^"'  Oeffnung  mit  verstellbarem  irdischen  Okulare,  30  und 
40maliger  Vergrösserung,  dann  40  ,  60  ,  80  und  126maUger  astro-  \ 
nomischer  Vergrösserung ,  40  Thir.  preass.  C<iar.  oder  70  fl.  rhein» 
oder  60  fl.  Conv.-M. 

f)  Tuben  von  14'^  Oeffnung  mit  20maliger  irdischer,  30  ,  60  und 
SOmaliger  astronomischer  Vergrösserang »  88  Thlr.  preuss,  Cour, 
oder  49  fl.  rhein.  oder  42  fl.  Conv.-M. 

9)   Feldsteeher,  8Thlr.  preust.Conr.  od.  14  fl.  rhein.  od.l2fl.C.-M. 

4)  ffllikroskope,  wie  oben  angeführt,  14  Thlr.  prensa.  Conr.  odar 
24  fl.  30  kr.  rhein.  oder  21  fl.  Conv.-M. 

6)    Iiupen ,  2  Thlr.  preuss.  Cour,  oder  3  fl.  SO  kr.  rhein.  oder  3  fl.  C.-M. 

4)   Refractoren  werden  bei  Bestellung  nach  Gros««  der  Olgectif» 
Fassang  und  Aufstellung  berechnet. 
Anmerkung.    Die  Tuben  1  und  2  werden  auch  ohne  aatrona- 
mische  Okulare  abgegeben  und  dann  um  4  Thir.  billiger  ver- 
kauft, so  dass  der  grössere  Tnbos  dann  nur  36  Thlr.  oder  63  fl. 
■    rhein.  oder  &4  fl.  Conv.-M.,  der  kleinere  Tabus  24  Thlr.  oder  42  fl. 
.rhein.  oder  36  fl.  Conv.-M.  kosten  wird.    Briefe  ond  Gelder  war* 
den  f ran  CO  erbeten  einzusenden. 

Den  Instrumenten  sab  1.,  2.  und  3.  ist  eine  Baamschraube  beigo* 
geben.  Stative  werden  eigends  berechnet  and  je  nach  der  Bestelluag 
möglichst  billig  angefertigt.  ■  .    i  .  • 

Die  Objective,  aus  Crown-  nnd  Flintglas  bestehend,  bei  denen  dof 
Kugelgeitaltfehler  über  daa  ganze  Olyectiv  atrenge  vermieden  iat,  war^ 
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§m  «iMMne«  «dtrooMtlfcb,  wolilv«rpael[t  mI  Wag  wti  Gefkhr 
Jtr^ilaüillw  akgcUafitt.  M«  Biiiilaog  erfolgt  arat  aadi  anpfaa- 
gMNB  iMnMHiBia  Mi  atpaattar  LalMaagtfähigkeit,  valah«  dafir  gm- 
iMlifi  Jali  Sa  ikiaa  Bataii  iranlaB  alla  laalrtKasCa  w  dar  Vataaa 
i—g  «Ml  «Inaa  a%aoaB  CaMrfaila«  Taa  S—lifcaMiata  gapfdftt  4m 
Caiiaht—  Um  BaipÜ^gar  adl  afa^gaaaadal  n4  i«a  laalramM  wiiclEi' 
gaaiiiiBa  (fir  ian  Fall  aa  alalit  baadiädigt  itt),  van  dia  TüffapraelwwM 
LaiatugafililgkeiC  BBaht  anraicbt  aaia  aallta. 

Dar  Piaia  4ar  laalnmiaala  lat  abiiefcUleli  ttladrig  Im  Varliiltniaaa  s« 
imm  Pralaaa  apllaabar  laalramaBla  aadarar  apliadiaB  Warbttitcaa  gahtl-. 
las»  a»       AniMf  für  attaa  boadcfeaala  Zwaaia  m  amdgliclMa* 

Baatallaogaa  dauat  aalgagaa 

August  Lamprecht, 
Kgt«  bayer.  Bofapotheker  in  Ba  tu  barg. 


Vermischte  Schriften.  . 

Sitzungaberic lite  <)er  Kaiserlichen  Akademie  der 

WisHenschaften  zu  Wiea.  (6iehe  Literarittcher  Ber. 
Nr.  CXVL  ö.  13.) 

Jahrgang  1»7.  Band  XXyill.  Haft  2.  SchrOtt«r:  Itl 
die  kryatallinlaeba  Ttztnr  das  Eiaaaa  Ton  ElqUipaa  aaf  aain  Ter- 
«8gen,  magnatiacli  an  Warden.  &  419.  —  Pbhl:  Uebar  ein 
nenaa  Sonnan-Obatar.  S.  483. 

Jabf  gang  1607.  Band  XXIV.  Heft  1.  Aus  ein«  Sefarai- 
hm  daa  Gmfen  F.  Scbarfgotaeb  an  Herrn  Dr.  Naftarnr  fiber 
aine  nknallaeba  Beobachinng  M  dar  cbemiscban  Harmonika»  &  3. 
—  Ettingalianaan»  A.  Baricht  fibar  daa  Arithmanetar  4aa 
Harm  Ttionaa  (to,  dia  Laiatnngen  daa  Harm  Tbamaa  aabr  an* 
ailianaander  Waiae).  &  l(k  Sahr9ttar:  Uabar  dia  Unaalian 
den  Tona  bei  der  dwmiacban  Harmonika»  (Anf  S.  4.  waiaat  Harr 
Schr5tter  nach,  dasa  er  die  von  dam  Grafon  Scbaffgotaeh 
jetzt  verüffentltchten  UeobaGhtuiigeo  über  die  chemische  Harmo- 
nika ftchon  im  Jahre  1843  gemacht  und  dag  Allgemeinste  darüber 
in  dem  amtlichen  Berichte  Ober  die  21.  Versammlung  deutscher 
Naturforscher  veruffentiicht  habe.  Die  in  dem  vorliegenden  Auf- 
satze von  Herrn  SchrStter  gegebene  Erklärung  dieser  Erschein 
Dungen  ist  sehr  lehrreich  und  verdient  alle  Beachtung.)  S.  18.  — 
Zantedeschi:  Ricerche  «ul  calorico  raggiaote.  S.  43.  — •  Potz- 
val:  Baricfat  Ober  optiadie Unteraaobuagea.  (Diaaer  Bericht,  nebat 
aaiaan  awai  Fartaataangan  in  diaaam  und  dem  folgenden  Heftef, 
ibar  dia  mü  gnaaai  Amdaa^y  «aa-fiam  Praliaatt  Paiava.! 
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Idern  (Photographien)  darch 
\i:  —  Z enger:  Ueber  eine 
lauerstoffes.  S.  78.  —  Petz- 
optische Untersachongen. 


ptischen  Unternuchonii^en  giebt  ein  sehr  klares  Bild 
nd  der  Tendenz  derselben  im  Allgemeinen,  und  wei« 
ktfch  dieselben  schon  jetzt  gewonnene  sowohl  wie« 
al»  praktisch  sehr  wichtige  Resultate  auf.  Insbe- 
Herr   Professor   Petzval   anch   der  gesammten 
Theorie  grosse  Aufmerksamkeit  gewidmet,  ist  dabei 
Hen  sehr  merkwürdigen  Resultaten  gelangt,  und  hat 
Heleuchtungs- Wissenschaft  geschaffen,   die,  was 
in  mathematischen  Theil  betrifft,  als  abgeschlossen 
'den  darf.   Sowohl  in  praktischer,  uls  auch  in  theo- 
tsicht  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  Ilerr  Professor 
Petkvai  a\e  mühsam  und  mit  grossem  Scharfsinne  gewonnenen 
Resultate  seinei  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Optik 

in  dem  grossen  «  .^.c  dessen  Ausarbeitung  er,  wie  wir 

wissen,  schon  seit  vielen  Jahren  beschäftigt  ist,  dem  wissen- 
schaftlichen und  technischen  Publikum  recht  bald  vor  Augen  lege 
und  zu  dessen  Gemeingut  mache.)  l,  50.  —  Ritter  v.  P erger: 
Ueber  die  Vervielfältigung  von  Lici 
Aetzungen  und  Galvanoplastik.  8. 
neue  Bestimmungsmethode  des  Ozon 
val:    Fortsetzung  des  Berichts  üb, 

S.  92.  —  Hornstein:  Ueber  die  Bahn  der  Calliope  und  ihre 
Opposition  im  Jahre  1859.   S.  106. 

Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  2.  Petzval:  Fort-, 
Setzung  des  Berichts  über  optische  Untersuchungen.  Dritte  Fort«, 
Setzung.  S.  129.  —  Alle:  Ueber  die  Bahn  der  Lätitia.  ä.  159. 
^  LOwy:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  6.  173/  (Fleiflstge  Ar- 
beiten der  Wiener  Sternwarte,  wie  die  obige  des  Herrn  Hornstein 
über  die  Calliope.)  ~  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Prof.  Beer 
in  Bonn  an  das  wirkliche  Mitglied,  Herrn  Sectionsrath  Haidinger 
(betreffend  einen  vom  Herrn  Prof.  Beer  gefundenen  bemerkens- 
werthen  Satz  der  Mechanik,  zugleich  in  Bezug  auf  die,  die  Bahn-»' 

curven  umhüllenden  Flächen  des  zweiten  Grades).   S.  314^  '* 
...         ..   .    »  •  •  I  I  • 

.  Die  Atti  delT  Acoademia  Pontificia  de*  Nuovi  Lid*, 
cei  sind  durch  den  in  ihnen  enthaltenen  reichen  Schatz  gediegener, 
Arbeiten  gegenwärtig  so  wichtig  für  die  >Vi8senschaft,  dass  icbr 
mir  es,  durch  besonders  günstige  Umstände  in  sehr  liberaler,  ven 
mir  mit  dem  grOssten  Danke  anerkannter  Weise  dazu  in  den  Stan^. 
gesetzt,  angelegen  sein  lassen  werde,  den  Inhalt  der  eiozelneo 
Theile  möglichst  bald  nach  ihrem  Erscheinen  in  dem  Archive, 
mitzutheilen.      .  -  '     '    .  , 

•     Die  ihren  Sitz  in  Rom  habende  Accademia  de*  Li^c^i»; 
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fcui«lii  F6d«ri««  Ca«l  im  Mre  MiS»  Uk  «Im  Ute- 
dm  kmMhmMLmk  AMMniace  fai  ttiÜMi»  ani  kat  twsr  im 
iMlb  d«r  /«kr»  nMRlgfaitige  UmfestmltaTif^n  erüibrefi ,  M  allem 

Wechsel  der  Schicksale  aber  immer  ihren  alten  Ruhm  bevi^ahrt» 
Den  rSatneu  Accademia  de  ISuovi  Lincei  hat  a\Q  im  Jahre 
1740  bei  Ihrer  aweiten  Umgestaltang  erhalten.  Ihre  neueste,  sehr 
TenlollboramTiete,  gaiiz  dem  gegenwärtigen  Zostaiide  der  Wissen- 
schaften entsprechende  (Gestalt  ^cr(^aIlkt  sie  aber  seit  dem  Jahre 
1847  durchaus  Seiner  Heiligkeit  dem  jetzt  reeierenden  Pabste 
Pio  IX.,  der  bekanntlich  nicht  nur  ein  grosser  Kenner^  sonder^ 
auch  d«r  grusste  Beschützer  und  üeförderer  der  Wiasanachaften 
in  seinen  Staaten  ist  Der  erste»  die  Jahre  1^47 — 48  rnttnltotd» 
TheU  Um  «»Aai''  itl«i  Ron  in  Jährt  JUtöl  erscUmn»  nDd 
«Hlriüt,  aaaacr  aatoaa  wertb vollen  wissenschal^lichM  AcMlei^ 
aioe  aehr  interessante  and  in  allgemeiner  literar-hialariacfaar  lllft* 
ikM  Mir  «iflbtis«  QMMebte  4«f  Akadonla  «elf  ihrei*  Grtoduig 
ki«  m  ibrar  Daacp  OrgaoiaatioQ  im  Jahr«  1847. 

Sie  aählt  noter  ihran  ietaigan  ordentlichaa  Mitgliedeco  aioa 
Maaa  Aoaahl  berOhmter  Namen:  Abate  Ottaviano  A«|i>in* 
»rffessore  dt  matamatlca  nel  collegio  di  Propaganda  FIde;  d^p 
aureD  seine  grossartigen  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Geaeoicbfe 
der  Mathematik  so  h<»riihmten  1).  Baldassarre  Boncom pagni, 
dei  principi  di  Pionibino;  D.  Ignazio  <  alan  reih,  profes- 
sore  di  ottica  e  di  astronomia nell'  universit^  di  Roma,  zugleich  Direc- 
tat  des  poutiUcio  nuevo  o«aervatorio  deU'  universita  romana,  ed 
anoeiao  all'  aceadamia,  daaaen  durch  Zeiehnangan  erlAatafto  Be» 
ackfCibUPg  sich  in  den  Atti.  Anao  VI.  p.  M7.  findati  Saa  Ber- 
tolt Hl««!«  C»v«lieri,  profeaaora emarito  di  aiebitetttira  alaticft 
e  Id^aatica  neir  universita  dl  I\(mia  ;  P.  Domenico  Chelini  d^ll^ 
Scnole  Piet  professore  di  meccanica  e  idr^ulica  nell'  universita  di 
Bologna,  durch  viele  rlhvolie  Abhandlungen  in  Zeitschriften  be- 
kannt; D.  Tonimaso  Mazzani,  professore  di  meccanica  e  idrau- 
lica  neir  universiti  di  Roma;  Givliaio  Pleri,  professore 
41aiMoiiM  al  apteaU  anbliM  fM»  mvkwmm^  di  Rona;  D.  6al- 
v«iaii#>Pf  o>ja,  noroinato  a  pmfassore  faturo  dt  elemanti  di  mMe» 
matica  neir  universiti  di  Roma;  P.  Angelo  Saechi,  della  com* 
pagnia  di  Gesti,  direttore  dell*  osservatorio  astronomtco  de!  collegio 
roniano,  den  Les.arn  der  „astronomischen  iSachricbten^' 
durch  viele  verdienstliche  Arbeiten  wohl  bekannt;  die  Heschrei- 
Ivopg  des  osservalurio  del  collegio  romano  ist,  durch  Zeichnungen 
arläutert«  ip  den  Atti.  AniMi  VO.  p.  1.  gegeben;  Carlo  Sereni, 

Kfeaaora  di  geotnetafo  de«critttTa  •  flrometria  nelF  trolfefaflk  41 
Da;  D.  Barnaba  Tortolini,  professore  di  ^aleolo  sublime 
imIT  untvaraitä  dl  Roma,  berühmt  durch  die  grosiie  Anzahl  seiner 
treflTlichen  analytischen  Arbeiten  und  die  Herausgabe  dar  „AnnaK 
dl  sQieoaa  IQStematiche  e  fisiche ;  Dott.  cav.  Paolo  VolpiceMi, 
professore  dl  fisica  sperimentale  nell'  univer^<ita  di  Roma,  ISekre- 
tair  der  Akademie*  berühmt  nicht  bloss  durch  seine  wichtigen 
pbysikailscbeti  Arbeiten,  aoodem  aoek  doreb  aeliie  OnferimdiQfi^ 
gen  anf  den  Gebiete  der  Zabienlekre. 
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Der  neueste  zehnte  Band  der  Atti  delT  Accmdemi» 
Pontificia  de'Nuovi  Lincei.  Toroo  X.  Anno  X«  (1856—57.)  | 
Roma.  1856.  4.  enthält  die  folgenden,  dem  Kreise  des  Archirt 
angehörenden  Abhandlungen:  ^ 

Prof.  R.  P.  A.  Secchi:   Ricerche  suUa  luce  elettrica.  p.  9. 

Comni.  Alessandro  Cialdi:  Appendice  alla  memoria  inti- 
tolato:  Cenni  sul  moto  ondoso  del  mare,  esulle  correoti  di  esso.  p.12. 

Prof.  D.  Ignazio  Calandrelli :  Sulla  rifrazione  solare,  p.25. 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Sugli  spezzameoti  diversi  che  puö 
subire  un  dato  numero,,  tutti  ad  una  stessa  legge  di  partiziooe 
subordinati.    p.  43— 122. 

.  Prof.  N.  Cavalieri:  Alcune  ricerche  intorno  alle  serie  aritme- 
tiche.   p.  78. 

Prof.  R.  P.  Angel  o  Secchi:  Alcune  ricerche  di  astronomia  8i> 
derale,  relative  specialmente  alla  distribuzione  delle  stelle  nello 
spazio.   p.  100—265 — 337. 

,  Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:   Intorno  ad  un  nuovo  baro« 
metrografo.    p.  137. 

Prof.  D.  Ignazio  Calandrelli:  Osservazioni  astronomicbe, 
fatte  nel  nuovo  pontiGcio  osservatorio  della  romana  universitä.  p.  146. 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Sulla  legge  di  Mariotte,  e  sopra 
nn  congegno  nuovo,  per  facilniente  diniostrarla,  nelle  speriroentaJi 
pubblicbe  lezioni.    p.  181 — 393 — 430. 

De  La  Rive:  De  Tinfluence  du  mouvement  m^canique  dans 
Taction  du  magnetisroe  sur  les  corps  non  roagnötiques.   p.  903. 

Prof.  J.  Calandrelli:   Sopra  i  movimenti  propri  delle  stelle, 
p.  209—213. 

Dr.  R.  Fabri :   Suite  carve  dcloidaü. 

F.  Woepcke:   Recherches  sur  plusieurs  otivrages  de  Leo- 
nard de  Pise.   p.  236. 

Prof.  P.  Maggiorani:   Sulla  endosmosi  dell'  alburolna. 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Quarta  communicazione  sulla  elet- 
trostatica  induzione.    p.  280«  , 

Dr.  R.  Fabri:  Brevi  osservazioni  sugti  sperimentt,  riportäti 
contro  la  nuova  teorica  del  Melloni  sulla  induzione  elettrostatica. 
p.  331.  / 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Sülle  variazioni  o  perturba* 
zioni  straordinarie  dell  'ago  magnetico.   p.  373. 

Prof.  Carlo  Dr.  Maggionari:  Nuove  osserviazioni  micro- 
scopiche  suH'azione  che  la  ellettriciti  esercita  sull  'allbumina.  p.  376. 

D.  Ruggiero  Fabri:    Sulla  curvatura  delle  linee  cicloi- 
dali.   p.  387. 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:    Osservazioni  astronoraiche 
diverse,   p.  414. 

Man  sieht  hieraus,  tvie  reich  an  einer  grossen  Anzahl  wich- 
tiger und  interessanter  Arbeiten  der  vorliegende  neueste  Band, 
eben  so  wie  seine  Vorgänger,  ist  • 
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Arithmetik. 

'flialhematische  HittkeiluDgeo  von  Dr.  JL  L.  R«ahe» 
Prof«880T  (ztt  Ztfricb).  Erates  Heft  Zfiricb.  Meyer 
ftZelJer.   1857.  8. 

Der  ielMil  «lieser  Mittheilungeii  int  rdgender^  1.  Deiiftiiii|f 
bestimmter  einfacher  Integrale  mit  complexen  Inte» 
gration«grensen.  —  II.  Zur  algebraischen  Analyaia» 
(Eigentbfinilicbe  Beweise  der  g^wubnlicben  analytiacbea  Reiltoiiy 
gegen  die  wir  freilich ,  Terscbiedene  Einwendungen  zu  machen 
liaben  wOrden  $  wenn  dien  hier  ohne  grossere  Ausltlbrlichkeit  in 
xwecbmSssiger  und  wiMensehafUicb  erschupfender  Weise  gescheben 
kunnte.)  —  III.  Neue  Anwendungen  der  Jakob  Bernoul« 
Ii'8cheii  Zahlen,  wie  der  nach  deniNelbeii  Autor  be- 
uaii  Ilten  Fuucti«n.  A.  Ueber  die  Form  »ier  linearen  Differen- 
tial'^leichiinij  zweier  Varlabein  /iterOrdnuns,  bei  der  eine  partikuläre 
lotegral  AiitlOsuiig  zugleich  den  intcgdrenden  Factor  derselben, 
der  lediglich  Function  der  absoluten  Variabein  iüt,  vorstellt. 
B.  Ueber  die  Darstellung  des  Ergänzung^gliedeH  bei  der  nähe- 
rungsweisen  Berechnung  eines  bestimmten  Integrab  nach  der 
Methode  der  Quadraturen.  —  IV.  ^erthung  des  beatiniroten  In- 
tegrals   /      x^^e^* e'^^Bx.  —  V.    Zur  cuijiäcben  Gleichung.  — • 

Dass  den  Lesern  hier  meistens  Interessantes  und  Lehrreiche^ 
2«boten  wird,  wenn  man  auch  mit  dem  Herrn  Verfasser  nicht 
überall  einerlei  Meinung  sein  kapn,  da^ür  leistet  dc&6en  iName 
hinreicheod  Bürgschaft, 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie  von  Dr. 
B.  Feaux,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Paderborn. 
Paderborn.    SchOningb.    1857.  8«. 

Ebene  Trigonometrie  und  elementare  Stereometrie 
von  Dr.  B.  F^aux,  u.  8.  w.  Paderborn.  Schuningh.  1857.  8®. 

Begreiflicher  Weise  sind  wir  bei  der  Fluth  mathematischer 
Elementar- Lehrbücher,  mit  welcher  namentlich  seit  einiger  Zeit 
der  Büchermarkt  überschwemmt  wird,  ganz  ausser  Stande,  dies« 
Bücher  alle  im  Archiv  anzuzeigen  oder  gar  dieselben  genauer  zu 
charakterisiren.  Sowohl  durch  Deutlichkeit,  Zweckmässigkeit  und 
angemessene  Strenge  der  Darstellung,  selbst,  wie  es  uns  scheint, 
durch  manche  eigene  Bemerkungen,  zeichnen  sich  aber  die  obl- 
gen  Büchelchen  nach  unserer  Meinung  vortheilhaft  aus,  und  wei- 
sen wir  daher  auf  dieselben  hin,  wie  wir  dies  von  jetzt  an  in 
ähnlichen  Fällen  öfter  thun  werden ,  aber  freilich  immer  nur  ganz 
im  Allgemeinen,  da  zu  ausruhrüchern  Bemerkungen  bei  solchen 
Büchern  uns  ganz  der  Raum  fehlt.  Mögen  pädagogische  Zeit- 
schriften sich  deren  ausführlicherer  Besprechung  unterziehen. 


MMifiiwfi  lt.-  ifr»«  '«-H»'^  .^  ^^^^  •«IV*  onß» 

"  bn  equally  attracting  bodles  By  Dr.  T.  A.  Hirst. 
With  a  Plate.  (From  the  Philosophical  Magazine  for 
May  1857.)   London  1867.  8. 

Diese  in  vieler  Rücksicht  interessante  Abhandlung,  auf  die 
wir  die  Aufmerksamkeit  unserer  I^eser  zu  lenken  für  unsere  Pflicht 
haiien,  soll  aus  den  drei  folgenden  Theilen  bestehen: 

•   '  t       «II  1 

fl'  Equally  attracting  curves; 
11/  Equally  attracting  surfaces; 
III.    Equally  attracting  solids. 

Die  er»ite  Abtheilung  über,  einen  Punkt  auf  gleiche  Weise  an- 
ziehende Curven  liegt  uns  jetzt  vor.  Das  Problem,  mit  dessen 
Lösung  der  Herr  Verfasser  sich  beschäftigt,  ist  folgendes:,  >i(fl| 

Min  soll  alle  die  (!üurven  finden,  deren  ElenaenlV 
^Inen  gegebenen  Punkt,  den  Pol,  auf  dieselbe  Art  an- 
ziehen wie  die  correspun  direnden  Elemente  einer  ge* 
gebenen  Curve.  ' 

. V.III* 


•••• 


1, 
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Polare  Coordinate«  n  erden  zu  Grunde  g^elegt.  Her  an^ezo« 
l^ene  l*unkt  wird  als  Pol  aui^enonimen.  Alle  auf  demselliei»  Radius  " 
▼ect<»r  liegenile  Piit)kte  der  beiden  (  urveri  \\erdeTi  correspon» 
direiide  Punkte  gekannt.  Die  zwischen  denselben  z^ei  Vec- 
toren  iiegenden  Boges  der  beMan  Curven  lieiM«n  correepoiidi- 
reniie  Bogen  oder  Elemente;  cOrrospoDdireiMie  £lemeBlfb 
nnbestiinnit  verlfingert  gedacht ^  hwB9^n  corr^spondirendeTao* 
gCBten. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  sei 

dann  ist  die  Anziehung  eines  Eieineuts  dersotben  auf  den  Pol 
proportional  der  Grusse 

wen»  dor  Kürze  wegen 

iresetzt  wird.    Bezeichnen  wir  das  von  dem  Pol  auC  die  TtfMgcnte 
gefällte  Perpendikel  durch      so  ist  bekanoUich 

aleo 

und  r^^tglich  nach  dem  Ol^igea: 
lat  nun 

r,  =M«)  . 

dB 

die  Gleichung  einer  anderen  Cunre,  so  ist  ^  die  Anaiejhung  des 

oerrtep^ndtrenden  ElesMnts,  und  Mii  JbiM  um  leiehf  oehH»eeii, 

dass  die   correspondirenden  lElemente   zweie-r  oder 

meh  rerei"  Curven,  und  also  auch  dieCurv^u  selbst,  den 
Pol  auf  gleiche  \\  eise  anziehen,  wenn  ihre  correitpoa'- 
direnden  Ta/igenteo  gleich  weit  vom  Pole  entfernt.yiind, 

'SMk  dem  Obigen  i«t  ftlee  die  aediogi«^gleiebaiig»  deae  die 
earieependireaden  IfileMnte  der 'beiden  Gamm 

« 
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den  Pol  auf  gleiche  Weise  anziehen,  die  Differentialgleichung; 

welche  för  alle  Werthe  von  ß  erfiillt  sein  muss.  Diese  Gleichung 
kann  man  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

•  .  = —  1  • 

oder,  wenn  wir 

setzen,  auf  folgende  Art: 

Diese  Gleichung  ist  aber,  wenn  F(6)  eine  beliebige  Function  von 
6  bezeichnet,  erfüllt,  wenn 

I 


ist.  Integriren  ivir  diese  Gleichungen  und  fuhren  zwei  willkuhr- 
liehe  Constanten  c  und  C|  ein,  so  erhalten  wir: 


»  =  ce' 


woraus  sich  durch  Addition  und  Subtraction  die  beiden  folgenden 
Gleichungen  zweier  Curven  ergeben,  welche  den  Pol  auf  gleiche 
Weise  anziehen: 


1  .  r  d9 


Mi 


fH  1 


Der  Raum  gestattet  uns  leider  hier  nicht,  dem  Herrn  Verfasser 
in  seinen  interessanten  Betrachtungen,  namentlich  der  Anwendung 
dieser  allgemeinrn  Gleichungen  auf  specielle  Falle,  weiter  zu  folgen; 
die  obigen  Mittheiinngen  werden  aber  schon  hinreichen,  unsere  Leser 
auf  den  interessanten  Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung  auf- 
merksam zu  machen  und  ihnen  dieselbe  zu  sorgfaltigster  Beacb* 
iung  recht  sehr  zu  empfehlen.   •     •  .        •  •/  ••:*•»!•  1«»    ..  • 

Wir^wilrischen  sehr,  dass  der  geehrte  Herr  V^erfasser  recht 
Haid  die,  Flächen  und  Korper  in  ähnlicher  Weise  behandelnden 
Fortsetzungen  der  hier  besprochenen  verdienstlichen  Abhandlung 


UlerarUch€r  BeHchl  i:\yiU.  "  S 

verllffentlicben  nioqe;  uns  hat  er  dureh  dieselbe  ein«  «ehr  iiiter* 
««sante  Lectüre  gewährt  *).  -      •  -      '  • 


Vermischte  Schriften. 

Bl*th6matl.<icb«8  Tan  Johann  Rogner«  (Ai&«  dem 
Jahresbericbte  der  st.  st.  Ober-ReaUchnle  in  Grata 
fflr  da«  Studienjahr  1867  beaondera  abgedrackt) 

Di©  in  dieser  Schritt  mitgetheÜten  Untersuchungen  haben,  wie 
es  bei  solchen  ScbubchriCten  ganz  recht  ist,  neben  ihrem  wissea- 
schaftiicben  Werthe  an  Bich »  hauptsächlich  auch  das  BedfirfniaR 
der  Schüler  im  Ange  und  gehen  nicht,  oder  wenigstens  nicht 
Tief,  Aber  deren  Gesichtskreis  hinaus,  indem  sie  vorzugsweise 
den  Zweck  haben,  dieselben  in  einseinen  Partieen  der  »Elementar* 
Mathematik  elwas  weiter  an  fChren»  als  e«  in  den  elgeatlicben 
Lehisimiden  mSglieb  Ist»  oder  Ihnen  Gelegenheit  m  eigenen 
Üebnngen  an  geben,  was  Alles  natOrllcb  nkbt  bloss  dem  matbe- 
matiscben  Dnterricbte  anf  der  besondern  Lehranstalt,  .  «^ck 
.  welche  die  Schrift  in*a  Leben  gerufen  ist»  sondern  überhaupt  dem 
matkematisehen  Dnterfiebte  anf  allen  anf  glelek^r  Stufe  ateken- 
dentJnterrichtsanstalten  förderlich  ist,  und  den  letsteren  zu  Gute 
kommt,  weshalb  wir  auch  diese  Schrift  zu  allgemeinerer  Beach- 
tung gern  empfehlen  urul  ihren  Inhalt  im  I  olgenden  etwa^  genauer 
ansehen  werden,  ^voraus  zugleich  erhellen  wird,  dass  dieselbe 
auch  an  sich  nicht  ohne  wi^senficbaftlichen  Werth  ist. 

A.    üebnngen  in'  der  Analysis  fAr  Sobtller  am 
Seblaasa  des  Stndienjakres. 

Üiese  Uebungen  betreifeD  die  folgende 

Aufgabe. 

Gin  Kapital  K  liege  au  P  Prooenten  an»  wie  gross  wird  das- 
selbe nach  n  Jahren  geworden  sein,  wenn 

a)  nach  dieser  Zeit  die  einfachen  Zinsen  binzugeechlafven  werden; 

b)  wenn  nach  jedem  Jahre  die  Zinsen  zum  Kapitale  geschla- 
gen und  mit  diesem  versinst  werden; 

c)  wenn  nach  jedem  kleinen  Zeiträume  von  ^  Jaliren ,  w.ohei 
«>]  Ist»  die  Interessen  sam  Kapitale  geschlagen  werden; 

»  '  '*)  IHmo  Schrift  hfttte  imiacrhiii  aneh  mnUn  die  Rubrik  6e«iB«trie 
i)|Slmicbt  «Min  kiniiea;  #am  Mnr  Ishall  Ii»  vmugwreiaef  gesmrlrkdb. 
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tl)  wenn  nach  jeflem  Augenblicke  die  IntereHsen  zoni  Kapital 
gelegt  werden,  und  sonach  die  Kapitalisation  mit  Zinse 
Zinsen  jeden  Augenblick  vor  sich  geht? 

Wissenschaftlich  ist  der  letzte  Theil  dieser  Aufgabe  naturlic 
von  dem  meisten  Interesse.  In  lehrreicher  Weise  hat  der  Her 
Verfasser  diese  Partie  der  Aufgabe  auf  doppelte  Art  mittelst  d 
Binomialreibe  und  der  Reihe  für  e' ,  die  wohl  auch  auf  Schute 
theilweise  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  und  mittels 
der  Differential-  und  Integralrechnung  behandelt,  wobei  er  in  bei 
den  Fällen  zu  demselben  Resultate  gelangt. 

B.  Beweise  zu  vier  von  Dr.  IiHlenthiil,  Directo 
des  Progymn asi u ms  zu  Rönsel,  bekannt  gemachte 
Sätzen  über  das  rechtwinklige  Dreieck. 

Der  Herr  Verfasser  liefert  hier  eine  recht  verdienstliche  ne 
Behan<iliing  der  vier  Satze  von  dem  rechtwinkligen  Dreieck,  die 
Herr  Director  Lilienthal  in  Rössel  schon  in  dem  Archiv. 
ThI.  XXI.  S.  99.  einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen 
hat,  nachdem  er  dieselben  bereits  unter  den  im  Programm  des 
Gymnasiums  zu  Braansberg  von  1845  gelieferten  vier  und  fünf- 
zig Aufgaben  unter  Nr.  16,  J7,  47,  48  mitgetheilt  hatte.  Dieselbeo 
sind  besonders  bemerkensiverth ,  weil  sie  auf  Gleichungen  des 
dritten  und  vierten  Gnides  fiihren  und  daher  eine  besonoere  Be- 
handlnng  erfordern.  Wir  machen  auf  die  in  dem  vorliegenden 
Programm  gegebene  Untersuchung  des  Herrn  Prof.  Rogner  be- 
sonders aufmerksam. 

C.  Historische  Skizze  vom  Kreise  als  Curve  von 
der  Eigenschaft,  dass  der  Quotient  der  Entfernungen  « 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  zwei  gegebeneu  Punk- 
iten  eine  constante  gegebene  Grösse  sei. 

Dieser  Abschnitt  des  verdienstlichen  Programms  ist  uns  wegen 
der  darin  enthaltenen,  mit  grosser  Sorgfalt  und  Umsicht  und  gros- 
ser Vollständigkeit  üesamnu'lten  historischen  Notizen  Ober  den 
fraglichen  Gegenstand  sowohl  überhaupt,  als  auch  namentlich  des- 
halb sehr  interessant  cewesen,  weil  «ir  selbst  diesem  Gegenstande 
gelegentlich  ifi)  Archi\.  Thl.  XXV.  S.  231.  tmsere  Aufmerksam- 
keit gewidmet  haben,  was  auch  der  geehrte  Herr  Verfasser  kei- 
neswegs zu  bemerken  und  besonders  zu  beachten  unterlassen  hat. 

:Wir,  und  gewiss  viele  Leser  des  Archivs  mit  uns,  halten  uns 
daher  dem  Herrn  Verfasser  für  seine  in  der  vorliegenden  Schrift 

"jjegebenen  sortrRiltigen  historischen  Untersuchungen  zn  ganz  be- 
sonderem Danke  verpflichtet,  und  hafien  daraus  wiederholt  gesehen, 
wie  oft  auch  in  der  Mathematik   der  Ausspruch  sich  bewährt: 

'„das««  nichts  Neues  unter  der  Sonne  sei.**  Da  jedoch  in 
der  Mathematik  so  viel  auf  die  B  e  ha  n  <l  1  n  n  g  eines  Gegenstandes 

'selbst  ankommt,  weil  man  zu  demselben  Resultate  of\  auf  vieleo 
sehr  verschiedenen  Wegen  trelangen  kann,  so  trägt  in  dieser  Bc- 

"xiehuntj  eine  mathematische  Untersuchong  doch  ofl  ein  besonderes 

•«Verdienst  in  sieh,  wenn  auch  das  gewonnene  Resultat  an  sieb 
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nicht  nea  sein  sullte,  was  ja  Mwb  der  Ueff  ViM^MMr  g«rfk.M^* 
erkenoen  bereit  sein  wird. 

Wir  tioffön,  das»  diese  Bemerkungen  hinreicben  werden,  «iif 
«las  vorlie<i;ende  Progranini  auinierksani  /u  machen,  das  sieb  sonst 
Leicht  der  verdienten  Beachtung  entziehen  konnte. 


An  Dali  di  scieuze  niatematicli  e  o  lisiclie,  compifuti 
dji  Barnaba  Tortutini.    (^:^.  Literur.  Her.  INr.  CXVI.  S.Ii.) 

Maggio  1857.  Sulla  teorioa  Helle  cuordinate  cirrvitniee  e  »ul 
luoi^o  de*  centri  di  curvatura  d'iiiia  .superficie  qnalimquc.  Memo- 
ria liei  urof.  Ueifino  CodazzL  (Cont.  e  tine.  y.  201.)  —  Intoroo 
ad  una  liiiMi.  situata  in  una  auperficie  sviluppabife.  Nota  del  prof^ 
Delfiao  Godaasi.  p.  165.  —  Sar  rindnctlon  dl6<slraatatii|ii6« 
Note  par  IM.  A.  De  la  RWe.  p.  168*  —  Fermele  generali  ael 
manoroetro  ad  aria  compresso,  e  per  lo  stereometro.  Nota  del 
P.  VolpjrelH.  p.  169.  (Sehr  beachtenswert!». )  —  ApplicasMMI* 
della  teorica  de  determinanti.  Nota  di  R.  Niihini.  p,  179.  — 
Sur  on  theoreme  d  Abel.  Note  par  M.  A.  Cayley.  p.  201.  — 
Rleerche  riguariiaoti  la  risoluzione  per  ««erie  di  qualunque  equa 
aloes.   Leltera  del  prof.  Emmanaele  Feri^ola.  p.  104. 

Giugno  1867.  Sulla  trasforniazione  delle  funzioni  ellittiebe. 
Memoria  del  doCt.  Police  Caeorati.  p.  200: 

Luglio  1857.   Sofia  trasforaiazlone  delle  fmiaionl  eHiftidie. 
Memoria  del  dott.  Feiice  Casorati.  p.  257.  ^  Lieottardo  Pisaim 
matematico  del  secnlo  Xllf.  Articolo  del  sisr.  Aneeln  Genncehl. 
p.  261.  —  Riduzione  d*un  integrale  nmltiplo.   Nota  del  sig.  Aii- 
•gelo  Geooccbi.   p.  284. 


loiA  2.  ^imm  m 


ANiNUNZIO  StIENTIFItü  PER  L'ANNO  1858 

AMALI  DI  MATEMATICA  PUßA 

ED  APPLICATA 

PüBBLfCATf  DA  B.  TORTOLINI 

B  coopaAn  OA 

E.  BETH  a  PISA  A.  OENOCCHI  e  roam 

F.  BRTOSCHI  a  patia  B.  TORTOLINI  a  roma 

(In  ronliniüi/iiiiic  aj^li   Aniiali  ili   Seiende  Malemaliche  *  Fi«lt«hp.'>  ' 

II  rapido  e  eontinuo  incremento  delle  Scienze  Mateniuticlie, 
in  questi  ultinii  tmipi,  e  flovuto  principalniente  alla  faciüta  coo. 
cui  le  niolte  e  varie  riccrche  appeua  intraprese,  le  nw»'^  ferUj^ 

• 
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appena  scoperte  possono  subito  estendersi  e  fecondar«»*!  da  niolti 
geometri  cüiiteniporaiieaniente  in  vurie  parti  d  Europa.  Quindi  p«r 
tuUe  le  nazioni,  che  voglionn  cooperare  a  questo  prugresso,  la 
neceäbitä  di  periodici  che  diffoudano  con  preötezza  e  re^olarita  i 
nuovi  trovati  dei  loro  dotti,  e  che  agevolino  il  modo  dt  seguire 
il  generale  avanzaniento  della  Scienza.  In  Italia  eli  Annali  di 
Scienze  Matematiche  e  FUiche,  tondati  tino  dal  1850  da  uno  di 
noi,  intendevano  soltanto  al  primo  di  questi  due  fini,  ne  e^isteva 
finora  alcun  periodico  che  si  proponesse  il  secondo.  Noi  abhiamo 
percio  credato  di  potere  far  cosa  utile  agli  8tudj  matematici  nel 
nostro  paese,  ussociandoei  per  trasformare  i  «uddetti  Aniiali  in 
UQ.giornale  che  avesse  questo  doppio  intendinieoto. 

II  nuovo  Giornale  sara  distinto  in  due  parti.  Nella  prima  di 
esse  troveraniio  luogo  gli  scritti  originali  contenenti  nuove  verita 
acquistate  alla  scienza,  o  dimostraztoni  nuove  di  iniportanti  verita 
conosciute.  Neila  seconda  parte  si  daranno  estratti,  piü  o  nieno 
este^i,  de  memorie  pubhlicate  nei  giornali  matematici  stranieri  e 
negli  Atti  delle  Academie,  corrcdandoli  di  tutte  quelle  uotizie 
biblio^raiiche  e  di  quelle  indicaziotii  delle  fonti  originali,  che  pos- 
sano  dare  agli  estratti  medesimi  i  efficacia  di  un  mezzo  di  istru- 
zione;  ed  a  raggiungere  questo  scopo  si  daranno  anche  alcune 
roonografie  di  quei  nuori  rami  della  scienza,  a  conoscere  i  quali 
richiedesi,  per  difetto  di  trattati  speciali,  lo  studio  di  uiolte  me- 
morie sparse  in  varie  pubblicazioni.  Queste  roonograüe  peru  po* 
tranno  essere  inseritc  nella  prima  parte,  allorqiiando  conterranno 
cose  non  ancora  note  sia  sostanzialaicnte,  sia  riguardo  al  metodo. 
Da  ultimo  nella  seconda  parte  si  rendera  conto  dei  libri  recente« 
mepte  pubblicati,  delle  questione  matematiche  proposte  dalle  So- 
cietä  scientifiche  per  concorso  a  premii,  ed  in  ji^enerale  di  tutto 
quanto  concerne  i  progressi  delle  singole  discipline  mateniatiche. 

r  compilatori  sentono  tutta  la  gravita  deir  impresa  alla  quäle 
si  accingono,  e  dei  doveri  che  assumono;  ma  non  potranno  ren- 
derla  veramente  utile  alla  Scienza,  e  decorosa  per  Tltalia,  senza 
la  cooperazione  dei  geonietri  e  specialiiiente  dei  loro  connazionali, 
ai  quali  e  a  tutti  i  cultori  delle  matematiche  raccomaiidaoo  il  nuovo 
Giornale.  Essi  confidano  (ed  altrimenti  non  avrebbero  intrapresa 
questa  pubblieazioiie)  che  i  geometri  Italiani  si  impegneranno  perche 
un  giornale  che  si  propone  di  ra^presentare  lo  stato  della  scienza 
tra  noi,  possa  ricbiamare  i'attenzione  continua  dei  dotti  degli  altri 
paesi ;  e  far  cessare  il  lamento  che  i  nostri  lavori  non  sono  conosciuti 
tuori  d' Italia.  )*'  i 

B.  BBTTL  A.  GENOCGHI. 

F.  BRIOSCHL     .    rif  B.  TORTOLINL 

Der  Preis  für  Deutschland  ist  23  Fr.,  für  gnnz  Oesterreich  Jt.  Lire  19. 

Die  obigen  Annali  di  Mate  in  ntica  pura  ed  applicnta,  h  eiche 
vom  Jahre  1858  an  die  Herren  B.  Tortolini,  E.  Bcttif  F.  Brionchi, 
A.  Genocchi  in  Quart-Format  herausgehen  werden,  sind  als  eine  Fort- 
•etzong  der  Annali  di  scienze  matematiche  e  fiHiche  zu  betrach- 
ten, welche  bisher  von  Herrn  Tortolini  allein  so  trefflich  rcdigirt  und 
in  Octav  hcrnusji^cfroben  wurden.  Wir  viele  treffliche  Beiträpe  zur  Ma- 
thematik und  I'hvMi1<  dieMen  letztere  Journal,  durch  densen  Herausgabe 
Herr  Tortolini  sich  ein  ho  g^rosses  Verdienst  uiu  die  WiHnenschafl 
erworben  hat,  enthält,  ist  bekannCi<|'|ii  *>tl.<v»*«t«  j^*  G. 


• 
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Geometrie 

Grund  Ii  nie  n  der  neueren  Geometrie  mit  besonderer 
BerQcksichtis^ting  der  metrischen  Verbältnisse  an  Sy* 
•temen  tod  Punkten  in  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 
Voa  Dr.  fienjamin  Witzschel,  Lehrer  der  Mathematik 
am  Kratise'scbeD  Inatitute  an  Dreaden.  Mit  in  den 
Teztgedcuekten  Holsachnitten.  Leipaig.  Teubner.  1868. 8. 

Diefie  neue  Darstellung  der  Grundlinien  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  zeichnet  sich  durch  ihre  völlig  elementare  Haltung 
▼er  manchen  früheren  Bearbeitungen  dSeaer  Diaciplin  vortheilhaü 
ans,  und  empfiehlt  sich  dadurch  ganz  besondere  auch  Lehrern  der 
Mathematik  an  höheren  Unterrichts- Anstalten,  welche  von  der- 
selben yielfacb  einen  vorthellhaften  Gebranch  flir  die  Zwecke  dea 
Unterrichta  an  maehen  Gelegenheit  finden  werden.  Alle  hierher 
gehörenden  Arbeiten  von  Chaaleaf  M5blua,  v.  Staudt,  Stel- 
ner hat  der  Herr  Verfaaaer  fllr  aelne  Zwecke  nmaichtig  benuttt ; 
die  metriechen  Relationen  haben»  wie  achon  der  Titel  beaagt, 
heaendere  Berflckaiehtigung  gefunden»  nnd  auch  dem  Gebrauche 
der  Zeichen»  ao  wie  der  geoinetriachen  Deutung  und  Conatruction 
imaginirer  Werthe  und  Formen  ist,  suro  Theil  in  eigenthilmlieher 
Weise,  besondere  Aulnierksamkeit  gewidmet  worden,  so  dass  wir 
diese  auch  äusserlich  trefflich  ausgestattete  Schrift  Aileti,  ilie 
sich  für  die  darin  abe«  l>andelten  Gegenstände  interessiren ,  aus 
Ueberzeugung  recht  sehr  empfehlen  können,  hier  aber,  des  Wei- 
teren wegen,  uns  mit  der  folgenden  Angabe  dea  üauptiobalts  der- 
aeltien  begnügen  mSaaen: 

Bvateo  Kapitel«  Einleitung.  Princip  der  Zeichen  nnd 
dessen  Anwendung  auf  Abschnitte  einer  Geraden,  auf  Winkel 
und  Flächenräume  in  einer  Elicne.  —  Bweitea  Kapitel.  Von 
den  Doppelverhältnißsen.  —  Drittes  KapIteK  |>as  har- 
monische Verbttltnlss.  —  Wiertca  KapitcL  Von  den 
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Involutionen.  —  Ffinfte«  Kapitel.  Geometrische  Deu- 
tung und  Construction  imai^iriärer  Werthe  und  Formen; 
complexe  Doppel  Verhältnisse  und  Involutionen.  — 
eieelistes  Kapitel.  Von  den  geometrischen  Verwandt- 
Schäften  der  Figuren. 

Muge  das  Roch  die  verdiente  Beachtung  finden  1 

Die  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie.  Eine 
Anleitung  zum  Auflösen  geometrischer  Aufgaben  ver- 
mittelst der  geometrischen  Analysis.  Zum  Gebrauche 
für  die  oberen  Klassen  in  Gymnasien,  Ueal-  und  Ge- 
werbeschulen, so  wie  auch  zum  Selbstunterrichte  von 
W.  Berkhan,  Oberlehrer  am  iierzoglichen  Gymnasium 
2u  Blankenburg.    Mit  8  Figuren  tafel  n.   Halle.  1858.  8. 

Dieses  Buch  enthhit  eine  Samnilunu  von  durch  die  gewöhn- 
liche Buchstabenrechnung  und  Algebra,  zugleich  mit  Zubiilfenahme 
der  ebenen  Trigonometrie,  in  alter  bekannter  algebraischer  Weise 
gelöster  geometrischer  Aufgaben,  ohne  irgend  welchen  Gebrauch 
der  neueren  streng  wissenschaftlichen    analytischen  fieometrie, 
welche  eben  deshalb  allein  den  Namen  „streng  wissenschaftlich'' 
verdient,  weil  sie  eine  vollständige  analytische  Darstellung  der 
gesammten  Geometrie  giebt,   und  dadurch,   was  die  Hauptsache 
ist,  zu  einer  in  der  That  ganz  allgemeinen  Methode  der  Lösung 
aFler  geometrischen  und,  mit  Znhiilfenahme  der  allgemeinen  Grund- 
lehren  der  Mechanik,  anch  alier  mechanischen,  so  wie  auch  aller 
optischen  und  astronomischen  Probleme  gelangt,  eine  Leistung 
und  höchst  allgemeine  Anwendbarkeit  in  allen  Theilen  tier  Wis- 
senschaft, worin  sie,  von  keiner  anderen  Wissenschaft  übertroflfen, 
namentlich  auch  die  sogenannte  neuere  Geometrie  weit  überflügelt  und 
gewiss  stets  überflügeln  wird,  weshalb  auch  die  letztere  in  Beziehung 
aaf  allgemeine  Bedeutung  für  die  gesammte  mathematische  Wissen- 
schaft der  ersteren  nie  sich  gleichstellen  könnefi  wird.    Eine  recht 
zweckmässige  allgemeine  Einleitung  und  Anleitung  zur  Construc- 
tion  der  gewöhnlichsten  algebraischen  Formen,   mit  Einschluss 
der  quadratischen  Gleichungen ,  ist  beigegeben ,  und  als  ein  gufes 
Schulbuch  und  zweckmässiges  Hülfsmittel  für  manche  Lehrer  an 
Schulen  kann  daher  die  Schrift  immer  empfohlen  werden,  da  sie 
eigentlich  wissenschaftliche  Ansprüche  auch  wohl  selbst  Dichtmacht 


Darstellende  Geometrie. 

Das  axonometrische  Zeichnen  für  tech n l^cb«  Lelii*)^- 
ansfalten,  Gewerbe-  und  Industrieschulen,  dargestellt 
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uad  begründet  von  Aitt.  Ph.  Laruiader,  Profesitor  der 
ülatheniatik  uitil  des  technischen  Zeichnens  an  der 
iDdustrieKchute  7u  Frauenfeld.  F rt» ter  T heil :  Theore* 
tische  Begründung.  Frauenield  uod  Labo.  Verlagt»- 
Conptoir.   im  8, 

Diese  SehriR  enthalt  eine  recht  gat»*  gaiis  elementar  g#hal- 
tarn  theoretische  Begründung   des  axonometriscben  Zeichoeae» 
woiMalei  man  bekanntlich  im  Allgemeinen  die  DarsMong  eia^ 
Raunigebildes  auT  einer  Ebene  oder  Tafel  versieht,  wenn  man 
fUa  Punkte  de«  Räume  auf  drei  reehtwinklige  Axea  besieht  und 
laitf^lat  ihrer  Coordinaten  ihre  Lage  im  Räume  heatimmt,  das 
Auge  in  eine  qoendliche  Eotfernung  von  der  Tafel  varaetst  oder^ 
waa  eigautUcb  daaselbe  ist,  das  betreffende  Raumgebilde  ortho- 
graphlach  auf  die  Tafel  projicirt,  und  die  Zeichnung  dieser  Pro- 
Jection  aof  der  Tafel,  unter  der  Voraussetzung»  daas  die  wirk- 
Heben  Coordinaten  der  xu  entvierfenden  Punkte  vorher  gemessen 
worden  sind,  mit  Hülfe  ()r<'ior  \on  €M?ieni  Punkte  ausgehender,  in 
jedem   einzelnen  Fall*-   I  t  JsoiMirrs  711  be^stiniinentlcr  Linien  oder 
Axen.  \\elrhe  die  Pr(  [«  c  tionen  der  u irklichen  Coordinatenaxen  im 
Räume  aul  d^r  Tafel  Bind,   ausführt,   u^^lrher  letztere  Umstand 
namentlich  V  eranlassnni;  i^peehen  hnf.  <]icser  Art  tJer  {jraphisrhen 
Darstelhnig  von  GeijerKstäiiden  dreier  iJimenslonijn   den  iNamf^n 
,,axononietriBche$  Zefchnen"  beizulegen,    in  der  Vornuie 
sagt  der  Herr  Verfasser»  —  und  hat  demgemäns  auch  seine  Schrift 
▼erfasst»  —  dass  er  entschieden  der  Ansicht  sei,  dass  di# 
Probleme  der  Axonometrie  Probleme  der  Geometrie  seien,  auf 
welche  die  Rechnung  nur  dann  anzuwenden  ist,  wenn  ihre  Auf- 
tSsong  auf  geometrischem  Wege  —  d.  h.  durch  planimetrische  Con- 
stroetlonen  —  nicht  möglich  i«t.    Wir  müssen  gestehen,  dass 
wir  diaae  Ansicht  niebt  volUronroen  tbailan  kitotien.    Dean  die 
dar  ganzen  Operation  au  Grunde  «u  legenden  Data  ««eid^n  durch 
vamltlelbara  Meaanng  i^wonnen  «od  sind  demzufolge  in  einem 
gewiesen  beftimmtaa  Maaaae  a«agadrliekt»  in  Zahlen,  also  niebt 
als  wirkliche  geometrische  Linien,  wie  bei  den  Problemen  der 
reinen  Geometrie,  gegeben,  t^odurrh  docli  Jedenfalls  ein  wesent- 
licher Unterschied  bedingt  wir*!,    u/ui   »s  utis  ti.ihfjr  immer  weit 
xweck massiger  erscheinen  wmII,  mittelst  mijulii  hst  einlacher  For- 
inelij  aus  diesen  in  Zahlen  gegebenen  \urklit:hen  (  oordinaten 
die  axonoinetrischen  Coordinaten  mit  aller  durch  die  Reehiuincr  zu 
erreichenden   Genauii^keit    abzuleiten .    narh   einem  hotiinuitcu 
Maassstabe  auf  die  auf  der    latel  vorher  bestimmten,   für  die 
ganze  Dehnung  als  gegeben  zu  betrachtenden  und  derselben  zu 
Grande  zu  legenden  projicirten  Azen,  deren  gegeaaeitige  Lage 
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nach  am  besten  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leicht  und  mit  er- 
forderlicher Genauigkeit  ermittelt  wird,  aufzutragen  und  aus  diesen 
axonometrischen  Coordinaten  dann  die  zu  entwerfenden  Punkte 
durch  die  bekannte  einfache  Construction,  welche  man  in  allen 
Schriften  über  diesen  Gegenstand  findet,  zu  bestimmen.  Gerade 
durch  ihre  eigenthümliche  Natur  scheint  die  von  Farish  erfun- 
dene axonometrische  Methode  sieb  uns  vorzugsweise  zu  einer 
gemischten  Anwendung  des  Caiculs  und  der  Construction  zu  eig- 
nen und  darin  eine  besondere  Bürgschaft  für  ihre  Genauigke' 
zu  haben. 

Wir  empfehlen  aber  das  obige  Büchlein  allen  auf  seinem 
Titel  genannten  Lehranstalten,  so  wie  überhaupt  allen  denen, 
welche  auf  leichtem  Wege  sich  eine  Kenntnis»  der  in  vielen  B 
Ziehungen  interessanten  axonometrischen  Darstellungsmetbode  e 
werben  wollen,  recht  sehr  zur  Beachtung. 


Krystallograpliie. 

1.  Sülle  forme  cristalline  di  alcuni  sali  di  Piatino  i 
e  del  Boro  adamantino  per  %ulntln.o  $>ella,  Mero-  | 
bro  della  R.  Accademia  delle  scienze.    Torino.  1857.  4^«  J 

2.  Sülle  forme  cristalline    del   Boro  adamantino/1 
Seconda  Memoria  per  Q^ulntlno  Sella,  etc.  Torino. 
1857.  40. 

tl.  Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  cristal- 
linedi  una  stessa  sostanza,  per  Q^uintlno  8ella,  etc. 
Torino.  1856.    S^.  . 

Herr  Professor  Quintino  Sella  in  Turin,  der  unseren 
Lesern  schon  aus  seiner  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CX.  S.  4.  ange« 
zeigten  schonen ,  auch ,  wie  wir  zu  unserer  Freude  gesehen  haben, 
nach  unserem  a.  a.  O.  ausgesprochenen  Wunsche  in's  Deutsche 
übersetzten*)  Schril't  über  die  verschiedenen  Arten  des  geometri- 
schen Zeichnens  (Sui  principii  geonietrici  de  Disegno), 
insbesondere  über  die  axonometrischen  Darstellungen,  von  der 
Vorthellhaftesten  Seite  bekannt  ist,  hat  neuerlich  die  drei  obigen 
krystallographischen  Abhandlungen  veröffentlicht,  welche  wegen 
ihres  auch  in  mathematischer  Rücksicht  vielfach  interessanten  In« 
halts  jedenfalls  eine  Anzeige  hier  sehr  verdienen,  so  wie  wir  denn 

*)  In  der  von  Weich  ach  11.  s.  h.  herautgef^ebeoen  Zeittcbrifl 
für  Ingeoieur» Wiasenschaft. 


lUermrücAer  BtrteJU  CXiJL  5 

Überhaupt  der  Kryatallographie«  welche  «choo  ganz  eine  matbe* 
matieche*  nameatlieh  analytisch -geometrieehe  Fem  angenororoen 
hat,  m  nntiereni  Joaroal  und  insbesondere  unseren  literarischen 
Berichten  eine  grOeeere  B^rficksichtigüng  aU  hisher  widmen  werden* 

Die  erste  der  drei  ohigen  Abhandlungen  beschäftigt  sich 
iedtglich  mit  der  numerischen  Bestimmung  der  krystallographisehen 
Eigenschaften  der  auf  ihrem  Titel  genannten  Körper  und  enthSit 
allgemeine  mathematische,  insbesondere  analytisch -geometrische 
Betrachtungen  und  Untersuchungen  nicht,  scheint  aber  in  erste* 
rer  Beziehung  die  sorgl'ä(tig8te  Berücksichtigung  zu  verdienen, 
wenn  sie  auch  weniger  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte  gehOrt 

Dagegen  eothllt  die  x weite  Abhandlung  in  den  beiden  Ibr 
beigefügten  Meten:  Noia  (A).  Sni  cangiamento  di  assi  in 
no  slstema  cristalllno.  p.  90.  ^mid  Nota  {^),  Sülle  pro- 
prietä  geometriebe  dl  aicuni*  sistemi  cristallini.  p.  37. 
eine  grosse  Anzahl  interessanter  aiuily tisch -geometrischer  Be- 
trachtungen. Insbesondere  nifissen  wir  gestehen,  dass  die  in  der 
zweiten  Ahhandking  gegebetie  Üarsteilunsr  der  alli^emelnen  geo* 
metrischen  Rigenschaften  aller  krystailograplii^jchen  Systeme,  na- 
mentlich in  l^czug  auf  die  dabei  auftretenden  rationalen  VerbÜt« 
nisse,  die  auch  mehrfach  selbst  von  den  Resultaten  der  höheteD 
Zahlenlehre  oder  der  Theorie  der  Zahlen,  u.  A.  (pat^.  45.)  tso 
einem  interessanten,  von  Herrn  Genocchi  gelüsten  Problem 
Gebrauch  macht,  zu  dem  Besten  gehürt«  wae  Aber  diesen 
Gegenatand  gelesen  zu  haben  wir  uns  erinnern»  weshalb  wir 
auch  dieser  Note  wphl  eine  dentsehe  Cebersefainng  wfineebeii 
m&cfaten.  Wir  selbst  werden  ?on  derselben  bei  einer  epiter  In 
diesem  Archive  an  verGfentlicbenden  Abbandinng  Aber  das  All- 
gemeinste In  der  matbematiscben  Krystallographie  gewissenhaft 

•)  Riiolvere  con  noineri  intieri  le  aejrncnti  eqnazioni,  nelle  «all 
a,  ö,  C  itmio  niinieri  intieri  moltipltrahtli  o  divisiltjtj  italalanenle 
ogoi  ^uadrato,  e  tuui  asnieme  per  qualunque  fattorc: 

a  b         ™         c  » 

Siamo  debitori  (^rlfa  solu/ionp  di  questo  interestant«  problsms  di  saa» 
Hai  ad  un  nostro  valente  Gcometrn  all'  Avt.  Gfnorrhi.  Kirlf  troTa« 
che  onde  X,  jr,  %\  x\  Jf' ,  a'j  x" ,  y" ,  %"  »iano  inO^ri,  h  necewarfo! 
•  batta,  che  «i  bosmbs  Irorsre  Cr»  nometi  btieri  if,  /,  che  reodaoo 
intSerl  I  ^nasleBti 

v*-ftf^  /«+cfl 

OTvero  io  altre  fiarole,  che  toroaoo  alio  ateMo.  II  prodotto  nr^-aiivo 
dl  Am  ^hnifee  dsl  Minieri  a,    €  deve  Sassrereaida»  qaadraiicu  de  torsa. 
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Gebrauch  macfien ,  so  wie  auch  von  der  Nota  (A)  und  der  fol- 
genden Abhandlung. 

Die  dritte  Abhandlung  c^ehort  ganz  zur  allgemeinen  mathe- 
matischen Krystnilographie  und  niuss  glefchTnlls  der  Beachtung 
unserer  Leser  sehr  empfohlen  werden.  Wir  heben  aus  derselben 
vorzugsweise  die  folgenden  8ätze  hervor,  die  wir,  um  uns  vor 
jndem  Missverstnndnit<se  zu  wahren ,  t^anz  mit  den  Worten  des 
Herrn  Verfassers  geben :  La  legge  degli  assi  si  puo  compen- 
diare  como  segue:  Date  tutle  le  forme  cristalline  di  una  soitania 
snpposte  eonvenienlemeide  orientute,  se  ti  assnmotw  per  assi  U 
inierseiioni  di  tre^  o  piit  faccie  f/nalmifpief  dtie  nitre  faccia 
t/ualsiasi  del  sistema  cristaUino  fat/lierantio  ciascuno  dei  sud- 
detti  assi  a  distavie  tali  dallu  loro  comune  originct  che  il  loro 
(fuoziente  siara  in  nti  rapporio  razionale  ai  guozienli  delle  di' 
stanze  analoghe  misurate  sovnf  ciascuno  degli  altri  assi.    (p.  3. 

04791t  faccia  del  cristallo  e  parallela  a  due  o  piu  spigoli  gi 
esistenti,  o  possiöili  nel  cristallo,    (p.  10.) 

Abbiasi  un  elissoide  di  cui  sono  diametri  coniugnti  tre  spi' 
goH  del  cristallo  limitaii  in  lunghezza  da  un  quarta  faccia  del 
medesimOt  ogni  faccia  possibilc  sara  parallela  al  piano  diame- 
trale coniugato  ad  nn  diametro  pnrallelo  ad  una  zona  possibile, 
ed  inversamente  ogni  zona  possibile  sarä  parallela  al  diametro 
coniugato  ad  un  piano  diametrale  pnrallelo  ad  nn  faccia  possibile, 

(p.  *  ..  .  .........  i.  ^ 

Möge  das  Obige  geeignet  sein,  die  aligemeine  Aufmerksaro- 
keit  auf  diese  neuen  verdienstlichen  Arbeiten  des  Herrn  Verfas- 
sers zu  lenken.  (*. 

Physik. 

Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst 
Auflösungen.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstal- 
ten und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  vpnCmil  Kahl, 
Lieutenant  der  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  an  der  Königlichen  Kriegsschule  zu  Dresden, 
i.  Theil:  Aufgaben.  —  II.  Theil:  Auflösungen.  Mit  in 
den  Text  gedruckten  Holzschn.  Leipzig.  Teubner.  1857.  8. 

Diese  neue  Sammlung  physikalischer  Aufgaben  reihet  sich 
den  früheren  Sammlungen  dieser  Art  von  Fliedner,  Bary  (von 
Kersch el  übersetzt)  in  würdigster  Weise  an,  und  unterscheidet 
sich  von  denselben  durch  eine  noch  weiter  gehende  Anwendung 
sowohl  der  Mathematik  überhaupt,  als  auch,  indem  sie  namentlich 


1 


•iiiea  4gff«igreilMd#ii  CMraoeh  von  der  IMereiittel-  und  Iat#- 
gralrecliDang  in  allen  Fällen,  wo  dieselbe  erfordeifieh  und  beqoem 
Wt»  iBedit  wuAmMmL  Sebeodleeer  letttere  Umetond  seigt  dtam 
lii«r  Ten  einem  ei^nf Heben  8chotbuche,  d.  h.  von  einer  flHr  Gym*' 

Aasien,  Realschulen,  u.  s.  w.  be.sfimmteu  Aufj^alien  - Sammlung  nicht 
die  f?e(ie  svin  kann;  und  so  :>ebr  wir  die  Anwendung  der  soge- 
imiiiiten  biiberen  Anaiy><is  bei  einem  filr  »olche  Anstalten  bestimm- 
ten Buche  tadeln  würden,  s«  sehr  bdiigen  wir  dieselbe  bei  einem 
Hiiche,  welches  wie  das  vorliei^ende  zweifelsohne  vorzugsweise 
liir  solche  Lehranstalten  wie  Kriei^sschulen,  polytechnische,  höhere 
Gewerbschulen  u.  s.  w.  bestimmt  ist,  auf  denen  die  höhere  Ana- 
lyeis  einen  wesentlichen  Bestandtheil  des  ge«iannnten  mathemati* 
•chen  Unterrichts  ausmacht.  Im  Interesse  dieser  let/Jeren  Lehr- 
anstalten haben  wir  daher  auch  das  vorliefcende  .Buch»  welche« 
«vir  in  den  meisten  Beziehungen  für  vollkommen  ztTeekentepreebend, 
d.  b.  namentlich  in  einer  «ehr  richtigen  Mitte  swiacben  eigenl- 
lieber  Pbyaik  and  aogenanntev  angewandter  Mathematik  sich  be* 
«regend,  halten,  mit  besondere^  Freude  begrdaat^  und  wfioHcbefi 
«ler  Königlich  $&cbsleeben  Krlegaaebule  aufrichtig  GIdck  au  einem 
ao  matbematiscb  gebildeten  Lehrer  der  Physik,  wie  der  Herr  Ver- 
fai«aer  dieses  Bnclies  ist.  Aber  auch,  ahgesehen  von  den  obenge- 
nannten besonderen  Lehranstalten,  begriissen  wir  jedes,  und  also 
auch  dieses  Buch  mit  besonderer  FrtMide,  welches  in  der  Phyeiik 
der  Anwendung  der  Mathematik  ihr  wohl  besrrilndetes  Hecht  sichert, 
<fa  wir  jeden  fdjysikalis«  fi^Ji  Uiiterrirht  fnr  verfehlt  haltf^n,  welclief 
ni;  ht  vorzuL;sw  ei*e  ein  m  itlx  inatis«  In  s .  dnrf^h  die  iVatur  def 
betreffenden  Lehranstalt  natürlK  Ii  üchTirin;  be<(ränztes  Gepräge 
tragt.  Wie  man  aber  namentlich  aul  vielen  Universitäten ,  wo  die 
Physik  leider  nur  zu  oft  bloüs  im  Dienste  der  iVledicin  steht,  sieb 
bei  den  betreffenden  Vorlesungen  jetzt  noch  der  Anwendung  def 
Mathematik  gaaa  entscblagen  kann,  ist  uns  noch  unhegreiflicher 
als  bisher  geworden,  als  uns  vor  Kurzem  Behufs  einiger  von  uMtf 
zu  gebenden  mathematischen  Erläuterungen  die  uns  bisher  onbe- 
kaaat  gebliebenen  neuesten  Lehrbücher  der  anatomiseben  Physiolo- 
gie von  Donders  und  Anderen  vorgelegt  worden,  in  denen  whriif 
unserer  Freude  in  vielen  Partieen  eine  sehr  durchgreifende  Anwendung 
der  durch  die  mathematische  Analysis  begrflndeteo  Mechanik  fanden. 

Nocbmala  beissen  wir  also  auch  dieae»,  eine  sehr  umaichtige 
Auswahl  lehrreicher  Aufgaben  nebst  ihren  davo«  aieeckroässig 
gesonderten  Auflösungen  enthaltende,  auch  Susserlich  trefflich 
ausgestattete  Sammlung  willkommen,  uud  sciilie«ii>en  mit  der  fol- 
genden Angabe  ihres  Hauptinhalts: 

Erste  Abtheilung.  Mechauiiiche  Naturlehre.  —  Zweit« 
Abtheilung.  Akustik.  —  Dritte  Abtheilaog.  Optik.  —  Vierte 
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Abtheihifiß.  Wärme.  —  Fünfte  Abtheilung.  Magnetlumu». 
—  Sechste  Abtheilung.  Elektricität. 

Eine  genauere  Einsicht  in  das  vollständige  Inhaltsferzeichniss 
selbst  wird  einen  Jeden  auf  der  Stelle  von  der  Reichhaltigkeit 
und  der  möglichst  gleichmässigen  Keröcksichtigung  aller  Partieen 
der  Phveik,  indem  auch  der  praktischen  An\^-endung,  besonders 
in  der  Mechanik,  gehörig  Rechnung  getragen  worden  ist,  über- 
zeugen, so  dass  H-ir  dem  Buche  zum  Schlüsse  nur  noch  recht 
vielfache  Verbreitung  wünschen  können. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CXVIII.  p.  7.) 

A  gos to  1857.  Intorno  ad  una  soniroa  di  derivate  s'uccessive. 
Nota  del  siff.  Angelo  C*enocchi.  p.  289.  —  Intorno  ad  aicune 
proprieta  delle  superficie  a  linee  di  curvatura  piane  o  sferiche. 
Nota  del  si?.  prof.  F.  Brioschi.  p.  '297.  —  Intorno  ad  aicuni 
teoremi  di  i)upin.  Nota  del  sig.  prof.  Delfino  Codazzi.  (Coo- 
tinuerä.)    p.  309. 


Wir  freuen  uns  sehr,  im  Folgenden  schon  den  Inhalt  der  uns 
vorliegenden  ersten  Nummer  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXVUI. 
angekündigten  ,,Annali  di  IVIatematica  pura  ed  applicata, 
pubblicati  da  B.  Tortolini,  e  compilati  da  E.  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tor- 
tolini a  Roma"  unseren  Lesern  mittheilen  zu  können: 

Annali  di  IVIatematica  pura  ed  anplicata,  pubbli- 
cati da  Barnaba  Tortolini,  e  compilati  da  E.  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino, 
B.  Tortolini  a  Roma.  A^. 

N"  1.  (Genn.  c  Fcbbr.  1858.)  Avvl»  dei  CompiUtoH.  p«g.  V.  — 
L'Editore  a  chi  Icpitc.  ]i.  VII.  —  Soprn  l'Equaxioni  algcbriche  cou  pia 
incognite.  Memoria  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  1.  —  Sullo  «viluppo  di 
nn  delerminanle.  Nota  del  Prof.  Franresco  Brioschi.  p.  9.  —  Salle 
fuDzioni  Aheliane  coniplele  di  prima  e  sec-onda  specie.  Memoria  del  Prof. 
F.  Brioachi.  p.  12.—  Sopra  aicune  proprietA  delle  funsioni  Abelianc. 
Memoria  dei  Prof.  F.  Brioschi.  p.  20.  —  Sopra  una  costrazione  del  teo- 
rema  di  Abel.    Nota  del  Prof.  Angelo  Genocchi.    p.  33. 

Rivitta  bibliograf icH.  Sullo  sviluppo  delle  fnnzioni  Jacobiane 
•econdo  le  potenze  asccndcnli  dcll'  argomenio.  Arlicolo  del  Prof.  F.  Bri- 
oschi. p.  41*  — '  Intorno  ad  un  teorema  del  Sig.  Borchardt.  Articolo  del 
Prof.  F.  Brioschi.  p.  43.  —  Sopra  nn  opera  del  Sig.  D.  Richardt 
Baltzer  aotto  il  titolo  Theorie  und  Anwendung  der  Determi- 
nanten." Arlicolo  del  Sig.  Dr.  Feiice  Gasorati.  p.  45.  —  Sopra  naa 
Memoria  del  Prof.  OttaTiano  Fabrizio  Mossotti  sotto  il  liioio 
^Nnova  teoria  degli  stromenti  ottici. Osservazioni  üel  Prof. 
Franceaco  Cattanc».  p,  48.  — >  Pnbblicazioni  recenti.  p.  56. 
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Arithmetik. 

Welchen  Kpecielleii  Werth  von   (J +a -f- 6t)*+M  gibt 
Hie  ß inomi alreibe,  wetchan  die  I  ouari  thm  ische  Reibe 
\<f%{\ \üL\in)t  und  gegen  welche  (*  r enseo  iiiii  con- 

vergirt  (ter  Binonialcoerriclent  \    y    )       y=ao?  Von 

W.  Den  zier.  (Aua  den  Mittheiluiigen  der  natuiftimbeiideii 
OaMMatthaft  so  Mriah  besoadeit  abgedruckt)» 


Auf  S.  1.  spricht  der  Herr  Verfasser  über  diese  Abhandlung 
sich  lolgcndernias^en  aus;  Schon  in  Nro.  114.  der  Züricher  Älit- 
theiluiif;en  bähen  wir  die  Ii«  liauptung  au)«get>prochen,  das?«  «lie 
Hinomialreihe  IVir  {\ -\- u bi)^  ^  ^  ^  in  Rämnitlirhen  Fällen  ihrer. 
Converpjenz  den  specieilen  Werth  f^{\\n-\bi)^^^\^  von  (1  |-ii-f-Äi)*+*»' . 
darbietet.  Wir  wollen  nun  zunächst  im  Folgenden  die  Wahrheit 
dieser  Behauptung  darzathun  yersuchen,  und  hierbei  die  Im  Gan-' 
y.en  Iclassische  Arbeit  des  für  die  mathematischen  Wisaenscbaften 
Tie!  z«  fröbe  verstorbenen  Abel,  die  elcb  im  JovTiial  tod 
Crelle.  8d.  L  ^r.2llL  abgedradBl  fisdet,  «■  4dnnNl# legen.  Diene 
ArbeM  f  ibt:  ewar  eie  Reedtat»  dae  nar  in  einem  eiadgeo  Fall* 
ottfiehtig  iet;  aiier  die  BegHladaag  aebeiol  uns  ecboa  In  den 
ef»tan  eMeMead«!!  Sitten»  dieaioh  anf  die  bedeeiendaie  Sehwil»; 
rigkeM  den  gaaieii  Beweiaee  bealeiieir»  auf  einem  fdr  das  Naoh« 
folgende  weeentlicbem  IrrCbnm  lo  berabe».  Wir  werden  ea  nidil 
unterlassen,  im  Folgenden  das  uns  im  AbeTschen  Keweise  TOf- 
zÜglicli  irrthümlicb  Scheinende  auäiubrlich  zu  besprechen". 

i>lef;MHegend«' Abbandtimg  den  üerni  Densler  in  Kflanaeli 
bm  fMrleb'til  iwar  aehon  ISBtf  geeehrleben*).  iat  nna  jedecb  enrt 
jelit  b^bana«  geworden.  •  Da  aki  aber  anf  die,  Air  i^eaammtn- 
ribdor«  ^tttalfbla  ne  angeiaein  wMMfge  Abhnndking  von  Abol 
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fiber  das  Binomial- Theorem  Bezug  nimmt  und  darin  Irrthumer 
aufzudecken  und  zu  berichtiGren  sucht:   so  scheint  es  uns  jeden-  { 
falls  von  Wichtigkeit,  auf  dieselbe  hier  auch  jetzt  noch  aufmerk- 
sam zu  machen.    Wir  müssen  uns  aber  mit  der  blossen  Anzeige 
ihrer  iLxistenz  begnügen;  deon  wo  es  sich  um  eine  Arbeit  eines 
Abel  handelt,  können  und  dürfen  diese  nur  kurze  Notizen  geben 
sollenden  literarischen  Berichte  sich  nicht  anmaassen,  in  kurzen 
Worten  und  ohne  sorgfältigste  Begründung  ein  Urtheil  darüber  abzo- 
geben, auf  welcher  Seite  das  Hichtige  liegt.  So  viel  aber  können  wir 
sagen,  dass  Herr  Den  zier  sich  von  Neuem  in  dieser  Abhandlung  i 
als  einen  Mann  bekundet,  welcher  In  der  Analysis  wirklich  eifrig 
nach  Wahrheit  suchet  und  ringet,  und  sich  nicht  wie  die 
Verfasser  vieler  neueren  Lehrbücher,  auch  selbst  monographischer 
Abhandlungen,  mit  den  oberflächlichsten,  unrichtigsten,  jetzt  als 
ganz  antiquirt  zu  betrachtenden  Vurstelluiigsweisen  begnüget  und 
bei  denselben  beruhiget,  welches  I^etztere  freilich  eine  sehr  be- 
queme Manier  ist,  von  uns  aber  immer  eben  so  sehr  von  Neuem 
getadelt  und  bekämpft  werden  wird,  wie  wir  ein  solches  Bestrehen  . 
wie  das  des  Verfassers  der  vorliegenden  Abhandlung,  der  sich 
zugleich  überall  als  einen  Kennor  der  neueren  strengen  Analysis 
und  einen  eifrigen  Anhänger  derselben  zeigt,  stets  in  der  freudig- 
sten Weise  lobend  anerkennen  werden.  Möge  daher  diese  Abhand- 
lung die  verdiente  Beachtung  Huden ! 

»  '  t     »i-  '   •  •    ■.  ,  •     -  ,1 

»•     :\       ff   ".ir  .  ...   •  .    ...  \  .  ,  .  1.  ,  ;      ^iiMt    ,   fi      .1  ,;.  i,. 

•  ••!?'•:' «     .>'•..'   II.'..    •...»     /i.    \',  ...  i  ^,  , 

<  •  Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höhe- 
ren Lehranstalten.  Von  iir.  Cduard  Ueis,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Küniglicben  Akademie  zu  Mün- 
ster, und  Thomas  Joseph  Esch  Weiler,  üirector  der  höhe- 
ren Bürgerschule  zu  Köln.  Zweite  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Erster  Tlieil.  Planimetrie.  Köln. 
Du  Mont-Schauberg.    1858.   8.  ,  . 

•in  '  ■  ' 

Wir  haben  die  erste  Auflage  (1855)  dieses  Lehrbuches  der 
Gcnnietrie,  aus  weichem  der,  welcher  es  sorgfliltig  studirt,  einen 
reichen  Schatz  geometrischer  Kenntnisse  schöpfen  und  eine  sehr 
tüchtige  Uebung  in  dieser  Königin  der  matbeinatischeii  Wissen- 
schaft sich  erwerben  kann,  das  auch  zugleich  durch  nicht  wenige 
den  Herrn  Verfassern  eigentbünirK-be  Beweise  und  Auflösungen  sich 
auszeichnet,  schon  im  Literar.- Btr.  Nr.  XCV.  S.  L  als  eins  der 
vorzüglichsten  neueren  geometrischen  Lehrbücher  empfohlen.  Der 
iK'ste  Beweis  für  die  Kichtigkeit  unsers  Urtheils  ist  gewiss  die 
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vorli«f^fle,  8chon  tiach  etwa  drei  .laliren  nothig  gewordene  oeue 
Auflage,  die  wir  daher  unseren  Lesern  von.  Neuem  ^ur  norgfäl- 
tigsten  Beachtung  dringend  ans  Herz  legen.  Nach  der  Ancrabe  der 
Herrn  Verfasser  selbst  bat  dieselbe  zwnr  Berichtit'ufii^pn  sinn- 
störender Druckfehler  und  vcr^chitdene  /\isHfze  «  rhalteii,  aber 
wesentliche  Veränderungen  in  keiner  Weise  erlahren,  ivas  auch 
hei  der  unzweifelhaften  Güte  des  Baches  nicbt  nfHhii;  war.  Hes- 
balb  kunnen  wir  uns  im  Üebrigen  aaf  unsere  frühere  Anzeige  be- 
xleheo«  indem  wir  das  dort  Gesagte  auch  Jetst  oodi  vollkommeo- 
unterschreiben,  und  den  Herrn  Verfassern  nur  noch  zu  dieser 
ausgezeichneten  Arbeit«  die  dem  Scbulotiter richte  gewiss  w^e* 
Mfitliebee  Nutsen  bringen  wird  und  schon  gebracht-  hat,  so  iri^ 
den  prenssisefaen  Lehranstalten  au  solchen  trefflichen  Lehrern  nnf-' 
richtigst  GIflck  vrOnsehen« 

Geometrische  Betrachtung  über  die  Brennpunkts- 
und  M Ittel pu Ork tskreise  der  KegeUohnitte.  Von  UelN 
wig»  Oberlehrer  an  der  RenUebnle  au  Erfnrt  (9to* 
Kramtt  der  Realsebnie  an  Erfnrl  vnu  Ostern  1^8), 
Erfurt.  1898.  4. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm,  in  uelchem  der  Herr  Ver- 
taMBer,  von  der  gewöhnlichen  Definition  der  Kegelschnitte  ausge- 
hend, theils  eine  Reihe  neuer  bemerkenswerther  Beziehungen, 
theils  auch  mehrere  bekannte  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  in 
eigenthüinlicher  Weise  elementar  entwickelt,  der  Aufmersamkeit 
und  Beachtong  unserer  Leser  recht  sehr.  Auch  darf  sich  der 
Herausgeber  des  Archivs  wohl  erlauben,  dem  Herrn  Verfasser 
dafilr  Sit  danken»  dass  er  den  von  ihm  In  der  Abhandlung  Nr.U« 
in  diesem  Tbelle  des  Archivs  gefundenen  neuen  Sitsen  Uber 
der  EMiMie  ein«  und  umschriebene  Figuren  seine  AnFmerksaro« 
fteH  gescAenkt,  und  lilr  einige  der  betreffenden,  auf  analytischem 
Wege  von  dem  Herausgeber  gefundenen  Ausdrucke  neue  recht 
beachtenswerthe  elementare  Beweise  gegeben  hat.  Im  Allgemei- 
nen aber  empfehlen  uir  dieses  Schul- i^rogranim  ivegen  seines  lehr- 
reichen und  mehrlacfi  interessanten  Inhalts  unsern  Lescro  noch- 
mals recht  sehr  zur  BeachtuDg. 

» 

Afi  tronomle. 

Die  Sonnen-  und  Mondfinsternisse  in  Ihrem  Ver- 
laufe oder  Aoleltnngt  irie  diese  durch  Rechnung  oder 
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Zelchnntig^z'irefmi tteln  sind.    Allgemein  fasslirb  da?- 
I^estellt  uiul  durch  ReiPpiele  erläutert  v  <Mi  l>r.  Adnl|»h 
Drechsler,   Lehrer   der  Mathematik   an  der  llandeU 
schulezu  Dresden.    Dresden.   1858.  8. 

,i    Diese  Schrift  häfte  immerbin  ungedruckt  bleiben  kruinen,  denn 
ihres  Gleichen  gieht  es  schon  mehrere  altere  und  neuere.  Auch 
enthalten  die  grösseren  astronomischen  Lehrbucher  —  u  ir  erinnern^  j 
nur  2.  B.  an  ein  Paar  sehr  vorzugliche  HtiUsuiittel,  nämlich  den 
Trait^  el<$mentaire  d'Astrouomie  physique  von  Biot  in 
den  älteren  und  der  neuesten  noch  nicht  ganz  %'ollendeten  Ausgabe 
upd  an  die   Astronomie  pratique  von  Francoeur^  besoo-^ 
ders  aber  au  den  A-liriss  der  praktischen  Astronomie  voii^ 
Sawitsch,  durch  dessen   Uebertragung  aus   dem  Kussischeu 
(Hamburg  185 L)  Herr  Dr.  Gutze  sich  so  sehr  verdient  gemacht 
hat  —  meistens  viel  bessere  Anleitungen  in  grosserer  Kiirze^^ 
Von  den  rein  analytischen  Arbeiten  neuerer  Astrenomen  über  die 
Finsternisse  und  Sternbedeckungen  *)  enthält  natürlich  die  vnrlie> 
gende  Schrift  gar  iNichts,  und  dergleichen  Arheiteii  liegen  über-  ' 
haupt  wohl  auch  nicht  im  Gesichtskreise  des  Herrn  Verfassers, 
wenn  man  ivenigstens  aus  dem  ziemlich  veralteten  Standpunkte,  ! 
auf  welchem  er  in  dieser  Schrift  steht,  auf  die  Weite  jenes  Ge-  | 
sichtskreises  einen  Schluss  zu  machen  berechtigt  sein  soll.  Indess 
mag  mancher  Liebhaber  der  Astronomie,  dessen  mathematische 
Kenntnisse  nicht  über  die  ersten  Anfangsgrunde  der  Trigonometrie 
hinausgehen,  dem  Herrn  Verfasser  für  diese  Schrift  Dank  wissen, 
60  wenig  die  Wissenschaft  an  sich  von  derselben  weitere  Notiz 
nehmen  wird.  . ,       t         •    r     .  i         • »    *      i       ■  ■! 

1)   ^  ...f.     i  •    •    •  '  • 


-  *  '  *)  Der  I]er.iii4|;elter  des  ArchiT»«  darf  Hirh  wohl  erlnulien  ,  auf  «eine 
beiden  aiicfübriichcii  analjrtitchen  Abhandlungen  über  di»fen  GegenataDd 
au  verwei«en,  die  in  den  Denkschriftun  der  kainerlichen  Akt* 
dcniie  der  Wi  «senscha  f  teo  in  Wien  unter  folgenden  Titeln  er; 
•rhienen  «ind :  Theorie  der  Sonnenf  iutlernittse,  der  Durch|^ 
g finge  der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  und  derStera- 
bedeckt!  Ilgen  für  einen  gegebenen  Ort  der  Gr  de.  Von  J.  ^« 
Grunert.  (I) e n  k«  ch  r  i  f  ten  der  ni  atb e ui a  t.  -  n a tn rw.  ClaaiiL' 
Band  Vll.  Wien  1H54.  4*^).  und:  Theorie  der  Sonnenfinater- 
oiave,  der  Durchgänge  der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne 
und  der  Sternbedeek  ungen  für  die  l^rde  überhaupt.  Von 
J.  A.  Gruaert.  (Denkschriften  der  niuthero.-uaturv.  Cl««»e. 
Band  VIII.    VVi<n  1855.   4*»),  ,  i  . 

/  Ii  «id.    .1  •«  ■  I  /    1 1  !    I i'*^    *     «.      •   <  r  •  1»      II  (» 

•  }  I;  )   u  II  •!  .'t  ll «l   dMT.l.'i       .  '  •  !.  l*bu'jJllA*l 


^ogle 


t  •  I  . 


I*  h  y  s  i  k.  .      •    .1 ; 


.  Ji(br«8lierieht  Aber  di«  Fortschritte  und  l^^.eisluD- 
gen  int  Gebiete  der  Fotografie,  mit  genauer  l^^cliif ei* 
ffuiig  der  Liter^^tur,  .  18^5.^    Von  (Curl  Jos. iLreutzer. 

Wie«*  1858.   8.    '  "  "  '*  . 

,  Dieser  mit  dem  tziiis^icn  Fleiätte  und  der  t;ru»»&ten  Sorgfalt 
au«««earbeitete  titerarit^rhe  Jahre8barM:ht  über,  tite  FocUchritte  e'nmr 
der  wichtigste»  oetteceii  |ftby<MkaJi8cbea*)  Künste  Ut  jedenrall«» 
»ehr  verdienstlich,  \ve«ihalb  wir  bier  alle t  welche  i>ich  mit  photo- 
{graphischen  Arbeiten  beAchärtigen  oder,  an  beAchftftlgen  beabsich* 
tigen,  auf  denselben  aufinerk^am  machen.  Nur  die  rtflcbeo  litefU'^ 
^ riechen  Hrill8niittel,  welche  dem  Herrn  Verfasser  tl)  seiner  ^tellune 
hei  der  Biblioihel;  de«  k.  k.  polytecbnlschen  Instituts  1fi:  Wien  s« 
tiebote  standen,,  konnten  die  Abfassung  desselben  mScKItcb  ms'* 
eben.  Auf  05  Seiten  ist  ebie  so  grosse  Anubl  einssetber  AIP' 
handlangen  sus  den  verscbiedeosten  Joornsl^n  und  besonderes' 
Scbrifleo  oambaA  gemacht,  deren  fnholt  und  die  dadurch' tfbdlngten 
Fortschritte  der  t^hotoeraphie  tiberall  aneeueben  «Ind,  ifA^jr.  w\e 
gesagt.  Niemand,  <ler  jiich  mit  dieser  Ktiri.-t  bfsirhhfliiit ,  dieseif 
Bericht  eniltehreii  kann.  Der  eaiize  Htricht  i^t  in  die  folffeiulen 
Hauptabtlieilungon  gebracht:  I.  Die  Krzeiignng  von  Lichthil- 
dern  und  die  dabei  v  o  r  k  o  ni  iimmi  de  n  Arbeiten.  A.  Fnto- 
i^ralie  auf  Metall.  -  H.  Fotoijrafie  anf  Papier,  ä}  Negative  Papiere 
und  Bilder,  b)  Positive  Papiere  und  Bilder.  <•)  Fieber  fothgralische 
Papiere.  D  Fotografie  aul  Glas,  a)  Bikler  aut  kcllod.  t  b)  tvlas- 
bitder  aul  mit  FiiveitM  überzogenem  Kollod.  v)  ülushilder  roiti 
Eiweiss,  Kleber,  Leim.  —  D)  Fotografie  auf  Ellenbein»  Wachs-, 
leinwand,  Wacbatalft  und  anderen  weben ,  EoiaiU  Poroellan»; 
Gha  u.  d^l.  11.  Gr^engans  von  Fotografien  Bebiifs  dec  .Versiel* 
f^tigung  dufob  ^ie  Pnepae.'-H  .1)1*  lAawseadiini^ent  der  FotSKic|ilie/, 
—  iV.  Appsrate,.  {nstromentsh  VorKicbtusgpm  V.  FisiMfl|<H 
und  cbemiscbe  Bemerkaogeii.  VI.  Verschiedeiies..«*.  {j|teca|tV*? 
Ein  sorgmitiges  Register  erleichtert  den  Gebrauch  sehr. 

I 

Müi^e  der  Herr  N'erfasser  sein  Versprechen,  eioeo  ähnUche^ 
Bericht  für  1850  zu  verüffentiichen,  bald  criullen.  ' 


.1" 


«< 


'  '  '     Vennischte  Scliriften. 


''Annali  di  Mathematica  pur»  ed  appMcata,  puHbbli- 
cati  da  Baruaba  Tortolfoi,  ecompilatl  da  E.  Bettl  a  9^Hb',i 

*)  Mas  irird  dieSBD  Aa«dniek  wnhl^aiH  HeiJbt  gi»bnint<Neii'dilrM.  ^ 
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n         mKKKKf     ÜternrUcker  Bettcht  ^^'^  iH^^HHBBH 

F.  Rrioschi  a  Pavia,  A.Genoccbi  a  Torlno,  "B.  Tortolini 
a  Roma.    40.    (S.  Litera r.  Ber.  Nr.  CXIX.  S.  8  )  i 

.  No.  2.  (IVIarzo  e  Apnle  1858).  Aus  dieser  neuen  Nummer 
werden  die  Leser  des  Archivs  das  regelmässige  Erscheinen  dieser 
neuen  treflflichen  mathematischen  Zeitschrift,  welcher  wir  den  un- 
gestörtesten Fortgang,  und  allen  ihren  hochachtbaren  Herren 
Herausgebern  die  ungeschwflchteste  Kraft  bei  ihrem  schwierigen 
Unternehmen  von  Herzen  wünschen,  ersehen.  Der  Inhalt  dieser 
Tiefe  treffliche  AufsStze  enthaltenden  neuen  Nummer  ist  folgender: 

Nuove  ricerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  rida- 
zfone  delle  funzioni  ellittiche  di  prima  specie,  del  Prof.  Barnaba 
Tortolini.  p.  57.  —  Memoire  sur  la  probabilite  des  erreurs  dans 
la  somme,  ou  dans  la  moyenne  de  plusieurs  Observation«  par  le 
P.M.  Jullien  S.  J.  p.  76.  —  Intorno  alla  questione:  riportare  in 
una  superficie'  piana,  o  sferica  una  fii^ura  situata  in  una  superficie 
qualunque  di  rivoluzione  talmente  che  le  parti  delP  imagine,  e 
delbi  figura  abbiano  le  aree  in  rapporto  costante.  Memoria  del 
Prof.  Delfino  Codazzi.  p.  89.  —  Note  relative  a  la  construc- 
tion  de  diverses  courbes  a  3.  points  multiples  des  degres  sup^- 
rieurs,  et  th^oreme  relatif  a  ces  courbes.  Par  E.  de  Jon qui eres, 
p,  HO.  —  Note  relative  a  une  courbe  du  sixieme  ordre  qui  se 
presente  en  Astronomie.  Par  E.  de  Jonquieres.  p.  110.  —  Di- 
mostrazione  di  una  formola  di  Jacobi.  Nota  del  Prof.  Francesco 
Brioschi.    p.  117.  ,  1^  ^ 

"  RfTlst»  bf blloifraflc«.  Intorno  ad  una  formöfa  dT 
Iiifegrali  definiti.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  119.  —  8opra 
una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mossott!  sotto 
il  titolo  „Naova  teoria  degli  stromenti  ottici."  Osservazioni  del 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continuazione.)  p.  120.  —  Sopra 
un'  opera  del  Si?.  Dr.  Georg  Karl  Christian  v.  Staudt  sotto 
il  titolo:  „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage."  Articolo  del  Prof. 
Lolgi  Cremona.   p.  125.     •  •  -  .  - 

..I         ;  ...  »•««  •• 

.III      :  .  >  .    :*  •  i  -Miiti  .  •  1«.» 

Soggetti  per  premj  proposti  dalF  accademia  delle  Scienze  di 
l^arigi.  p.  12    —  Pubblicazioni  recenti.  ; 


Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXIX.  S.  8.) 

.il  Settembre  1857.  Intorno  ad  aicuni  teoremi  di  Dupin.  Nota 
del  sig.  prof.  Delfino  Codazzi.  (Coot.  e  tine.)  p.  321^  irtr  .€ri- 
stopbe  Rudolf,  .\rticle  de  M.  Terquem.  p.  325.  —  Dimostra- 
zione  dell'  ultimo  teorcma  di  Fermat.    Nota  del  prof.  Luigi  Cal- 


le 
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tdfhrf.'  p.  939.  Aitorno  »lle  «vperliei«  le  qvtil  Immo  eostanto 
tr  prodotU^  di^  du»'  ^aggi  di  cnmtsra.  Note  del  prof.  Dolfiiio 
Codaxti.  3Mb  Rioefdie  analitidie  adle  cur?«  coftiebe 
ctrcoiti^tte  ad  lAi  frlangoto.   Dt  Barnaba  Tortollal.  p.866. 

pieaea  Jaiiroal  uird  ngr  bia  aim  Eada  dea  Jahfgaogs  1857 
fort^faetat»  wo  dann  bloaa  die  vorber  angezeigten  Anoali  dl 
Mat^matlca  pura  ed  ap plicata»  welcba  achon  von  Anlanj; 
1888  an  eracbeieon,  an  doaaeo  Stella  tiitf.  Wie  viele  Mube  mnna 
aller 'llem*i;avt«Haf  jatirt  dio  iUd«olli»n  4\m^t  beide«  Joar- 
nale  anf  Ein  Mal  macben,  und  wie  aehr  verdient  er  daüBr  den 
Dank  der  WiaaenaebaftI 

I  < 

Mittbeitungen  der  naturlorsebenden  GesellMchaft 
In  B^rn.  Nr*'d8»^409.  (Ver«l;  LUerar.  Il«r.  Nr.  CXVI.  8. 1&) 

|i  e  r  ni  u  IUI  K  i  ii  k  c  I  i  ii ,  Üie  Fu tidanieiitalgU''ii:h^ngeii  der  Func- 
tion Nr.  m  und  m   S*  t  V 

F.  A.  Flockiger,  ficnierkuiigen  und  Vei-suche  üb^r  0«»iio- 
luetrie.   IVr.  387.    8.  17. 

M.  Hipp,  Ueber  eine  neue  Anwendang  der  Elektncttfit  (B«> 
siebt  aieb  anf  eine  nian§elbaft  inolirtn  onleraeeiache  Telegrapben« 
leitong  und  acb«}nt  allerdinga  für  die  teebnlacbe  Telegrapble  von 
Bedeutung  au  aeln »  freabalb  wir  anf  dieaen  Anfaatx  aufmerkaam 

machen.)  Kr.  S«  66. 

C.  Brunn  er,  Ueber  Uaratelluug  umlEigenacbartan  dea  Man« 
ganb.  Nr.  ;l94-306.  8.  73. 

'Koch,  Heteorologlache  Beobacbtunf^en  In  Bern,  ßorgdorf  und 

Jaunen  im  Sommer  und  Herbat  188«.  Nr.  394^30(1.  'S.  82.  ^ 

Diese  Beobaciitungen  reichen  bis  November  1856  und  «ind  forfge- 
aetat  vom  December  185C  bic»  Mai  Ibol  in  iNr.401  — 4Ü«^   S.  141. 

H.  Wolf»  Auaaug  aua  dem  Cbronicon  Bemenai  AbrabamI 
Muacoli  ab  Anno  1881  ad  Annum  1687.  Nr.  307 -SOa  S.  107. 
(Entbhlt  veracbiedene  meteorologiacbe  und  andere  Anfaelcbnungen 
Aber  Erdbeben  n.  dergl.) 

W.  Beetz»  Ueber  die  elektromagnetische  Wirkung  Volta'acher 
Strome  veracbiedener  Quellen.  Nr.  399-400.  S.  113. 

Em.  iScJiinz,  Ueber  das  Polar •  Planinieter  von  Prof.  Aros- 
ler  in  Schaff  hausen.  Nr.  404—407.  8.  15:5.  (Je  mehr  die  Ver- 
breitung und  der  allgemeinere  (iehrauch  de*«  Anjsler'sschen  Pla- 
nimetera  zu  wüoacben  iat,  desto  dankenavrerther  ist  diese*  gegenüber 
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Utenifischer  Bericht  CXX, 


der  von  Herrn  Aninter  Delbst  in  fieiner  Schrift:  „(Gelier  nie, 
chanischo  Bestimmung;  des  Flächeninhalts,  der  stati« 
8chen  Momente  und  der  Trägheitsin  onieute  ebener 
Figuren,  in9be8ondere  über  einen  neuen  Planinieter, 
iScha (Tb  aiinen,  A.  Beck  und  Sohn"  gegebenen  eleganten,  in 
%venigen  Schritten  zum  Ziele  fuhrenden  Theorie  ganz  elementar 
gehaltene  Theorie  des  enipfehlenswerthen  Instruments.) 

f 

Preisaufgaben  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

Paris. 

Perfectionner  en  quelqne  point  important  la  th^o* 
ric  geometrique  des  polyedres. 

(Le  prix  consistera  en  une  mädaille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  mille  francs.  Les  IVIemoires  destines  au  concours 
devront  ötre  remis,  francs  de  port,  aa  Secretarlat  de 
l'lnstitut  avant  le  V.  Juillet  1861.) 

Queis  peuvent  ^tre  les  nombres  de  valenrs  des 
fnnctions  bien  däfinies  qui  contiennent  un  iiombre 
donn^  de  lettres,  et  comment  peut-on  former  les  fnnr- 
tions  poor  l^'sqseU'e«' ii> «ciKiste •  ÜB  nonibr e.i don de 
T.alenr«?    •'■•'^  •     .  •  »•<  ••  \  .  •  ..v  .  • 

(Sans  exiger  des  conrurrents  une  Solution  complete,  qui 
'  serait  sans  doute  bien  difücile,  TAcademie  pourra  acoor- 

-«liJ/'  >'*f  dar  le  prix  (medaille  d'or  de  la  valeur  de  trois  mille 

francs)  ä  Tauteur  d'un  Memoire  qui  ferait  &ire  un  pro- 
bmi  Tiol»  ^^^^  notable  ä  cette  theorie.  Le«  IVlemoire^  devront  <itre 
4.U  -  remis  avant  le  l^  Juillet  1860.)  ,  ^     .  . 
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